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Vorrede. 


Das  Werk,  dessen  ersten  Band  ich  hiermit  der  Öffentlichkeit  über- 
gebe, weicht  seinem  Inhalte  wie  seiner  Form  nach  ziemlich  stark  von  den 
sonstigen  analytischen  Bearbeitungen  der  projektiven  Geometrie  ab;  seinem 
Inhalte  nach,  insofern  ich  das  Rechnen  mit  Abbildungen  in  den  Vorder- 
grund der  Betrachtung  gerückt  habe,  seiner  Form  nach,  indem  ich  als 
analytisches  Hülfsmittel  die  von  A.  F.  Mob  ins  und  meinem  Vater  be- 
gründete Methode  der  Punktrechnung  verwende,  die,  wie  ich  glaube,  für 
die  Darstellung  der  projektiven  Geometrie  manche  Vorzüge  hat.  Da  man 
nämlich  bei  ihr  nicht  nur  die  geometrischen  Gebilde,  den  Punkt  und  die 
Gerade,  die  Strecke  und  das  Feld,  sondern  auch  die  wichtigsten  Abbil- 
dungen, die  Projektivität  und  Involution,  die  KoUineation,  die  Reziprozität 
und  das  Polarsystem,  durch  ein  einziges  Symbol  ausdrückt  und  direkt  der 
Rechnung  unterwirft,  gelangt  man  nicht  nur  zu  Formeln  von  bemerkens- 
werter Kürze,  sondern  hat  auch  den  Vorteil,  daß  jedem  Schritte  der  Rech- 
nung eine  entsprechende  begriffliche  Entwickelung  parallel  geht,  wodurch 
zugleich  eine  engere  Fühlung  mit  der  synthetischen  Behandlung  der  Geo- 
metrie gewonnen  wird.  Außerdem  tritt  das  für  die  projektive  Geometrie 
so  wichtige  Prinzip  der  Dualität  noch  schärfer  hervor,  als  dies  bei  anderen 
rechnerischen  Methoden  der  Fall  ist,  und  man  erhält  femer  eine  anschauliche 
und  natürliche  Deutung  der  Dreieckskoordinaten,  die  es  dann  auch  ermög- 
licht, in  jedem  Stadium  der  Rechnung  aufs  leichteste  zu  den  gewöhnlichen 
Koordinatengleichungen  überzugehen. 

Der  erste  Band  des  Werkes  umfaßt  neben  einem  einleitenden  Teile, 
in  welchem  die  Methode  der  Punktrechnung  dargelegt  wird,  die  Grund- 
begriffe der  projektiven  Geometrie,  die  Erzeugung  der  Kurven  zweiter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse  durch  projektive  Strahlbüschel  und  Punkt- 
reihen, sodann  aber  eine  besonders  ausführliche  Behandlung  der  Pro- 
jektivitäten  in  der  Geraden  und  im  Strahlbüschel,  bei  der  ich  versucht 
habe,  an  diesem  einfachsten  Beispiele  das  moderne  Verfahren  des  Rechnens 
mit  Abbildungen  zu  entwickeln  und  die  wichtigsten  auf  diesem  Gebiete  in 
dem  letzten  Vierteljahrhundert  von  Stephanos,  H.  Wiener,  Segre, 
Peano,   Aschieri,   Study,   Scheffers,   Reye   und   Burali-Forti   ge- 
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wonnenen  Ergebnisse  im  ZuBammenhange  darzustellen,  wobei  die  Anwen- 
dung der  neuen  Methode  auch  sachlich  manches  Neue  ergab.  So  bei  der 
Behandlung  der  entartenden  Projektivitaten  und  der  zentrischen  Schiebung, 
bei  der  Darstellung  der  Projektivitaten  mit  konjugiert  komplexen  und  ge- 
trennten reellen  Doppelpunkten  durch  ihre  Doppelpunktsinvolution  und 
bei  den  harmonischen  Projektivitaten.  Weiter  führte  die  Wiedergabe  der 
von  Stephan 08  herrührenden  Abbildung  der  Projektivitaten  einer  Ge- 
raden auf  die  Punkte  des  Raumes  zu  einigen  neuen  Ergebnissen,  und 
endlich  bietet  auch  wohl  die  in  Anlehnung  an  die  Arbeiten  von  Study 
vollzogene  Einreihung  dieser  Projektivitaten  unter  die  Systeme  von  hö- 
heren komplexen  Größen  einiges  Interesse.  Als  analytisches  Hülfsmittel 
erwies  sich  bei  diesen  Untersuchungen  neben  den  extensiven  Brüchen  und 
den  Folgeprodukten  von  Abbildungen  die  Einführung  eines  kombinato- 
rischen Produktes  zweier  Projektivitaten  derselben  Geraden  als  besonders 
nützlich. 

Der  zweite  Band  wird  die  projektiven  Abbildungen  in  der  Ebene,  die 
Kollineation  und  die  Reziprozität  und  im  Anschluß  daran  eine  eingehende 
Behandlung  der  Kegelschnitte  und  linearen  Systeme  von  Kegelschnitten 
enthalten. 

Ein  paar  Bruchstücke  meines  Buches  habe  ich  bereits  gelegentlich 
in  der  Form  dreier  Abhandlungen  veröffentlicht,  die  in  den  Jahren  1894, 
1896  und  1898  erschienen  sind*),  und  von  denen  die  erste  und  ein  Teil 
der  zweiten  in  erweiterter  Form  im  vorliegenden  Bande  zum  Abdruck  ge- 
kommen ist,  während  der  Rest  der  zweiten  und  die  dritte  Arbeit  im 
zweiten  Bande  verwertet  werden  sollen. 

Ganz  besondere  Sorgfalt  ist  von  mir  auf  die  Wahl  der  Bezeichnungen 
verwendet  worden,  und  ich  wiU  die  Gesichtspunkte,  die  ich  dabei  befolgt 
habe,  hier  kurz  zusammenstellen,  zumal  gerade  jetzt  die  Frage  der  Vek- 
torenbezeichnung auf  der  Tagesordnung  steht,  und  mir  bei  der  bisherigen 
Diskussion  über  diesen  Gegenstand  ein  für  die  Erledigung  der  Frage  be- 
sonders wichtiger  Gedanke  übersehen  oder  doch  nicht  genügend  beachtet 
zn    sein   scheint *).     Dieser  Gedanke   hat   schon    meinen  Vater   bei   der 

1)  Bs  nnd  die  drei  Arbeiten:  Punktrechnung  und  projektive  Geometrie.  Erster 
Teil:  Punkirecboung.  Beitrag  zur  Festschrift  der  Lateinischen  Hauptschule  zur  zwei- 
hunder^&brigen  Jubelfeier  der  Universität  Halle -Wittenberg.  Halle  1894.  Zweiter 
Teil:  Grundlagen  der  projektiven  Geometrie.  Wissenäcbaftliche  Beilage  zum  Programm 
der  Lateinischen  Hauptschule.  Halle  1896.  Dritter  Teil:  Die  linearen  Verwandt- 
schaften in  der  Ebene.  Beitrag  zur  Festschrift  der  Lateinischen  Hauptschule  zur 
sweihunderlij&hrigen  Jubelfeier  der  Franckeschen  Stiftungen.     Halle  1898. 

S)  Dies  gilt  zum  Beispiel  auch  von  den  V'orschlägen  für  die  Vereinheitlichung 
der  Vektorenbezeichnung,   welche  die  Herren  Burali- Forti  und  Marcolongo  im 


Vorrede.  V 

Wahl  seiner  Bezeichnungen  geleitet  und  ist  nur  nicht  gerade  ausdrücklich 
vou  ihm  ausgesprochen  worden.  Ich  möchte  ihn  in  der  folgenden  For- 
denmg  zusammenfassen: 

Bei  einem  jeden  analytischen  Ausdrucke^  zum  Beispiel  bei  jedem  Pro- 
dukte^ muß  man  aus  der  Schriftgattung  der  Buchstaben,  die  für  die  ver- 
knüpften Größen  benutet  werden,  auf  Grund  einer  bloßen  Abzahlung  sofort 
etUnehmen  können,  ob  der  Ausdruck  eine  Zahlgröße,  ein  Gebilde  erster, 
BweHer  od^  dritter  Stufe  oder  endlicli  eine  Abbildung  darstellt,  und  in  letz- 
terem Falle,  üb  und  gegebenenfalls  in  wdcher  Weise  diese  Abbildung  die 
Stufe  der  abgebildeteti  Größen  ändert. 

Man  kann  indes  diese  Forderung  nur  erfüllen^  wenn  man  für  addier- 
hare  Größen,  zum  Beispiel  für  die  Größen  erster  Stufe,  den  Punkt  und 
die  Strecke,  und  ebenso  für  die  Größen  zweiter  Stufe,  den  Stab  und  das 
Feld,  gleichartige  Typen  wählt,  für  nicht  addierbare  Größen  aber,  wie  für 
Zahlen  und  Punkte,  Punkte  und  Stäbe,  verschiedenartige  Schriftzeichen.  Be- 
zeichnet man  daher  die  Strecken  durch  kleine  lateinische  Buchstaben,  so 
darf  man  für  die  Punkte,  da  sie  mit  einer  Strecke  additiv  verknüpft  werden 
können,  nicht  etwa  große  lateinische  Buchstaben  verwenden,  sondern  muß 
sie  ebenfalls  durch  kleine  lateinische  Buchstaben  wiedergeben.  Dies  hat 
ja  freilich  den  Nachteil,  daß  man  von  der  in  der  Elementargeometrie  und 
synthetischen  Geometrie  üblichen  Bezeichnungsweise  abweicht.  Aber  ein- 
mal sind  in  diesen  Disziplinen  die  Punkte  nicht  Objekte  der  Rechnung^ 
und  sodann  erscheint  es  auch  wichtiger,  den  Zusammenhang  mit  der  ge- 
wöhnlichen analytischen  Geometrie  nicht  zu  verlieren;  hier  aber  werden 
die  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  stets  durch  kleine  lateinische  Buch- 
staben ausgedrückt.  Die  Gleichungen  der  Punktrechnung  werden  daher  den 
Gleichungen  in  Dreieckskoordinaten  am  ähnlichsten,  wenn  man  denjenigen 
Punkt,  der  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  die  Dreiecks- 
koordinaten Xi,  x^,  x^  hat,  einfach  mit  x  bezeichnet. 

Dadurch  wird  man  zugleich  einer  zweiten,  nicht  so  wichtigen,  aber 
doch  immerhin  nützlichen  Forderung  gerecht,  der  Forderung  nämlich, 

daß  die  am  häufigsten  vorkommenden  Größen  die  einfachsten  SymboU 
erhalten. 

In  der  Tat  treten  ja  naturgemäß  die  Punkte  und  Strecken  in  den 
Rechnungen  viel  häufiger  auf  als  die  Stäbe  und  Felder,  und  andererseits 
lassen  sich  die  kleinen  lateinischen  Buchstaben,  namentlich  wenn  mehrere 


Jahre  1908  dem  internationalen  Mathematikerkongreß  in  Rom  unterbreitet  haben. 
Vgl.  C.  Burali-Forti  und  R.  Marcolongo,  Per  Tunificazione  delle  notazioni  vetto- 
riali,  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  Tomo  XXIIi  (April  1907),  Tomo 
XXIV  (Juli  und  September  1907),  Tomo  XXV  (Februar  1908)  und  Tomo  XXVI  (Juni 
1908). 
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Yon  ihnen  als  Faktoren  eines  Produktes  aufeinander  folgen,  weit  bequemer 
schreiben  als  die  großen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  zweite  Forderung  habe 
ich  es  auch  vermieden,  bereits  für  die  extensiven  Gebilde  (Punkt,  Strecke, 
Stab,  Feld  usw.)  fette  Buchstaben  einzuführen,  und  behalte  mir  letztere 
zur  Bezeichnung  der  doch  nicht  so  oft  vorkommenden  Abbildungen  vor. 

£ndlich  möchte  ich  drittens  noch  die  Forderung  hinzufügen, 

daß  man  bei  der  WM  der  Bezeichnungen  nach  Mögliciikeit  die  Kon- 
tinuität der  geschichtlidien  Entwickdung  wahren  solle, 

also  nicht  ohne  zwingenden  Grund  eine  alte  bewährte  Bezeichnung, 
die  schon  begonnen  hat,  sich  einzubürgern,  aufgeben  solle,  und  bei  jeder 
Neuerung  sorgfaltig  prüfen  möge,  ob  sie  auch  wirklich  eine  Verbesserung 
darstellt  Nur  wenn  man  dies  berücksichtigt,  wird  auch  die  heranwach- 
sende Generation  ohne  Schwierigkeit  auf  die  grundlegenden  Originalwerke 
und  die  anschließende,  schon  sehr  umfangreiche  Litteratur  zurückgreifen 
können. 

Diesen  drei  Forderungen  entsprechend  bezeichne  ich  die  Punkte  und 
Strecken  durch  kleine  lateinische  Buchstaben,  die  Stäbe  und  Felder  durch 
große,  die  Zahlen  je  nach  Belieben  durch  kleine  oder  große  deutsche  Buch- 
staben; dann  bleiben  für  die  Geometrie  des  Raumes  zur  Bezeichnung  der 
Blätter  (der  äußeren  Produkte  von  drei  Punkten)  noch  die  kleinen  grie- 
chischen Buchstaben  zur  Verfügung.  Femer  benutze  ich,  einem  Vorschlage 
meines  Freundes  Fr.  Engel*)  folgend,  für  die  Abbildungsbrüche  (Projek- 
tiritäten,  Kolli neationen,  Reziprozitäten)  fette  Typen  und  wähle  die  Schrift- 
gattung dieser  Typen  wieder  entsprechend  der  Dimension  der  Abbildung, 
in  dem  Sinne,  daß  ich  eine  Abbildung,  die  bei  der  Multiplikation  der  ab- 
zubildenden Größe  deren  Stufe  unverändert  läßt,  die  also  in  dieser  Hin- 
sicht einer  Zahlgröße  gleicht,  durch  einen  fetten,  kleinen  oder  großen 
deutschen  Buchstaben  wiedergebe,  eine  Abbildung  dagegen,  welche  Punkte 
in  Stabe  verwandelt,  die  somit  dieselbe  Stufenänderung  hervorruft  wie  die 
planimetrische  (äußere)  Multiplikation  mit  einem  Punkte,  durch  einen 
fetten,  kleinen  lateinischen  Buchstaben  und  endlich  eine  Abbildung,  welche 
Stabe  in  Punkte  überführt,  durch  einen  fetten,  großen  lateinischen  Buch- 
staben, indem  ja  eine  solche  Abbildung  einen  Stab  in  entsprechender  Weise 
umwandelt  wie  die  planimetrische  (regressive)  Multiplikation  mit  einem 
zweiten  Stabe. 

Vielen  Dank  schulde  ich  meinem  Freunde  H.  Wiener  für  zahlreiche 
wertvolle  Anregungen,  die  er  mir  während  meiner  Arbeit  hat  zuteil  werden 

1)  Vgl  H.  GrafimannB  gesammelte  mathematische  und  physikalische  Werke, 
Bd.  1,  Teil  8  (1806),  Nr.  498  und  499  und  604  bis  610;  femer  die  Bemerkungen 
auf  Seite  896  su  Seite  840  und  849  ff. 
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lassen,  sowie  meinem  Bmder  Max,  dem  ich  vor  der  Drucklegung  so  ziem- 
lich den  ganzen  Inhalt  des  Buches  vortragen  durfte,  wodurch  die  Form 
der  Darstellung  wesentlich  gewonnen  hat.  In  der  Tat  ist  das  Buch  sehr 
leicht  verständlich  geschrieben,  so  daß  es  ein  Student  in  mittleren  Seme- 
stern ohne  Schwierigkeit  zu  lesen  vermag. 

Eine  besondere  Freude  war  es  mir,  den  vorliegenden  Band  zum 
15.  April  1909,  dem  hundertsten  Geburtstage  meines  Vaters,  fertig 
zu  stellen  und  so  durch  Veröfi'entlichung  einer  Anwendung  seiner  Methoden 
einen  bescheidenen  Beitrag  zur  Feier  dieses  Erinnerungstages  liefern  zu 
können. 

Gießen',  den  2.  April  1909. 

Hermann  Graßuiann. 
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Erster  Hauptteil. 
Hfilfsmittol  ans  der  Pnnktrechiiiing. 

Abschnitt  1. 
Addition  and  Subtraktion  ?on  Punkten  und  Strecken. 

Die  Summe  txm  Punkten,  um  die  Punkte  des  Raumes  direkt^  ohne 
Zuhülfenahme  von  Koordinaten,  der  Rechnung  unterwerfen  zu  können, 
denke  man  sich  einen  jeden  Punkt  e  dargestellt  als  das  Produkt  aus  einem 
Zahlfaktor  m,  welcher  die  Masse  des  Punktes  heißen  mag,  und  einem 
zweiten  Faktor  f,  der  die  Lage  des  Punktes  im  Raum  angibt.  Dieser  Lagen- 
faktor f  möge  der  zu  dem  Punkte  e  gehörende  einfache  Punkt,  e  selbst 
aber  ein  vielfacher  Punkt  genannt  werden.  Die  Beifügung  eines  Massen- 
faktors m  nämlich  verleiht  dem  Punkte  den  Charakter  einer  Größe,  in- 
dem sie  ihn  der  Vermehrung  und  Verminderung  fähig  macht.  Zunächst 
freilich  erstreckt  sich  diese  Verknüpfungsfähigkeit  nur  auf  Punkte,  welche 
demselben  einfachen  Punkte  zugehören.  Zwei  solche  Punkte  Cj  —  m^/" 
und  6^  «=  m^f  erscheinen  als  gleichbenannte  Zahlen  und  können  daher  wie 
diese   addiert   und   subtrahiert   werden.      So  wird  man  unter   der  Summe 

e^i-e^^mji-m^f 

nichts  anderes  zu  verstehen  haben  als  den  Punkt 

(m,  +  m,)/-, 

das  heißt,  man  erhält  für  die  Summe  zweier  vielfachen  Punkte  gleichen 
Ortes  einen  Punkt  desselben  Ortes,  dessen  Masse  gleich  der  Massen- 
summe der  Summandenpunkte  ist. 

1  ilr  die  Addition  zweier  der  Lage  nach  verschiedenen  Punkte  indes, 
welche  als  ungleich  benannte  Größen  aufzufassen  sind,  bedarf  es  einer  be- 
sonderen Erklärung,  bei  deren  Wahl  man  nur  dafür  Sorge  zu  tragen  hat,  daß 

erstens  die  Grundeigenschaften  der  Addition  in  möglichst  weitem 
Umfange  erhalten  bleiben,  und  daß 

zweitens  beim  Übergange  zu  Sammanden  von  gleicher  Lage  die 
neue  Art  der  Addition  in  die  oben  dargestellte  Addition  zusammenÜEÜlen- 
der  Punkte  übergeht. 

Wir   knüpfen   diese   Erklärung   an   den    Begriff  des  Schwerpunktes. 

OrftSanann,  Projektire  Geometrie  d. 


2  Addition  und  Subtraktion  von  Punkten  und  Strecken. 

Wir  fassen  nämlich  die  Massenfaktoren  titj  und  m,  der  beiden  zu  addieren- 
den Punkte  ej  =  mj/i  und  e^  >=  m^f^  als  Massen  im  Sinne  der  Mechanik 
auf  und  verstehen  unter  der  Summe  mi/i  +  nt,/",  beider  Punkte 
ihren  mit  der  Gesamtmasse 

(1)  m  -=  Dil  -h  tii, 

belasteten  Schwerpunkt.  Bezeichnen  wir  daher  noch  den  mit  dem 
Schwerpunkt  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  8,  so  lantet  die 
Definitionsgleichung  der  Summe  zweier  vielfachen  Punkte 

(2)  m,f,  +  m,/;  -  ms, 

wo  m  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmt  ist,  und  der  Punkt  8  die  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  /i  und  /*,  im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer 
Massen  teilt,  und  zwar  äußerlich  oder  innerlich,  je  nachdem  die  beiden 
Massen  dasselbe  oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  (vgl.  Figur  1 
und  2). 

ni,/_m£ m^^    J^  "H>^  ^«^ 


tfiz 

Flg.  1.    mi  und  nts  haben  dasselbe  Vorseichen. 

Durch  diese  Erklärung  wird  man  sicher  der  zweiten  von  den  oben 
gestellten  Forderungen  gerecht,  da  wirklich  bei  der  Anwendung  auf  zu- 
sammenfallende Punkte  die  neue  Addition  in  die  oben  dargestellte  Addition 
gleichnamiger  Punkte  übergebt.  Man  erfüllt  aber  auch  die  erste  Forderung, 
nach  welcher  die  neue  Verknüpfung  den  Grundeigenschaften  der  Addition 
entsprechen  soll,  denn 

erstens  ist  das  Ergebnis  der  Verknüpfung  mit  den  verknüpften 
Größen  gleichartig,  und 

zweitens  genügt  die  Verknüpfung  den  beiden  Grundgesetzen  der 
Addition,  dem  kommutativen  Gesetze 

(3)  ^  4-  ci  =  «I  -f  «i 
und  dem  assoziativen  Gesetze 

(4)  ^  +  («1  +  O  -  («I  -H  ^)  +  «s. 

vorausgesetzt,  daß  zwei  Punkte  dann  und  nur  dann  als  einander  gleich 
angesehen  werden,  wenn  sie  sowohl  ihrer  Lage  wie  ihrer  Masse  nach 
miteinander  übereinstimmen.  In  der  Tat  folgt  die  Gültigkeit  der  ersten 
Formel  direkt  aus  dem  Begriflfe  des' Schwerpunktes,  die  zweite  aber  drückt 
den   bekannten,   auch   leicht  rein  geometrisch  beweisbaren  Satz  aus,   daß 


Abtohnitt  1,  Gleichung  (1)  bü  (6).  3 

man  bei  der  Anfsuchimg  des  Schwerpunktes  dreier  Massenpunkte  zu  dem- 
selben Ergebnis  gelangt,  wenn  man  zuerst  zu  den  beiden  ersten  Punkten 
den  Schwerpunkt  konstruiert  und  zu  diesem  und  dem  dritten  Punkte  aber- 
mals den  Schwerpunkt  bestimmt,  oder  aber,  wenn  man  zuerst  zu  dem 
zweiten  und  dritten  Punkte  den  Schwerpunkt  ermittelt  und  zu  diesem  und 
dem  ersten  Punkte  nochmals  den  Schwerpunkt  aufsucht. 

Die  Differenz  zweier  Punkte.     Die  Differenz   zweier  Punkte   wird   in 
gewöhnlicher  Weise  auf  die  Summe  zurückgeführt.     Aus  den  Gleichungen 

nii/i  -I-  m,/i  =  ms      und 

ergeben  sich  durch  Auflösung  nach  den  beiden  ersten  Summanden  vx^f^ 
und  nti  die  Gleichungen 

(5)  ntj/i  —  ms  —  mj/i      und 

(6)  mj  =  m  —  m^, 
welche  aussagen: 

Die  Differenz  zweier  Punkte  ms  und  m,/*,  ist  wiederum  ein  Punkt, 
dessen  Masse  m,  die  Differenz  der  Massen     m  f        ms  f 

des  Minuendus  und  Subtrahendus  ist,  und        **^ ■ *  * 

dessen  Ort  f^  durch  ümkehrung  der  Summen- 
konstniktion  in  Figur  1  und  Figur  2  ge- 
funden wird.  (Die  Figur  3  erläutert  diese 
Konstruktion  für  den  Fall,  daß  die  Massen 
mj  und  mj  dasselbe  Vorzeichen  haben.)  y\%.  s 

Der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Geraden.    Eine  besondere  Betrachtung 
erfordert  noch  der  Fall,  wo  die  Masse  m  des  Minuendus  der  Masse  m,  des 
Subtrahendus  gleich  ist.    Aisdann  ergibt  die  Konstruktion  einen  in  unend- 
licher Entfernung  auf  der  Verbindungslinie  ras  m  / 
der  Punkte  /,  und  s  liegenden  Punkt  (vgl.                                             ~/Tl 
Figur  4),  welcher  der  Gleichung  (6)  zufolge                                   "^a/ // "^ 

die  Masse  0  hat.   Durch  dies  Hinausrücken  in      ^ /J^ 

unendliche  Feme  und  das  gleichzeitige  Ver-  ^»-  *• 

schwinden  seiner  Masse  erhält  nun  aber  dieser  Punkt  —  wir  wollen 
ihn  das  unendlich  ferne  Punktbild  der  Differenz  nennen  —  eine  Un- 
bestimmtheit, welche  der  Differenz  selbst  nicht  anhaftet,  und  welche  ihn 
daher  zu  ihrer  Größendarstellung  untauglich  macht.  Um  dies  einzusehen, 
nehme  man  auf  einer  Geraden  drei  einfache  Punkte  a,  h  und  h^  an  und  bilde 
aus  ihnen  die  Differenzen  h  —  a  und  h^  —  a.  Einer  jeden  von  ihnen  ent- 
spricht dann   der  mit  der  Masse  0  behaftete   unendlich   ferne  Punkt  der 


4  Addition  und  Subtraktion  ¥on  Punkten  und  Strecken. 

Geraden  aby  und  es  erscheinen  also  die  Punktbilder  der  beiden  Differenzen 
als  Yollkommen  gleich,  während  doch  die  beiden  Differenzen  selbst  un- 
zweifelhaft ungleiche  Gh-oßen  sind,  da 

die  eine,  6  -—  o,  bei  der  Vermehrung  um  a  den  Punkt  b, 
die  andere,  6,  —  a,    „      „  „  „     „     „         „       5, 

ergibt  Es  erweist  sich  somit  wirklich  das  (unendlich  ferne)  Punktbild  der 
Differenz  gleichmassiger  Punkte  zur  Größendarstellung  dieser  Differenz  als 
ungeeignet,  wenigstens,  wenn  man  nicht  eine  Bestimmung  über  die  Art 
des  Nullwerdens  seiner  Masse  hinzufügen  will. 

Die  Strecke  als  Differenz  zweier  einfachen  Punkte.  Um  zu  einer  brauch- 
baren Darstellung  zu  gelangen,  setze  man  für  den  Augenblick  die  Differenz 

(7)  6  -  a  -  it, 
dann  wird  nach  dem  Begriffe  der  Differenz 

(8)  h^a  +  k, 

und  diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  Addition  der  Differenz  A;  -=  fc  —  a  den 
einfachen  Punkt  a  in  den  um  die  Strecke  ah  entfernt  liegenden  einfachen 
Punkt  h  überführt.  Dem  Punkte  a  gegenüber  tragt  also  der  Summand 
k  '^  h  —  a  den  Charakter  einer  Verschiebungsgröße,  und  es  fragt  sich  nur, 
ob  seine  Addition  auch  bei  jedem  andern  einfachen  Punkte  c  eine  gleich 
große  Verschiebung  hervorruft.  Behufs  Entscheidung  dieser  Frage  hat 
man  zunächst  noch  den  allgemeinen  Begriff  der  Summe  c  -f  A*  =  c  -f  (^  —  ö) 
festzustellen,  da  die  oben  gegebene  Erklärung  der  Addition  der  Punkte 
auf  eine  solche  Summe  keine  Anwendung  finden  kann.  Es  erscheint  als 
das  natürlichste,  diese  Erklärung  an  die  Forderung  zu  knüpfen,  daß  auch 
hier  wieder  das  assoziative  Gesetz  erhalten  bleiben  soUe,  die  neue  Art 
der  Addition  also  geradezu  durch  die  Gleichung  zu  definieren 

(9)  c  4.  (6  -  a)  -  (c  4-  6)  -  a. 

Bezeichnet  man  daher  die  gesuchte  Summengröße  c  -{-  (h  —  a)  mit  d, 
setzt  somit 

(10)  ,l-c  +  (b-a), 
80  wird  vermöge  (9)  auch 

(11)  d-(c  +  b)-a, 

wofür  man  nach  dem  Begriffe  der  Differenz  auch  schreiben  kann 

(12)  a-fd-c-l-6. 
Diese  Gleichung  aber  besagt: 

Die  gesuchte  Sumroengröße  d  ist  derjenige  Punkt,  welchen  man  zu  a 
addieren  muß,  um  den  Schwerpunkt  von  c  und  5,  das  heißt  den  mit  der 
Masse  2  belasteten  Mittelpunkt  m  der  Linie  cb,  zu  erhalten.  Darin  aber  liegt: 
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Der  Punkt  d  besitzt,  ebenso  wie  die  Punkte  a,  b  und  Cy  die  Masse  1 
und  bildet  die  vierte  Ecke  des  Parallelogramms  mit  den  Seiten  ab  und 
ac  (vgl.  Figur  5). 

Der  Punkt  d,  der  sich  der  Gleichung 
(10)  zufolge  analytisch  als  die  Summe  aus 
dem  einfachen  Punkte  c  und  der  Differenz 
b  —  a  der  einfachen  Punkte  b  und  a  darstellt,  ^9  6. 

geht  also  geometrisch  wirklich  aus  dem  Punkte  c  durch  eine  Verschiebung 
hervor,  die  parallel,  gleich  lang  und  von  gleichem  Sinne  mit  der  Strecke 
ab  ist.  Die  oben  aufgeworfene  Frage,  ob  der  Summand  b  —  n  bei  jedem 
einfachen  Punkte  c  eine  gleich  große  Verschiebung  bewirkt,  ist  also  zu 
bejahen,  und  man  erhält  den  Satz: 

Satz  1:  Durch  Addition  der  Differenz  b  —  a  zweier  einfachen 
Punkte  b  und  a  erfährt  jeder  beliebige  einfache  Punkt  c  eine 
Verschiebung  parallel,  gleich  lang  und  von  gleichem  Sinne  mit 
der  Strecke  ab. 

Man  kann  daher  die  Strecke  ab,  falls  man  an  ihr  nur  die  LängCy 
die  Richtung  und  den  Sinn,  nicht  aber  auch  die  Linie  festMlt,  in  der  sie 
liegty  geradezu  als  das  geometrische  Bild  der  Differenz  b  —  a  ansehen,  und 
wir  stallen  daher  die  Erklärung  auf: 

Erklänmg:  Unter  der  Differenz  b  —  a  zweier  einfachen  Punkte 
b  und  a  soll  die  Strecke  ab  verstanden  werden,  diese  Strecke  ge- 
rechnet vom  Subtrahendus  a  nach  dem  Minuendus  b  hin. 

Addition  und  Subtraktion  voti  Strecken.  Die  Brauchbarkeit  dieser  Er- 
klärung erkennt  man  sogleich  daran,  daß  sie  als  unmittelbaren  Ausfluß 
die  bekannte  Streckenaddition  xmd  -Subtraktion  ergibt.  Für  zwei  stetig 
aneinanderstoßende  Strecken,  welche  durch  Differenzen  von  der  Form  b  —  a 
imd  c  —  b  dargestellt  werden,  erhält  man  nämlich  sofort  die  Gleichung 

(13)  (b-a)-\-(c-b)^c-a 

und  damit  den  Satz: 

„Die  Summe    zweier   stetig   aneinanderstoßenden  Strecken   ist  gleich 
der  Strecke  vom  Anfangspunkt  der  ersten 
bis    zum    Endpunkt    der    zweiten^    (vgl. 
Figur  6). 

Und  aus  ihm  folgt  wieder  wegen 
der  Verschiebbarkeit  der  Strecken  der  all- 
gemeinere Satz: 

Satz  2:  Man  erhält  die  Summe  zweier  beliebigen  Strecken 
g  und  h,   indem    man   sie  unter  Beibehaltung  von  Länge,  Rieh- 
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tung  und  Sinn  stetig  aneinander  legt;  dann  ist  die  Strecke  vom 
Anfangspunkt    der    ersten   bis    zum    Endpunkt   der   zweiten    die 

Summenstrecke   k   (ygl.   Figur  7). 

Aus  der  Summengleichung 

g  +  h'^k 

ergibt  sich  endlich  noch  durch  Auf- 
lösung nach  dem  zweiten  Summanden  h 
die  Gleichung 

h^-k-g, 

in  welcher  mit  Rücksicht  auf  die 
Figur  7  der  Satz  liegt: 
Satz  3:  Man  erhält  die  Differenz  zweier  Strecken,  indem  man 
sie  unter  Beibehaltung  von  Länge,  Richtung  und  Sinn  mit  ihren 
Anfangspunkten  aneinanderlegt,  dann  ist  die  Strecke  vom  End- 
punkt des  Subtrahendus  bis  zum  Endpunkt  des  Minuendus  die 
gesuchte  Differenzstrecke. 

Die  Differenz  zweier  vielfachen  Punkte  von  gleicher  Masse.  Man  kann 
hieran  noch  die  geometrische  Deutung  der  Differenz  zweier  gleichmassigen 
vielfachen  Punkte  mh  —  ma  anschließen.  Nach  dem  distributiven  Gesetze, 
an  dessen  Gültigkeit  wir  ganz  allgemein  festhalten  wollen,  wird 

(14)  m6  —  ma  =  m(6  —  a); 

man  erhält  daher  den  Satz: 

Satz  4:  Die  Differenz  zweier  m-fachen  Punkte  ist  das  m-fache 
der  Differenz  der  entsprechenden  einfachen  Punkte,  das  heißt 
also  eine  Strecke,  welche  ihrer  Richtung  nach  mit  der  Ver- 
bindungsstrecke h  —  a  der  beiden  Punkte  übereinstimmt,  welche 
ferner  mit  der  Strecke  b  —  a  von  gleichem  oder  entgegen- 
gesetztem Sinne  ist,  je  nachdem  m  positiv  oder  negativ  ist,  und 
deren  Länge  sich  zur  Länge  dieser  Strecke  wie  |in{:l  verhält, 
unter  !  m    den  absoluten  Wert  von  m  verstanden. 

Hiernach  ist  die  Differenz  zweier  getrennten,  im  Endlichen  liegenden 
Punkte  von  gleicher  (aber  nicht  verschwindender)  Masse  eine  von 
Null  verschiedene  Größe,  nämlich  eine  Strecke.  Andererseits  ergab 
der  Versuch,  diese  Differenz  als  Punkt  darzustellen,  für  sie  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  von  der  Masse  Null;  und  ein  solcher  kann  seinerseits 
wieder  als  Produkt  aus  dem  verschwindenden  Massenfaktor  und  dem  mit 
jenem  unendlich  fernen  Punkt  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  auf- 
gefaßt werden.     Daraus  geht  hervor,  daß  ein  einfacher  im   Unendlichen 
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liegender  Punkt  auch  insofern  ganjB  den  Charakter  des  Unendliühen  trägt, 
als  er  mit  tler  Zahlgröße  (Masse)  0  multipliziert  eine  von  Null  ver- 
schiedene Größe,  ^iimlich  eine  Strecke,  liefert.  Einfache  unendlich  ferne 
Punkte  und  überhaupt  unendlich  ferne  Punkte  von  nicht  verschwindender 
Masse  mögen  deshalb  im  folgenden  ganz  von  der  Untersuchung  aus- 
geschlossen bleiben. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  daß  man  im  Gegensatz  zum  obigen  eine 
Differenz  zweier  zusammenfallenden,  im  Endlichen  liegenden  Punkte 
von  gleicher  Masse,  wie  überhaupt  jede  Differenz  gleicher  Größen,  =-  0 
zu  setzen  haben  wird.  Man  erhält  daher,  wenn  man  zugleich  in  doppelter 
Weise  das  Gesetz  der  Distributivität  anwendet,  die  Gleichungen 
0  —  ma  —  ma  =  (m  —  xa)a  =  0  •  a 
=  m(a  -  a), 

woraus  folgt,  daß  man,  was  gelegentlich  von  Nutzen  sein  wird,  die  Zahl- 
größe 0  als  einen  an  beliebiger  Stelle  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  von 
der  Masse  0  auffassen  kann,  oder  wenn  man  will,  auch  als  eine  Strecke 
von  der  Lange  0. 

Abschnitt  2. 

Die  äußere  Mnltiplikation. 

Bas  äußere  Produkt  zweier  Punkte:  Der  Stab.  Man  kann  sich  nun 
aber  weiter  auch  die  Aufgabe  stellen,  den  analytischen  Ausdruck  für  ein 
Linienstück  zu  ermitteln,  an  welchem  nicht  nur  wie  bei  der  Strecke  die 
Größe,  die  Richtung  und  der  Sinn,  sondern  wie  bei  einer  Kraft,  die  an 
einem  starren  Körper  angreift,  auch  noch  die  gerade  Linie  festgehalten 
wird,  welcher  das  Linienstück  angehört,  so  daß  es  also  diese  gerade  Linie 
auch  ihrer  Lage  im  Räume  nach  charakterisiert.  Für  die  rechnerische 
Darstellung  eines  solchen  Linienstücks  —  es  möge  im  Gegensatz  zur 
Strecke  ein  „Stab"^)  genannt  werden  —  reichen  die  bisher  entwickelten 

1)  Der  von  meinem  Vater  gebrsnchte  Ausdruck  „Linienteil'*  hat  sich  nicht  recht 
einbürgern  wollen.  E.  Bndde  nennt  in  seiner  Mechanik  (Berlin,  G.  Reimer,  1890—91) 
den  Stab  einen  „linienflüchtigen  yektor'\  H.  Hanke  1  benutzt  den  Ausdruck  „Geraden- 
stück'' (vgl.  H.  Hankel,  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme,  Leipzig,  1867).  Ihm 
achließt  sich  in  seinen  älteren  Arbeiten  E.  Müller  an  (vgl.  E.  Müller,  Die  Linien- 
geometrie nach  den  Prinzipien  der  Graß  mann  sehen  Ausdehnungslehre,  in  den 
„Monatsheften  für  Math,  und  Phjs."  £1.  Jahrg.  Wien,  1891,  und  derselbe,  Neue 
Methode  zur  Ableitung  der  statischen  Gesetze,  in  den  „Mitteilungen  des  E.  E.  techno- 
logischen Gewerbemuseums  in  Wien",  Neue  Folge,  UL  Jahrg.  Wien,  1898).  Im 
Jahre  1894  schlug  ich  in  meiner  Arbeit:  Punktrechnung  und  projektive  Geometrie, 
erster  Teil   (Halle,  Festschrift  der  Latina)   statt   dessen   den  Aosdmck  „Stab"   vor. 
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analytischen  Hülfsmittel,  nämlich  die  Addition  und  Subtraktion  von  Punkten 
und  Strecken,  noch  nicht  aus,  und  wir  versuchen  es  daher  mit  einer  Art 
der  Multiplikation,  die  wir  durch  Einschlie6ung|des  Produktes  in 
,,8charfe^'  Klammem  von  der  gewöhnlichen  Multiplikation  der  Algebra 
unterscheiden  und  als  äußere  Multiplikation  bezeichnen  wollen.  Ist 
also  C  ein  Stab,  a  sein  Anfangs-,  b  sein  Endpunkt,  und  sind  beide  Punkte 
mls  einfache  Punkte  aufgefaßt,  so  setzen  wir  das  Produkt 
(1)  [06] -c. 

Um  den  multiplikativeu  Charakter  dieser  neuen  Verknüpfung  fest- 
zulegen, bestimmen  wir,  sie  solle  der  Addition  gegenüber  distributiv  sein, 
das  heißt,  es  sollen  die  Gleichungen  bestehen 

[a(b  -f  c)]  -=  [ab]  -f  [ac]     und 


^^^  \[{hi'C)a]^[ba]  +  [ca] 

Aus  diesen  Formeln  folgt  dann  ohne  weiteres,  daß  die  äußere  Multi- 
plikation auch  der  Subtraktion  gegenüber  distributiv  ist,  daß  also  auch 
die  Formeln  gelten 


<^)  \[(b^c)a 


la(b-c)]  =  [ab]-[ac] 
]  =  [6a]-[ca]; 


denn  ersetzt  man  etwa  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Formel  (3)  die 
Große  b  durch  die  Summe  (b  —  c)  -\-  c,  so  erhält  man 

[ab]  —  [ac]  =  [a{{b  -  c)  -\-  c)]  —  [ac],     das  heißt  nach  (2) 
=-[a(b-c)]  +  [ac]-[ac] 
-[a(b-c)l 

Denelbe  ist  inzwischen  von  E.  Study,  Anton  Qrünwald,  K.  Zindler,  J.  von 
Vieth,  E.  Davis,  E.  Jahnke,  K.  Eichler  und  neuerdings  auch  von  E.  Müller  an- 
genommen worden.  (Vgl.  E.  Study,  Eine  neue  Darstellung  der  Kräfte  der  Mechanik 
durch  geometrische  Figuren.  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  Sachs.  Ges.  der 
Wiis.  Leipzig,  1899.  S.  29.  Derselbe,  Die  Geometrie  der  Dynamen,  Jahresbericht 
der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  Bd.  8,  Heft  1,  1900.  S.  206  und  das  große 
Werk  desselben  Verfassers:  Geometrie  der  Dynamen.  Leipzig,  1903.  S.  1.  —  Anton 
Orflnwald,  Sir  Robert  S.  Balls  lineare  Schraubengebiete.  Zeitschrift  ftlr  Math,  und 
Phys.  Bd.  48,  190S.  S.  60  und  Darstellung  aller  Elementarbewegungen  eines  starren 
Körpers  von  beliebigem  Freiheitsgrad,  daselbst  Bd.  ö2.  1906.  S.  881.  —  K.  Zindler, 
Lmiengeometrie  mit  Anwendungen,  I.  Teil.  Leipzig,  1902.  —  J.  v.  Vietb,  Über 
Zentralbewegnng.  Zeitschrift  für  Math,  und  Phys.  Bd.  48,  1902.  S.266.  —  E.  DaTis, 
Die  geometrische  Addition  der  Stäbe  in  der  hyperbolischen  Geometrie.  Inaugnraldise. 
Greüiwald,  1904.  —  E.  Jahnke,  Vorlesungen  über  Vektorenrechnung.  Leipzig,  1906.  — 
K.  Ei  oh  1er,  Beitrag  zur  Gr  aß  mann  sehen  Punktrechnung.  Festschrift  des  ChrisUanenma 
so  Aitona.  Altona,  1906.  S.  78if.  —  E.  Maller,  Ein  Übcrtragongsprinxip  des  Herzu 
S.  Study.    Archiv  der  Math,  und  Phys.   8.  Reihe,  Bd.  6,  190S.) 
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Die  Formeln  (2)  und  (3)  liefern  femer  bei  der  Anwendung  auf  zu- 
sammenfallende und  gleichmassige  Punkte  h  und  c  die  Spezialformeln 

|[a.26]-.2[a6] 
l[26.al-2[6a]     und 
[a  .  0]  -  0 


^^^  ([O-aJ-O.; 

Bei  wiederholter  Anwendung  der  Formeln  (2)  und  (3)  endlich  er- 
geben sich  zunächst  für  ganze  Werte  eines  Zahlfaktors  n,  dann  vermöge 
der  gewöhnlichen  Schluß  weise  auch  für  gebrochene  Werte  von  n  die  all- 
gemeineren Formeln 

I[a-n6]-n[a6] 

^^  I[n6.a]  =  n[6a]»), 

welche'  aussagen,    daß    in    einem    äußeren    Produkte    ein   Zahlkoefßzient 
eines  Faktors  auch  vor  das  ganze  Produkt  gestellt  werden  darf. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen  (2)  ist  nicht  schwer  zu 
erkennen.  Sie  definieren  nämlich,  falls  h  und  c  einfache  Punkte  sind,  die 
Addition  von  Stäben  mit  gemeinsamem  Anfangspunkte,  und  zwar  genau 
im  Sinne  der  Zusammensetzung  zweier  in  einem  und  demselben  Punkte 
angreifenden  Kräfte.  Bezeichnet  man  nämlich  wie  oben  den  als  einfachen 
Punkt    aufgefaßten   Mittelpunkt    zwischen    den   Punkten   h   und  c    mit  m, 

setzt  also  ,    .  c» 

6  -f  c  =  2w, 

so   läßt   sich    die   erste  Gleichung  (2)  mit 
Rücksicht  auf  (5)  in  der  Form  schreiben 

2[am]  =  [a6]  +  [ac], 
in  der  sie  den  Satz  ausspricht  (vgl.  Figur  8): 

Satz  5:  Die  Summe  zweier  Stäbe  mit  gemeinsamem  Anfangs- 
punkt ist  wieder  ein  Stab,  nämlich  die  von  diesem  Anfangs- 
punkt ausgehende  Diagonale  des  durch  die  beiden  Summanden- 
stäbe  bestimmten  Parallelogramms. 

Indes  genügt  die  neue  Art  der  Produktbildung  keineswegs  samtlichen 
Gesetzen  der  algebraischen  Multiplikation.  Dies  erkennt  man  am  deut- 
lichsten, wenn  man  die  beiden  Grenzpunkte  eines  Stabes  C  in  einen  ein- 
zigen Punkt  zusammenrücken  läßt,  so  daß  der  Stab  die  Länge  Null  er- 
hält und  daher  selbst  =  0  gesetzt  werden  muß;  dann  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (1)  in  die  neue  Gleichung 
(6)  [aa]-0, 


1)  Für  den  Fall,  dafi  der  Zahlfaktor  n  irrational  ist,  mögen  die  Gleichongen  (6) 
alB  Definitionsgleichongen  gelten. 


]0  I^io  äafiere  Multiplikation. 

welche  wir  als  die  Grundformel  der  äußeren  Multiplikation  be- 
zeichnen wollen,  da  sie  die  besondere  EigentOmlichkeit  des  äußeren  Pro- 
duktes im  Gegensatz  zum  algebraischen  besonders  scharf  hervortreten  läßt. 
Sie  zeigt  nämlich,  daß  das  äußere  Produkt  nicht  nur  verschwindet,  wenn 
ein  Faktor  null  ist,  sondern  auch,  wenn  seine  beiden  Faktoren  einander 
gleich  werden.  Ja  es  verschwindet  sogar  schon,  wenn  die  Punkte  seiner 
beiden  Faktoren  nur  miteinander  in  einen  Punkt  zusammenfallen;  denn  nach 
der  ersten  Formel  (5)  wird  auch 

(7)  [a  ■  na]  =  0, 

falls  n  eine  Zahl  bedeutet;  und  umgekehrt  verschwindet  das  Produkt  [ab] 
zweier  im  Endlichen  liegenden  Punkte  a  und  b  mit  Rücksicht  auf  seine 
Bedeutung^auch  nur  dann,  wenn  diese  beiden  Punkte  in  einen  Punkt  zu- 
sammenfallen. Denn  der  Sonderfall,  wo  bereits  einer  von  den  Faktoren 
verschwindet,  kann  unter  den  Hauptfall  subsumiert  werden,  da  nach 
Seite  7  die  Zahlgröße  0  mit  jedem  beliebigen  im  Endlichen  liegenden  Punkte 
von  der  Masse  0  identifiziert  werden  kann,  so  daß  also  ein  Faktor  0  ins- 
besondere auch  als  ein  mit  dem  anderen  Faktor  zusammenfallender  Punkt 
angesehen  werden  darf.     Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  6:  Das  äußere  Produkt  zweier  im  Endlichen  liegenden 
Punkte  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  beide  Punkte 
in  einen  und  denselben  Punkt  zusammenfallen. 

Die  Gleichung  (6)  verdient  den  Namen  einer  Grund formel  der 
äußeren  Multiplikation  um  so  mehr,  als  sich  aus  ihr  noch  eine  weitere 
wichtige  Eigenschaft  des  äußeren  Produktes  ableiten  läßt,  durch  welche 
dieses  ebenfalls  von  dem  algebraischen  Produkte  geschieden  wird.  Er- 
setzt man  nämlich  in  der  Grundformel  (6)  den  Punkt  n  durch  die  Summe 
zweier  Punkte  b  und  c,  so  erhält  man  die  Gleichung 

[(6  +  c)(6  +  c)]~0. 

Diese  aber  verwandelt  sich,  wenn  man  unter  Wahrung  der  Faktoren- 
folge ausmultipliziert  und  zugleich  beachtet,  daß  wegen  (6)  die  Pro- 
dukte [bb]  und  [cc]  verschwinden,  in 

[eh]  -f  [6  c]  —  0     oder  in 

(8)  [eb]  -  -  [bc], 
worin  der  Satz  liegt: 

Satz  7:  Ein  äußeres  Produkt  ändert  sein  Zeichen,  wenn  man 
seine  beiden  Faktoren  miteinander  vertauscht, 
oder  geometrisch  ausgedrückt: 

Bei  Umkehrung  seines  Sinnes  nimmt  ein  Stab  den  ent- 
gegengesetzten Wert  an. 


Absohniti  2,  Gleichung  (7)  bis  (10).     Satz  6  bii  8.  H 

Die  Formeln  (2)  bis  (8)  zeigen  bereite  eine  vollkommene  Analogie  zwischen 
den  Gesetzen  der  änßeren  Multiplikation  und  denen  der  Determinanten. 
Diese  Analogie  wird  noch  yervollständigt,  wenn  man  beachtet^  daß  wegen 
<ler  I  )istributivitat  der  äußeren  Multiplikation  auch 

(9)  [a(b-{-na)\^[ab] 

ist,  worin  der  Satz  liegt: 

Satz  8:  Ein  äußeres  Produkt  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn 
man  einen  Faktor  um  ein  Vielfaches  des  anderen  yermehrt. 

Da  die  soeben  betrachtete  Veränderung  eines  Faktors  des  äußeren 
Produktes  für  dessen  Umwandlung  und  geometrische  Deutung  von  hervor- 
ragender Wichtigkeit  ist,  woUen  wir  sie  mit  einem  besonderen  Namen 
belegen  und  diese  Benennung  sogleich  auch  auf  Produkte  von  mehr  als 
zwei  Faktoren  ausdehnen.  Sobald  nämlich  ein  Faktor  eines  Produktes 
um  beliebige  Vielfache  der  anderen  Faktoren  vermehrt  wird,  wollen  wir 
sagen,  es  sei  jener  Faktor  einer  „linealen  Änderung"  unterworfen. 
Der  Grund  für  diese  Bezeichnung  springt  in  dem  vorliegenden  Beispiel 
sofort  in  die  Augen,  denn  alle  Punkte  6  -f  na,  welche  sich  aus  dem 
Faktor  h  durch  lineale  Änderung  ableiten  lassen,  liegen  auf  der  nämlichen 
Geraden  ah.  Bei  Einführung  dieser  neuen  Benennung  läßt  sich  dann  der 
Satz  8  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Satz  8  (zweite  Fassung):  Das  äußere  Produkt  zweier  Punkte 
verhält  sich  invariant  gegenüber  linealen  Änderungen  seiner 
Faktoren. 

Der  Zusammenhang  zwischen  Stab  und  Strecke.  Aus  der  Gleichung  (9) 
entspringt  noch  eine  besonders  wichtige  Spezialformel,  wenn  man  dem 
Zahlfaktor  n  den  besonderen  Wert  —  1  verleiht;  dadurch  nämlich  geht 
sie  über  in  die  Formel 

(10)  [a(b-a)]-[abl 

welche  den  analytischen  Zusammenhang  zwischen  der  Strecke  b  —  a  und 
dem  Stabe  [ah]  zur  Anschauung  bringt,  indem  sie  zeigt,  daß  der  Stab  [ab] 
aus  „seiner  Strecke^'  h  —  a  dadurch  abgeleitet  werden  kann,  daß  man  diese 
mit  dem  Anfangspunkt  a  des  Stabes  als  erstem  Faktor  äußerlich  multi- 
pliziert (mit  a  „vor multipliziert^').  Diese  Beziehung  kann  dazu  dienen, 
den  Begriff  des  Stabes  näher  auszugestalten,  doch  muß  man  vorher  noch 
ein  wenig  auf  das  äußere  Produkt  zweier  Strecken  eingehen. 

Zunächst  bedingt  es  die  Distributivität  der  äußeren  Multiplikation, 
daß  die  Grundformel  (6)  and  die   von  ihr  abhängende  Formel  (7)  auch 
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för  Strecken  fortbestehen,  daß  also  auch  für  eine  Strecke  h  die  Gleichungen 
gelten 

(11)  [M]  =  0     und 

(12)  [h  '  Xlh]  -  0, 

welche  aussagen,  daß  das  äußere  Produkt  paraUeler  Strecken  verschwindet» 
Stellt  man  nämlich  die  Strecke  h  als  Differenz  zweier  einfachen  Punkte 
dar,  setzt  somit  etwa 

h  =  h  —  a, 

so  wird  [hh]  -  [(b  -a){b-  a)] 

=  -  [ah]-[ha] 

=  [ha]  -  [ha] 

-0, 
das  heißt,  die  Grundformel  der  äußeren  Multiplikation  gilt  auch 
für  Strecken.  Aus  der  Grundformel  aber  und  dem  distributiven  Gesetze 
folgten  alle  übrigen  Formeln  der  äußeren  Multiplikation;  also  bleiben  auch 
sie  sämtlich  bestehen,  wenn  man  anstatt  der  Punktfaktoren  Strecken  set^. 
Insbesondere  wird  für  zwei  Strecken  k  und  k  wieder 

(13)  [Ich]  =  -  [hkl 

und  ebenso  gilt  die  Formel  der  linealen  Änderung: 

(14)  [h(ki-nh]  =  [hJc]. 

Das  Gesetz  der  linealen  Änderung  bleibt  übrigens  offenbar  auch  dann 
noch  erhalten,  wenn  der  eine  Faktor  des  Produktes  ein  Punkt  und  der 
andere  eine  Strecke  ist;  so  wird,  falls  a  einen  Punkt  und  h  eine  Strecke 
bezeichnet, 

(15)  [ah]^[(a  +  nh)hl 

Diese  Formel  benutzen  wir  jetzt,  um  die  linke  Seite  der  Gleichung  (10) 
umzugestalten.     Es  wird 

[ah]  -  [a(h  -  a)]  -  [(a  +  n(6  -  a))(b  -  a)], 

oder  wenn  man  die  Bezeichnung  einführt 

*)  aj  =»  a  -f-  n  (6  -  a), 

(16)  [ah]^\a,{b-a)]. 

Hier  ist  wegen  der  Willkürlichkeit  des  Zahlkoeffizienten  n  der  Faktor  a, 
ein  ganz  beliebiger  Punkt  auf  der  durch  den  Stab  [ab]  bestimmten  Geraden, 
nämlich  derjenige  einfache  Punkt,  welcher  aus  a  durch  eine  Verschiebung 
um  das  n- fache  der  Strecke  b  —  a  entsteht.  Die  Gleichung  (16)  enthält 
daher  den  Satz: 

Satz  9:  Ein  Stab  [ah]  kann  ans  der  zugehörigen  Strecke  b  —  a 


Abschnitt  8,  Gleichung  (11)  bis  (19).    8»tz  9  and  10. 
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auch  dadurch  abgeleitet  werden,  daß  man  sie  mit  einem  be- 
liebigen einfachen  Punkt  a^  der  durch  den  Stab  [ah]  bestimmten 
Geraden  „vormultipliziert".  ^  ^ 


a, 


Flg.  9. 


Bezeichnet  man  ferner  noch  den- 
jenigen einfachen  Pimkt,  welcher  ans 
aj  durch  Verschiebung  um  die  Strecke  h  —  a  hervorgeht,  mit  b^,  setzt  also 

&i  —  «1  +  (2>  —  a), 
so  wird  ♦*)  6^  —  Oj  «=»  6  ~  fl 

und  zugleich  6i  —  6  —  Oj  —  a  (vgl.  Fig.  9). 

Führt  man  aber  den  Wert  **)  in  die  Gleichung  (16)  ein  und  be- 
rücksichtigt noch  die  Gleichung  (10),  so  erhält  man  die  Gleichung 

(17)  M- [«,(6. -«,)]  =  KM 

und  damit  den  Satz: 

Satz  10:  Das  äußere  Produkt  zweier  einfachen  Punkte  ändert 
seinen  Wert  nicht,  wenn  man  beide  Faktoren  in  der  durch  sie 
bestimmten  Linie  um  gleiche  Strecken  verschiebt;  oder  auch: 

Ein  Stab  kann  unbeschadet  seines  Wertes  in  seiner  eigenen 
Linie  beliebig  verschoben  werden. 

Die  Addition  von  Stäben  derselben  Ebene.  Es  entspricht  also  auch  in 
dieser  Hinsicht  der  Stab  vollkommen  einer  an  einem  starren  Körper  an- 
greifenden Kraft,  und  es  läßt  sich  daher  auch  die  Addition  von  Stäben, 
die  sich  schneiden,  nach  dem  Vorbilde  der  Mechanik  auf  die  Addition  von 
Stäben  mit  gemeinsamem  An- 
fangspunkt (vgl.  Satz  5)  zunick- 
führen. In  der  Tat,  sind  Ä^ 
und  A^  zwei  Stäbe,  die  sich 
in  a  schneiden,  wo  a  ein  ein- 
facher Punkt  ist,  imd  sind 
k^  und  k^  ihre  Strecken  (vgl. 
Figur  10),  so  werden  die  Stäbe 
Ai  und  A^ 

A,^[ak,-] 

ihre  Summe  A  also 

(19)  Ä~A,  +  A^-iak,]  +  [a*,]  -  [a  (*.  +  *,)], 

das  heißt:  „Die  Summe  zweier  sich  schneidenden  Stabe  ist  ein  Stab,  der 

durch  ihren  Schnittpunkt  geht,  und  dessen  Strecke  die  Summe  der  Strecken 

beider  Stäbe  ist";  oder  anders  ausgedrückt: 


(18) 
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Satz  11:  Die  Summe  zweier  sich  schneidenden  Stäbe  ist 
wieder  ein  Stab,  nämlich  die  von  ihrem  Schnittpunkt  aus- 
gehende Diagonale  des  durch  die  beiden  Stäbe  bestimmten 
Parallelogramms. 

Aber  auch  in  dem  Falle,  wo  die  beiden  zu  summierenden  Stäbe  ein- 
a  s  Of        ander    parallel    laufen,    führt    die    Addition 

Jder   sie   darstellenden   Punktprodukte  sofort 
^        zu  der   aus  der  Mechanik  bekannten  Addi- 
tion paralleler  Kräfte.     Denn  sind 


zwei  parallele  Stäbe  (vgl.  Figur  11),  so  werden  sich  ihre 
Strecken  in  der  Form  darstellen  lassen 

Flg.  u.  \f^i  =  VX^fCf 

die  Stabsumme  Ä  wird  daher 

(22)  ^  =  ^1  H-^-[ai A4]  +  [«2^2]  =  K  -"^1^]  +  K-tn2Ä:]  =  [(miai  -{-mgajjÄJ. 
Sind  hierin  nicht  gerade  die  Zahlfaktoren  tili  und  m,  entgegengesetzt 

gleich,  die  Strecken  k^  und  k^  beider  Stabe  also  nicht  gerade  gleich  lang 
und  von  entgegengesetztem  Sinne,  so  ist^^der  erste  Faktor  der  rechten  Seite 
der  mit  der  Summe  ntj  -\-  ntg  belastete  Schwerpunkt  s  der  vielfachen 
Punkte  ntja^  und  tn^a,,  das  heißt,  es  ist 

(23)  m^ai  +  ntja,  =  (m^  +  m,)s, 

folglich  wird 

Ä  =  Ai-\-  A^^  [(vXi  -h  m^)sk\ 

=.  [s  .  (nii  +  m,)*] 

=-  [«(m^Ä;  +  ntjA;)],    oder  also  nach  (21) 

(24)  Ä^A,-\-A,=^[s{k,+k,)l 

das  heißt  „Die  Summe  zweier  parallelen  Stäbe,  deren  Streckensumme  von 
Null  verschieden  ist,  ist  wieder  ein  Stab,  dessen  Strecke  die  Strecken- 
summe beider  Stäbe  ist,  und  dessen  Anfangspunkt  sich  als  Schwerpunkt 
aus  den  Anfangspunkten  der  Summandenstäbe  ergibt,  falls  man  sich  diese 
Punkte  mit  Massen  behaftet  denkt,  deren  Größe  den  Stablängen  proportional, 
und  deren  Vorzeichen  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  j^  nachdem  der  Sinn 
beider  Stäbe  übereinstimmt  oder  nichf 

Das  Stabpaar  und  das  äußere  Produkt  ßweier  Strecken:  Das  Feld.   Man 
hat  endlich  noch  den  oben  ausgeschlossenen  AufmahmefaU  zn  behandeln. 


Abschnitt  2,  Gleichung  (80)  bi«  {%%).    Sats  11  und  18.  15 

wo  die  beiden  parallelen  Stabe  gleiche  Länge,  aber  entgegengesetzten  Sinn 
haben.     Zwei  solche  Stäbe  lassen  sich  in  der  Form  darstellen 

(25)  H. --[«.*] 

(vgl  Fig.  12).    Für  ihre  Summe,  —  wir  wollen 

sie  ein  Stabpaar  nennen,  —  erhält  man  die        ^, 

Darstellung  Ftg.  it. 

(26)  ^  -  ^1  4-  4r  -  ~  [«!*]  +  [«i^J  =  K«.  -  «i)^] 
das  heißt,  man  hat  den  Satz: 

Satz  12:  Ein  Stabpaar  ist  gleich  dem  äußeren  Produkte 
zweier  Strecken,  von  denen  die  erste  vom  Anfangspunkt  des 
ersten  Stabes  zam  Anfangspunkt  des  zweiten  führt,  während 
die  zweite  Strecke  die  Strecke  des  zweiten  Stabes  ist. 

Ein  solches  Streckenprodukt  wurde  nun  zwar  oben  bereits  nach  der 
formalen  Seite  hin  untersucht,  —  wobei  sich  ergab,  daß  seine  Rechen- 
gesetze mit  denen  der  Punktprodukte  übereinstimmen  — ,  aber  es  bleibt 
noch  seine  reale  Bedeutung  zu  ermitteln.  Hierbei  kann  man  wieder  den- 
selben Weg  einschlagen  wie  oben  bei  der  Entwickelung  des  Begriffs  einer 
Strecke.     Man  setze  einstweilen  das  fragliche  Produkt 

(27)  [(a,  -  a,)fc]  =  F, 

dann    ist    das   Produkt  F  darstellbar   als  ^ 

Differenz    der    beiden    gleich    langen    und      "      -4/"^ 
nach  derselben  Seite  laufenden  Stäbe  [ajk\ 
und  [a^U]  (vgl.  Figur  13),  nämlich 

[a,*]-[a,fc]  =  F, 
und  also  nach  dem  Begriffe  der  Differenz 

V28)  [a,*]-[a,*]  +  f'. 


f      ...      /^. 


Diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  Addition  des  Streckenproduktes  JP  den 
Stab  [cTiifc],  welcher  mit  dem  ersten  Stabe  A^  des  Paares  ent- 
gegengesetzt gleich  ist,  in  dessen  zweiten  Stab  Ä^  —  [a,/;]  überführt, 
das  heißt,  daß  sie  ihn  um  ein  Parallelogramm  verschiebt,  welches  die 
Faktoren  des  Produktes  F  zu  Seiten  hat;  dabei  ist  die  Seite  des  Parallelo- 
gramms, längs  deren  verschoben  wird,  —  wir  wollen  sie  die  Leitstrecke 
der  Verschiebung  nennen  — ,  der  erste  Faktor  des  Produktes  F  und  die 
Strecke  des  verschobenen  Stabes  selbst  der  zweite  Faktor. 

Es  läßt  sich  aber  weiter  zeigen,  daß  überhaupt  jeder  beliebige  Stab  C, 
wenn  er  nur  der  durch  die  Faktoren  des  Produktes  F  bestimmten  Ebene 
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parallel  läuft*),  durch  Addition  des  Produktes  F  eine  Verschiebung  um 
ein  Parallelogramm  erfahrt^  dessen  Ghröße  und  Sinn  durch  die  Faktoren 
des  Produktes  I  festgelegt  wird. 

Zunächst  behandeln  wir  als  zweiten  Sonderfall  den  Fall,  wo  der 
Stab  G  wenigstens  noch  seiner  Richtung  nach  mit  dem  zweiten  Faktor^ 
des  Streckenproduktes 

(29)  F  —  [ÄÄ]     übereinstimmt,  wo  also 

(30)  C  «  [a  •  xili]  ist;  dann  wird  die  gesuchte  Summe 


(31) 


=-  [a  •  xik]  -{-\-h  '  nkj ,     oder  also 
C-\-F''[[a+lh)-nk]- 


Die  Strecke  nk  des  Stabes  C  hat  somit  bei   seiner  Vermehrung  um 
das  Produkt  F  keine  Veriinderung  erfahren  ^   aber   der  Stab   ist   um   ein 

Parallelogramm   verschoben,   welches  die  Strecke   -h  zur  Leitstrecke  hat 


(vgl.  Figur  14; 


Während  also  die  Strecke  des  verschobenen  Stabes  das 

n-fache  vom  zweiten 
^  Faktor   des  Produk- 

tes F  ist,  bildet  die 
Leitstrecke  der  Ver- 
schiebung den  n-ten 

Teil  des  ersten 
Faktors.  Das  Ver- 
schiebungsparallelo- 
gramm stimmt  daher 
wieder  mit  dem  Pa- 
rallelogramm hj  k 
nach  Größe,  Sinn  und 
Fig.  14.  StellungseinerEbene 

überein. 
Ist  endlich  der  Stab  C,  welcher  um  das  Streckenprodukt  F»  [hk] 
rennehrt  werden  soll,  nur  noch  an  die  Bedingung  geknüpft,   daß  er  der 
Ebene  des  Parallelogramms  h,  k  parallel  läuft,  so  zerlege  man  ihn 


1)  Der  Fall,  wo  auch  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  kann  hier  aasgeteU« 
bleiben,  da  die  Uniersachong  schließlich  doch  auf  Figuren  einer  Ebene  beachiftnkt 
werden  wird,  und  die  Betrachtung  des  Räumlichen  nur  lo  weit  durohgefQhrt  werden 
■oll,  wie  es  xnr  Klarlegung  der  auch  ftlr  die  Ebene  wichtigen  Omndbegriflfe  nötig 
erscheint. 


Abschnitt  2,  Gleichung  (29)  bis  (88). 


17 


n«.  16. 


in  zwei  Komponenten  C\  und  Cj,  welche  mit  den  Faktoren  h  und  k  des 
Produktes  F  gleiche  Richtung  haben  (vgl.  Fig.  15).     Dann  wird 

(32)  c'-f  i*^-  c,  -j.  c;  +  /  -  Ci  -f  (C,  +  f). 

Hier  entspricht  die  Summe  in  der  Klammer  genau  dem  oben  betrach- 
teten zweiten  Sonder-  . 

fall;  denn  der  Stab  (\  , ^ >, 

hat  die  Richtung  des 
zweiten  Faktors  k.  Er 
erfährt  also  durch  Hin- 
zufQgung  des  Produk- 
tes V  eine  Verschie- 
bung in  der  Richtung 
des  ersten  Faktors  /i, 
und  zwar  um  ein  Pa- 
rallelogramm,  welches 
nach  Größe,  Sinn  und 
Stellung  seiner  Ebene 
mit  dem  Parallelogramm  h,  k  übereinstimmt.  Es  kann  aber  andererseits  auch 
der  Stab  Ci  unbeschadet  seines  Wertes  nach  demselben  Anfangs- 
punkt verschoben  werden;  er  verschmilzt  daher  mit  dem  Summenstabe 
C^-\-  F  zu  einem  Gesamtstabe  D  =  C  -\-  F,  welcher  selbst  gegen  C  um 
ein  Parallelogramm  verschoben  ist^  das  mit  dem  Parallelogramm  hy  k 
gleichen  Flächeninhalt,  gleichen  Sinn  und  gleiche  Stellung  hat,  während 
es  freilich  in  seiner  Gestalt  von  ihm  durchaus  verschieden  ist. 

Nennen  wir  daher  einen  Flächenraum,  an  welchem  seine  Größe,  sein 
Sinn  und  die  Stellung  seiner  Ebene,  nicht  aber  die  Form  und  Lage  fest- 
gehalten wird,  nach  dem  Vorgange  von  Mehmke  ein  „Feld",  so  können 
wir  sagen:  In  sämtlichen  oben  betrachteten  Fällen  wird  das  Produkt 
F'^lhk^  geometrisch  charakterisiert  durch  das  Feld,  welches  mit  dem 
Parallelogramm  A,  k  gleiche  Größe,  gleichen  Sinn  und  gleiche  Stellung 
hat;  und  wir  verstehen  daher  unter  dem  Produkte  zweier 
Strecken  h  und  k  geradezu  das  durch  sie  bestimmte  Feld. 

Durch  diese  Festsetzung  gewinnt  das  Zeichen  F  eine  neue  Bedeutung: 
Es  ist  nunmehr  nicht  nur  eine  Abkürzung  für  das  Produkt  [hkjy  sondern 
zugleich  das  Zeichen  für  die  soeben  neu  definierte  Größe,  die  wir  als  Feld 
bezeichnet  haben;  und  das  Ergebnis  unserer  obigen  Untersuchung  läßt 
sich  daher,  falls  man  noch  die  Gleichung  D  ^  C  -\-  F  nach  F  auflöst,  sie 
also  in  der  Form  schreibt 

(33)  D-C^F, 
in  den  Satz  zusammenfassen: 

OraAmann,  Projcktiri'  Ueometrie  d.  Kbenc.    L  f 
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Satz  13:  Die  Differenz  D—C  zweier  Stäbe  von  gleicher 
Länge,  gleicher  Richtung  und  gleichem  Sinne  ist  ein  Feld  F, 
dessen  erste  Seite  vom  Anfangspunkt  des  Subtrahendus  nach 
dem  Anfangspunkt  des  Minuendus  führt,  und  dessen  zweite 
Seite  die  Strecke  beider  Stäbe  ist  (vgl.  Figur  16). 

":^n  Schreibt  man  ferner  die   Gleichung  (33)   wieder 

^'  in  ihrer  nach  7)  aufgelösten  Form 

7)  =.  C  +  F, 

so    liest   man    aus    ihr    mit  Rücksicht   auf  die  Figur 
16  die  Additionsvorschrift  ab: 

Vorschrift  für  die  Addition  eines  Stabes  und  eines 
Feldes:  „Um  einen   Stab   C  und  ein  Feld  F  zu   ad- 
dieren, stelle  man  das  Feld  F  in  solcher  Weise  als  Paralle- 
ng.  16.  logramm  dar,  daß  seine  zweite  Seite  mit  dem  zu  ver- 

mehrenden Stabe  „streckengleich"  wird,  das  soll  heißen,  gleiche  Länge, 
gleiche  Richtung  und  gleichen  Sinn  erhält.  Verschiebt  man  sodann  das 
Parallelogramm  F  sich  selber  parallel  so  weit,  bis  der  Anfangspunkt  seiner 
ersten  Seite  mit  dem  Anfangspunkt  des  Stabes  C  zusammenfällt,  so  wird 
der  durch  die  zweite  Seite  von  F  dargestellte  Stab  der  gesuchte  Summen- 
stab D." 

Auch  lassen  jetzt  die  bereits  oben  für  das  Streckenprodukt  ent- 
wickelten Formeln  eine  geometrische  Erhärtung  zu.  Der  durch  die  obigen 
Formeln 

(11)  [Ä/*]-=0     und 

(12)  \}i  .  nh]  -  0 
dargestellte  Satz: 

Satz  14:  „Das  äußere  Produkt  paralleler  Strecken  ver- 
schwindet" ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  des  geometrisch  selbstverständ- 
lichen Satzes: 

„Ein  Parallelogramm,  von  welchem  zwei  anstoßende  Seiten  in  dieselbe 
gerade  Linie  fallen,  hat  den  Flächeninhalt  Null." 

Die  Vertauschungsformel 
(18)  \hK\  =  -  \hh]    enthält  den  Satz: 

„Beim     Wechsel 

seines    Sinnes   ändert 

ein  Feld  sein  Zeichen" 

(vgl.  Figur  17),  wäh- 

^  Ä«.  II.  ^^^   ^^   Formel  der 

linealen  Änderung 
(14)  \h{k  +  nh)]  -  [Kk]    den  Satz  darstellt: 


^  k 

/           M          Ik             4           M 
L ^ U  L 


Abschnitt  2,  Gleichung  (84)  bis  (88).    8fttz  18  und  14. 
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„Parallelogramme  y    welche    zwischen   Parallelen   liegen    und    gleiche 
Grundlinie  haben,  sind  einander  gleich^'  (vgl.  Figur  18). 

Das    allgemeine    distributive    Gesetz 
endlich 

(34)  [(g  +  h)k]  -  \yk\  +  [hk] 

findet,  falls  die  drei  Strecken  g,  h  und  k 
derselben  Ebene  angehören  sollten,  seine 
Bestätigung   durch   eine   zweimalige   An- 
wendung des  eben  genannten  Sat- 
zes (vgl.  Figur  19);  ist  hingegen 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  be- 
sitzen also  die  Felder  [yk]  und  [hk] 
Terschiedene   Stellung,    so    kann 
die  Formel  (34)  als  Definitions- 
gleichung   ihrer   Summe    dienen 
(vgl  Figur  20). 

Das  äußere  Produkt  dreier 
FunkU:  Das  Blatt.  Das  äußere 
Produkt  dreier  Punktfak- 
toren läßt  sich  durch  die  For- 
derung definieren  es  solle  außer 
dem  distributiven  Gesetze 

(35)  [a6(c-f-d)]-[a6c]-h[aft<^l 
auch  noch  das  assoziative  Gesetz 

(36)  [a(6c)]  -  [a6c] 

gelten.  Mit  Hülfe  dieses  Gesetzes  und  der  Vertauschungsformel  für  zwei- 
faktorige  Produkte  läßt  sich  dann  leicht  zeigen,  daß  die  Gleichung  (35) 
auch  erhalten  bleibt,  wenn  man  den  Summenfaktor  an  die  zweite  oder 
erste  Stelle  treten  läßt,  daß  also  auch  die  Formeln  bestehen 


(37) 


[a{c  4-  (i)h]  -  \ach]  -f  [adh] 
{{c  -f  d)ah'\  -  [cah]  -f-  [dab\ 


Femer  folgt  durch  dieselbe  Schlußweise  wie  auf  Seite  8  die  Gültigkeit 
der  entsprechenden  Differenzformeln 


(38) 


[ah(c-d)]^\ahc\-[ahd] 
[a{c-d)h^''[aeh\-[adh] 
[(c-rf)afe]-[ca6]-[rfa6J; 
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auch  ergeben  sich  ebenso  wie  dort  die  Formeln 

([a60]-0 
(39)  [a06]-0 

l[0fl6]  =  0      und 

([ah(nc)]  =  n[a6c] 
[a{nc)h]  =»  n[acU] 
[(nc)afe]  =- n[ca6]. 

Aus  der  Grundformel  (6)  der  äußeren  Multiplikation  femer  ent- 
springen unter  Berücksichtigung  der  Formeln  (4),  (36)  und  (8)  ganz  ent- 
sprechende Grundformeln  für  dreifaktorige  Produkte,  nämlich  die  Formeln 

i[ad(f]'~0 
(41)  Uehe]  -0 

\\ffc]  -0, 

welche  aussagen,  daß  auch  ein  dreifaktoriges  Punktprodukt  verschwindet, 
sobald  zwei  Faktoren  einander  gleich  werden.  Und  diese  Formeln  bilden 
dann  wieder  den  Ausgangspunkt  für  die  dem  äußeren  Produkte  von 
drei  Faktoren  im  Gegensatz  zum  algebraischen  Produkte  eigentümlichen 
Gesetze. 

Zunächst  erhält  man  wieder,  wenn  man  die  gleichen  Faktoren  durch 
je  eine  Summe  ersetzt,  also  etwa  für  d,  e,  f  die  Werte  einführt 

d  '=-h  -{-  c,     e  =  c-|-a,     f  =  a  -\-  h 

und  dann  das  distributive  Gesetz  anwendet,  die  Vertauschnngsformeln  des 
dreifaktorigen  Produktes : 

iLac6J  =  —  [abc\ 
[cha]  =  -  [ahc] 
[bac\  =•  —  [a^c],     welche  aussagen: 

Satz  15:  Ein  äußeres  Produkt  von  drei  Faktoren  ändert  sein 
Zeichen,  wenn  man  irgend  zwei  Faktoren  miteinander  ver- 
tauscht. 

Hieraus  aber  folgt  weiter: 

„Der  Wert  eines  dreifaktorigen  äußeren  Produktes  bleibt  unverändert, 
wenn  man  den  ersten  oder  den  letzten  Faktor  über  die  beiden  anderen 
Faktoren  hinwegsetzt." 

Zwischen  den  sechs  Produkten,  welche  durch  verschiedene  Anordnung 
der  drei  Faktoren  eines  äußeren  Produkte«  hervorgehen,  bestehen  daher 
die  Beziehungen 


/43A                          I  [a6c]-      [bca]- 

^     ^  \ [ach]  -  -  [hac]  - 


[cab] 
[cbal 


Abschnitt  8,  Gleichnnf?  (89)  bis  (46).    Säte  16  und  16.  21 

Ferner  aber  findet  auch  die  Formel  der  linealen  Änderung  (Nr.  9) 
ihr  Analogen,  denn  es  wird  wegen  (41) 

(44)  [abc]  -  [ab(c  -f  ma  +  n6)], 

und  entsprechende  Veränderungen  gestatten  auch  die  beiden  ersten  Fak- 
toren des  Produktes  [abc],  das  heißt,  es  gilt  der  Satz: 

Satz  16:  Ein  dreifaktoriges  äußeres  Produkt  ändert  seinen 
Wert  nicht;  wenn  man  einen  Faktor  um  beliebige  Vielfache  der 
beiden  anderen  vermehrt,  oder: 

Ein  dreifaktoriges  äußeres  Produkt  verhält  sich  invariant 
gegenüber  jeder  linealen  Änderung  seiner  Faktoren. 

Von  besonderem  Interesse  ist  diejenige  spezielle  lineale  Ände- 
rung, welche  man  erhält,  wenn  man  m  =  —  n  annimmt,  wodurch  die 
Formel  (44)  übergeht  in 

(45)  [abc]  =  [ab(c  -\- n(b  -  a))]. 

Eine  solche  spezielle  lineare  Änderung  ist  dadurch  uusgezeichnet,  daß  sie, 
falls  die  Faktoren  des  Produktes  einfache  Punkte  sind^  deren  Masse 
unverändert  läßt  und  nur  eine  Verschiebung  dieser  Punkte  hervorruft. 

Die  Formel  der  speziellen  linealen  Änderung  leitet  schon  hinüber  zu 
dem  realen  Begriff  des  dreifaktorigen  äußeren  Produktes.  Stellt 
man  sich  nämlich  die  Aufgabe,  das  Produkt  dreier  einfachen  Punkte  geome- 
trisch zu  deuten,  das  heißt,  eine  geometrische  Größe  anzugeben,  welche 
invariant  bleibt  bei  allen  Faktorenänderungen,  die  das  Produkt  ge- 
stattet, so  zeigt  die  Formel  (45)  bereits  eine  höchst  charakteristische 
Eigenschaft  dieser  geometrischen  Größe.  Sind  nämlich  a,  6,  c  drei  ein- 
fache Punkte  und 

(46)  ö  =  [abc] 

ihr  äußeres  Produkt,  so  kann  man  zufolge  der  Gleichung  (45),  ohne  den 
Wert  des  Produktes  d  zu  ändern,  seinen  dritten  Faktor  c  durch  den  Punkt 

c,  =  c  -h  n(6  —  a) 

ersetzen,  das  heißt  durch  denjenigen  ^  cc^nib-a) 

einfachen  Punkt  q ,  welcher  aus  c 
durch  eine  Verschiebung  um  das 
n-fache  der  Strecke  b  —  a  hervor- 
geht.   Man  hat  also  den  Satz: 

„Das  äußere  I^odukt  dreier 
einfachen  Punkte  ändert  seinen 
Wert  nicht,  wenn  man  den  dritten 
Punkt  parallel  zur  Verbindungs- 
linie der  beiden  ersten  verschiebt."         "  «§. ». 
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Diese  Eigenschaft  kommt  zum  Beispiel  der  Flache  des  Parallelogramms 
zu,  welches  die  Linien  ah  und  hc  zu  Seiten  hat  (vgl.  Figur  21). *j 


c^^c^nib-a) 


Unterwirft  man 
jetzt  auch  den  zweiten 
Faktor  des  so  umge- 
wandelten Produkte« 
einer  solchen  spe- 
ziellen linealen  Än- 
derung^, so  erhält  man 


\'h^^(e^.a) 


Fig.  SS. 


d  =  [abc]  —  [abc^] 


wo  wieder  die  Abkürzung  eingeführt  ist 

^i  ==fe  +  p(Ci-a). 

Dann  stimmt  auch  hier  wiederum  das  mit  dem  neuen  Produkte  [ö^iCj] 
verknüpft»  Parallelogramm  ab^jb^c^  mit  dem  Parallelogramm  ab,bc  nach 
Große  und  Sinn  überein  (vgl.  Figur  22). 

Durch  wiederholte  Anwendung  spezieller  linealer  Änderungen  auf  die 
beiden  letzten  Faktoren  kann  man  aber  aus  dem  Parallelogramm  ab,  bc 
überhaupt  jedes  Parallelogramm  herstellen,  welches  die  Ecke  a  enthält, 
in  der  Ebene  abc  liegt  und  mit  dem  Parallelogramm  ab,  bc  die  Größe 
und  den  Sinn  gemein  hat.  Aber  auch  der  bisher  festgehaltene  Eckpunkt  a 
läßt  sich  noch  ganz  beliebig  innerhalb  der  Ebene  abc  variieren;  denn  man 
kann  in  dem  Produkte  [atjC,]  auch  noch  den  ersten  Faktor  a  in  ganz 
entsprechender  Weise  verändern.    Man  erhält  dann 

d  -  [abc]  -  [atjcj  »  \{a  -f  q(b,  -  c,))b,c,]  -  [a^b.c^], 

wo  wieder 

a,  =  a-fq(6i -Ci) 

gesetzt  ist.  Hier  ist  dann  in  der  Tat  der  neue  Eckpimkt  a^  ein  ganz 
beliebiger  Punkt  der  Ebene  abc^  denn  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Zahl- 
faktoren n  und  p  ist  die  Richtung  der  Strecke  b^  —  Cj,  das  heißt  die  Ver- 
schiebungsrichtung des  Punkts  a  innerhalb  der  Ebene  abc  vollkommen 
willkürlich  und  wegen  der  Willkürlichkeit  von  q  auch  die  Größe  seiner 
Verschiebung;  zugleich  bleibt  wiederum  die  Größe  und  der  Sinn  des  Parallelo- 
gramms der  drei  Punkte  unverändert.  Hat  man  so  den  Anfangspunkt  a  des 
Parallelogramms  nach  einem  beliebigen  Punkt  der  Ebene  abc  verlegt,  so 
kann  man  schließlich  wieder  durch  lineale  Änderung  der  beiden  letzten 
Faktoren  dem  Parallelogramm  jede  beliebige  Form  verleihen. 


1)  Waratn  hier  dat  Parallelogramm  bevorzugt  wird,  und  nicht  da«  Dreieck  abc^ 
weichet  dieselbe  Eigenichaft  beiitst,  findet  seine  Erklärung  weiter  unten. 


Abechnitt  2,  Gleichung  (47).  25 

Die  gesuchte  geometrische  Große,  die  durch  das  Produkt  d  —  [abe] 
dargestellt  wird,  ist  also  ein  Paralielogramm,  welches  mit  dem  Parallelo- 
gramm ahf  hc  nach  Größe,  Sinn  und  Lage  seiner  Ehene  übereinstimmt, 
welches  aber  innerhalb  dieser  Ebene  seine  Lage  und  Form  beliebig  ver- 
ändern kann.  Ein  solches  ParaUelogramm  müssen  wir  zum  unterschiede 
von  dem  Felde,  an  welchem  nur  die  Stellung  seiner  Ebene,  nicht  aber 
diese  Ebene  selbst  festgehalten  wurde,  mit  einem  besonderen  Namen  belegen, 
wir  wollen  es  ein  „Bl&tt''^)  nennen  und  verstehen  dann  also  unter  dem 
Produkte  6  =»  [ahc]  geradezu  das  durch  die  drei  Punkte  a,  b,  c  bestimmte 
Blatt,  das  heißt  ein  Parallelogramm  von  beliebiger  Form,  welches  mit  dem 
Parallelogramm  ab,  hc  nach  Größe  und  Sinn  übereinstimmt  und  in  der 
Ebene  der  drei  Punkte  a,  6,  c,  aber  auch 
nur  in  dieser,  verschiebbar  ist. 

Zu  dem  durch  die  drei  Punkte  n,  ft,  r 
bestimmten  Felde  [{b  —  a) (c—  &)],  oder  dem 
eleioh  großen  Felde  [{b  —  a){c  —  a)]  (vgl. 
!•  igur  23)  steht  das  Blatt  [abc]  geometrisch 
in  derselben  Beziehung  wie  der  Stab  [ab]  zur 
Strecke  h  —  a.  Denn  während  die  Strecke  h  —  a  parallel  zu  sich  beliebig 
verschoben  werden  kann,  gestattet  der  Stab  [ah]  nur  noch  eine  Verlegung 
in  seiner  eigenen  Linie,  und,  während  das  Feld  [{b  —  a)(c  —  a)]  aus  seiner 
Ebene  parallel  zu  sich  beliebig  verlegt  werden  darf,  bleibt  das  Blatt  [abc] 
an  seine  Ebene  gefesselt.  Aber  auch  analytisch  findet  sich  zwischen  Blatt 
und  Feld  derselbe  Zusammenhang  wie  zwischen  Stab  und  Strecke;  denn 
es  wird  nach  dem  Satze  von  der  linealen  Änderung 
[a(b  —  a){c  —  a)]-='[ahc]  und 
(47 j  [{a  -h  m(6  —  a)  -\-  n(c  —  a))(b  —  a){c  —  a)]  =-  [abc], 

das  heißt,  das  Blatt  [ahc]  läßt  sich  aus  dem  zugehörigen  Felde  f(V>  —  a)(c*—;'a)| 
dadurch  ableiten,  daß  man  dieses  mit  einem  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
des  Blattes  [abc]  äußerlich  vormultipliziert  (oder  auch  nachmultipliziert, 
vgl.  Seite  20),  was  der  obigen  Beziehung  zwischen  Stab  und  Strecke  genau 
entspricht. 

Dieser  Zusammenhang  zwischen  Blatt  und  Feld  enthält  zugleich  den 
Grund  dafür,  daß  oben  bei  der  Einführung  des  Produktes  dreier  einfachen 
Punkte  a^bjC  ab  sein  geometrisches  Abbild  nicht  das  durch  sie  bestimmte 

1)  Mein  Vater  benutxt  den  Ausdruck  „Flächenteil",  H.  Hanke  1  die  BexeichDimg 
,,Kl)encn8tück*'.  Der  im  Jahre  1894  von  mir  vorgeschlagene  Aosdnick  „Blatt**  ist 
inzwischen  von  E.  Müller,  Anton  Grünwald  und  E.  Jahnke  angenommen  worden. 
(Vgl.  außer  den  auf  S.  7  und  8  zitierten  Schriften:  E.  Maller,  Die  Geometrie  orien- 
tierter Kugeln  nach  Gr  aß  mann  sehen  Methoden,  Monatshefte  Hlr  Mathematik  und 
Physik.     IX.  Jahrgang.     Wien,  1898.     S.  271.) 
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Dreieck  ahc,  sondern  das  Parallelogramm  ahyhc  gewählt  wurde.  Hätte 
man  nämlich  damals  das  Dreieck  ahc  bevorzugt,  so  würde  die  Multipli- 
kation eines  Feldes  mit  einem  einfachen  Punkt  eine  andere  Bedeutung 
gewonnen  haben;  sie  würde  nicht  nur  eine  Fesselung  des  Feldes  an  die 
durch  seine  Stellung  und  jenen  Punkt  bestimmte  Ebene  bewirkt,  sondern 
zugleich  noch  seine  Größe  auf  die  Hälfte  herabgedrückt  haben,  was  un- 
nötig verwickelt  erscheint. 

Durch  die  gewonnene  geometrische  Deutung  des  dreifaktorigen  Pro- 
duktes erhalten  endlich  auch  die  oben  für  das  dreifaktorige  Produkt  ent- 
wickelten Formeln  einen  geometrischen  Sinn.  Die  Formel  der  Distributiviiät: 

(35)  [ah{c  -f  d)]  =  [ahc]  -f  [abd] 

nimmt,    wenn   man   wieder  wie 


oben  c  -\-  d 
stalt  an 


2w  setzt,  die  Ge- 


n«.  M. 


2[ahm]  =  \ahc]  +  [abd] 

und  läßt  sich  in  dieser  Form, 
falls  die  vier  Punkte  a,byCyd 
einer  Ebene  angehören,  sofort 
geometrisch  erhärten  (vgl.  Fi- 
gur 24  und  oben  Figur  19). 
Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt, 
so  gibt  die  Formel  die  Erklärung 
für  die  Summe  zweier  Blätter, 
deren  Ebenen  sich  schneiden. 


Die  Formel  der  Assoziativität 

(36)  [aibcj]  =  [abc] 

liefert  zusammen  mit  den  Formeln  (43)  für  die  Verstellbarkeit  der  Fak- 
toren eines  dreifaktorigen  Produktes  die  Vertauschungsformel  für  das 
Produkt  aus  Punkt  und  Stab.  Denn  ist  a  ein  Punkt  und  B  =»  \hc\  ein 
Stab,  so  wird 

[aE]  -  [a{bc)]  -  [ahc]  =  [bca]  -  [{boyi]  =  [Bd\, 
das  heißt,  es  ergibt  sich  die  Formel 
(48)  [aB\  -  [Ba] 

und  damit  der  Satz: 

Satz  17:    Die   Faktoren   eines   äußeren  Produktes   aus  Punkt 
und  Stab  sind  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Durch  Verknüpfung  der  Formeln  für  die  Verstellbarkeit  eines  Zahl- 
faktors  bei  zwei-  und  dreifaktorigen  Produkten  beweist  mau  femer  unter 


Abschnitt  2,  Gleichung  (48)  bis  (64).     Satz  17  bis  19.  25 

gleichzeitiger  Benutzung   von  (36)   did    entsprechenden  Formeln  für  Pro- 
dukte aus  Punkt  und  Stah,  nämlich  die  Formeln 
^^Q^  I [a  .  n^J  -  n[aB]  j  [na  •  ^1  =  n[aB] 

^*^^  \[nB-a]^n[Ba].         \[B   na]  =- n[Ba]. 

In  der  Tat  wird,  wenn  man  wieder  B  ^[bc]  setzt, 

[a  .  nE]  -  [a  •  n(hc)]  -  [a{nh  •  c)]  -  [a{nh)c]  -  n[ahc]  -  n[a(bc)]  -  n[a7;]. 

Die  zweite  Formel  laßt  sich  mit  Hülfe  von  (48)  aus  der  eben  bewiesenen 
ableiten.  Die  beiden  letzten  Formeln  ergeben  sich  ohne  weiteres  aus  (40), 
und  zwar  die  dritte  wieder  unter  Benutzung  von  (36). 

Die   aus  den  Grundformeln  (41)  entsprin-                          ,  . 

gende  Formel  Z • • 

(50)  [a5(^a  +  q6)]-.0,  ^»  "' 

nach  welcher  das  äußere  Produkt  dreier  in  gerader  Linie  lie- 
genden Punkte  verschwindet  (vgl.  Figur  25),  drückt  wieder,  wie 
oben  die  Streckenformel  (12),  die  geometrisch  selbstverständliche  Tatsache 
aus,  daß  ein  Parallelogramm,  von  welchem  drei  Ecken  in  dieselbe  gerade 
Linie  fallen,  den  Flächeninhalt  Null  besitzt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  geometrische  Bedeutung  des  Produktes  \ahc\ 
kann  man  dieses  Ergebnis  übrigens  sofort  verallgemeinern;  denn  man 
folgert  ans  ihr,  daß  die  Gleichung 

(51)  [ahc]  =  0 

eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  darstellt,  daß  die  drei 
Punkte  a,  6,  c  der  nämlichen  Geraden  angehören,  und  hat  also  den  Satz: 

Satz  18:  Das  äußere  Produkt  \ahc\  dreier  Punkte  a,h,c  ver- 
schwindet dann  und  nur  dann,  wenn  die  drei  Punkte  einer  und 
derselben  geraden  Linie  angehören. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (51)  noch 

(52)  [ab]  =  C,  c      ^  c 

— ^— ^— ^1^-  • 

SO  verwandelt  sie  sich  in  die  Gleichung  ^^  ^^ 

(63)  [Cc]  =  0, 

welche  aussagt  (vgl.  Figur  2Q): 

Satz  19:  Das  äußere  Produkt  aus  einem  Stabe  und  einem 
Punkt  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Gerade  des 
Stabes  durch  den  Punkt  hindurchgeht. 

Übrigens  kann   hier  der  Punkt  c  auch  durch  eine  Strecke  vertreten 
werden,   welche   die  Richtung  des  Stabes  bat.     Denn  wählt  man  in  (50) 
p  ==  —  q ,  so  erhält  man  die  Spezialformel 
(54)  [a6q(6-a)]-0, 


^B  Progressive  and  regressiye  MnltipUkation.     Da«  planimetzische  Prodakt. 

für  die  man,  wenn  man  noch 

(55)  (\(b  —  a)  '^  Je      setzt,   auch  schreiben   kann 

{56)  [Ck]  =  0,       das  heißt: 

Satz  20:  Das  äußere  Produkt  aus  einem  Stabe  und  einer 
Strecke  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Strecke  die 
Richtung  des  Stabes  hat. 

Endlich    kann    man   in    der  Formel  (50)    auch    die   beiden  Punkte  a 
und  b  durch  Strecken  ersetzen  und  erhält  dann  die  Formel 
(57)  [^Ä(P^  +  qÄ)]  =  0. 

Sind  in  ihr  g  und  h  zwei  ganz  beliebige  Strecken,  so  stellt  die  Summe 
pg  -h  pÄ  eine  dritte  Strecke  dar,  welche  der  durch  g  und  h  bestimmten 
Ebene  parallel  läuft,  im  übrigen  aber  ganz  willkürlich  ist.  Die  Formel 
(57)  enthält  daher  den  Satz: 

Satz  21:  Das  äußere  Produkt  dreier  Strecken,  welche  der- 
selben Ebene  parallel  laufen,  ist  null. 

Abschnitt  3. 

Progressive  nnd  regressive  Multiplikation.     Das  planimetrische  Prodakt 

Beschränkung  auf  die  Ebene.  Die  Blatteinheit  und  die  FeldeinheU. 
Beschränkt  man  die  Untersuchung,  wie  es  im  folgenden  geschehen  soll, 
Äuf  Figuren  einer  Ebene,  so  verschwindet  die  geometrische  Verschieden- 
heit zwischen  Feld  und  Blatt,  und  beide  Größen  bleiben  nur  noch  formal 
verschieden.  Diese  Beschränkung  führt  dann  zugleich  eine  wesentliche 
Vereinfachung  in  der  analytischen  Auffassung  des  Blattes  herbei,  welche 
dieses  zum  Stabe  und  zur  Strecke  in  einen  gewissen  Gegensatz  bringt. 
Während  nämlich  beispielsweise  zum  Begriff  des  Stabes  neben  der  Größe 
und  dem  Sinn  auch  noch  ein  die  Lage  in  der  Ebene  bezeichnendes  Attribut 
gehörte,  fällt  ein  solches  in  der  Geometrie  der  Ebene  bei  dem 
Blatte  fort;  denn  es  erscheinen  alle  Blätter  der  Ebene  als  gleichartige 
Größen  und  können  daher  wie  gleichbenannte  Zahlen  behandelt  werden. 
Legt  man  als  Einheit  der  Blätter  ein  beliebiges  Maß,  etwa  das  qcm,  zu- 
grunde und  weist  zugleich  dieser  Einheit  einen  bestimmten  Umlaufs- 
sinn zu  (vgl.  Figur  27),  so  läßt  sich  jedes  beliebige  Blatt  d  durch 


^    eine  unbenannte  Zahl  darstellen,  welche  angibt,  wieviele  solcher  Ein- 

^g.  t7.  heiten  das  Blatt  d  enthält,  und  welche  positiv  oder  negativ  sa 
nehmen  ist,  je  nachdem  das  Blatt  d  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem 
Sinne  umlaufen  wird  wie  die  Blatteinheit. 

Man  bezeichne  femer  drei  Ecken  des  Einheitsquadrates,  aufgefaßt  als 


Abschn.  2,  Gleich.  (65)  bis  (67);  Abschn.  3,  Gleich.  (1)  bii  (6).    Satz  20  und  21.    27 

einfache  Punkte,  mit  c^,  c^,  c^  and  gebe  ihnen  dabei  noch  eine  solche 
Anordnung,  daß  die  Stäbe  [c^c^]  nnd  [c^c^]  zwei  anstoßende  Seiten  des 
Quadrates  werden,  und  außerdem  das  Produkt 

(1)  [c,c,C8]-  +  l 

wird  (vgl.  Figur  28);  endlich  setze  man  noch  die  Strecken 

(2)  h"^-^^ 

Dann  wird 

(3)     1  »  [C,C|C,J  -  [(ci  -  c,)  (c,  -  c^)c^\  =.  [jJiC^]  -  [c,jj,]  =-  [c,   JM 

Man  hat  also  durch  die  obige  Wahl  der  Blatteinheit  zugleich  auch  über 
das  Produkt  aus  dem  einfachen  Punkte  c^  und  dem  Felde  [j,  j,]  verf&gt. 
Es  ist  aber  klar,  daß  man,  nachdem  das  Blatt  [c,  -Jij^]  =  1  gesetzt  ist, 
nicht  etwa  gleichzeitig  auch  das  mit  der  Blatteinheit  gleichgroße  Feld  [Jijj] 
der  Zahleinheit  gleich  setzen  darf.  Zwar  erscheinen  bei  der  Beschränkung 
der  Betrachtung  auf  die  Ebene  auch  die  Felder  als  gleichbenannte  Größen; 
aber  ihre  Einheit  darf  man  nicht  als  eine  bloße  Zahl  auffassen  wollen, 
da  die  Multiplikation  mit  ihr  den  Punkt  Cj  und  überhaupt  jeden  beliebigen 
Punkt  in  eine  Größe  ganz  anderer  Art,  nämlich  in  eine  Zahl,  verwandelt. 
Man  muß  daher  für  die  Einheit  der  Felder  ein  besonderes  Zeichen  ein- 
führen.    Es  sei  etwa  das  Feld 

gesetzt  und  als  die  Feldeinheit  bezeichnet     Dann  wird  für  jeden  ein- 
fachen Punkt  a  (vgl.  Satz  16): 
(5.  [aJ]  =  [^J]  =  l, 

das   heißt,  die  Multiplikation    mit  der  Feldeinheit  J  verwandelt 
jeden  einfachen  Punkt  in  die  Zahleinheit. 

Das  regressive  Produkt  zweier  Stabe.  Die  obige  Verfügung  über  die 
Blatteinheit  führt  hinüber  zu  einer  neuen  Art  der  Multiplikation.  Bei 
allen  bisher  betrachteten  Produktbildungen  war  die  Stufensumme  der 
beiden  Faktoren,  das  heißt  die  Anzahl  der  in  beiden  Faktoren  zusammen 
auftretenden  Punkt-  (oder  Strecken-)  Faktoren,  höchstens  =  3  angenommen. 
Es  bleibt  aber  noch  die  Frage  offen,  ob  sich  vielleicht  auch  dem  vier- 
oder  fünfstufigen  Produkte,  zum  Beispiel  dem  Produkte  zweier  Stäbe  oder 
dem  Produkte  eines  Blattes  und  eines  Punktes  oder  endlich  dem  Produkte 
eines  Blattes  und  eines  Stabes  ein  Sinn  unterlegen  läßt.  Versucht  man 
zunächst  das  durch  fortschreitende  Aneinanderkettung  von  vier  Punkt- 
üftktoren  gebildete  Produkt  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das  Pro- 
dukt aus  einem  Blatte  und  einem  Punkte,  auf  Grund  der  Forderung  zu 
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definieren,  daß  für  dieses  Produkt  die  Gesetze  der  äußeren  Multiplikation 
möglichst  erhalten  bleiben  sollen,  so  stößt  man  sogleich  auf  eine  Schwierig- 
keit. Nach  Analogie  der  Produkte  von  weniger  als  vier  Faktoren  würde 
man  nämlich  das  Produkt  [abc{)pa  -f  qfe  +  xc)]  gleich  Null  zu  setzen 
haben.     Indes  erscheint  dies 

erstens  für  die  weitere  Entwickelung  unserer  Methoden  wenig  forder- 
lich, da  dann  überhaupt  jedes  vierfaktorige  Produkt  verschwinden  würde, 
insofeni  sich  ja  jeder  beliebige  Punkt  d  der  Ebene  als  Vielfachensumme 
von  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  a,  6,  c,  das  heißt  in 
der  Form  j      ^      ,      t   . 

darstellen  läßt. 

Zweitens  aber  haben  wir  auch  bei  der  Begriffsbestimmung  gerade 
dieser  Art  von  vierstufigen  Produkten  gar  nicht  mehr  freie  Hand,  sondern 
sind  bereits  durch  eine  frühere  Festsetzung  gebunden.     In   dem  Produkte 

\iibc(pa  +  q6  +  xc)]  =  [ahcd]  =  \[abc]d] 
ist  nämlich  der  Entwickelung  auf  Seite  20  zufolge  der  Blattfaktor  [abc]  als 
eine  bloße  Zahl  aufzufassen.    Ist  daher  n  der  Zahlwert  des  Produktes  [abc], 
so  erscheint  es  geboten,  unter  dem  Produkte 

(6)  [abcd]  =  [[abc\d]  =  [nd] 

nichts  anderes  zu  verstehen  als  das  n-fache  des  Punktes  df,  und  man  er- 
hält daher,  wenn  man  noch  beachtet,  daß  die  Stellung  eines  Zahlfaktors 
willkürlich  ist,  die  Definitionsgleiehung 

(7)  [abcd]  =  [abcld  =  d[abc]. 

Das  durch  fortschreitendes  Aneinanderkettcn  von  vier  Ponktfaktoren 
entstehende  Produkt  ist  also  selbst  wieder  ein  Punkt,  und  es  liegt 
nahe,  diese  Beziehung  zu  veraUgemeinem  und  zum  Beispiel  auch  unter 
dem  Produkte  zweier  Stäbe  einen  Punkt,  naturgemäß  den  Schnitt- 
punkt ihrer  Geraden  zu  verstehen.  Hierbei  kann  man  dann  über 
die  Masse  des  so  als  Produkt  dargestellten  Schnittpunktes  noch  nach 
Willkür  verfiigen  und  wird  sich  dabei  am  besten  das 
Ziel  stecken,  die  Wahl  so  zu  treffen,  daß  die  Rechen - 
gesetze  für  die  neue  Art  der  Multiplikation  mög- 
lichst einfach  werden.  Dies  wird  um  so  notwendiger, 
als  für  die  neue  Produktbildung  nicht  einmal  mehr- 
das  assoziative  Gesetz  volle  Gültigkeit  hat.  In  der 
Tat  wird  keineswegs  [ab'cd]'^[abC'd]  gesetzt  werden 
dürfen;  denn  das  rechte  Produkt  bedeutet  nach  obigem 
ein  Vielfaches  des  Punktes  dy  während  das  linke  nach 
der  soeben  gegebenen  Erklärung  den  Schnittpunkt  e  der 
^fl    beiden  Stäbe  [ab]  und  [cd]  darstellen  soll  (vgl.  Figur  29). 


Absohnitt  8,  Oleichung  (6)  bii  (8).  29 

Auch  sieht  man  sofort,  daß  es  gar  nicht  möglich  ist,  das  assoziative  Ge- 
setz festzuhalten;  denn  jedenfalls  muß  das  Produkt  [ab  •  cd]  seinen  Wert 
bewahren,  wenn  man  mit  den  Punktfaktoren  a  und  bj  c  und  d  Ände- 
nmgen  vornimmt,  welche  die  Stabfaktoren  [ab]  und  [cd]  invariant  lassen, 
wenn  man  also  zum  Beispiel  die  Faktoren  c  und  d  des  zweiten  Stabes 
durch  die  Punkte  Cj  und  d^  ersetzt,  welche  aus  c  und  d  durch  Ver- 
schiebung des  Stabes  [cd]  in  seiner  eigenen  Linie  hervorgehen,  das  heißt, 
6B  muß  sicher  die  Gleichung  gelten 

[ab  '  cd]  =  [ab  •  CjrfJ. 
Wollte  man  nun   ganz  allgemein   das  assoziative  Gesetz  bestehen   lassen, 
so  würde  auch 

[ab  '  cd]  —  [abc]d  =  [abc^]d^ 

gesetzt  werden  müssen,  das  heißt,  das  Produkt  [ab  •  cd]  würde,  da  der 
Punkt  dj^  in  der  Geraden  des  Stabes  [cd]  beliebig  angenommen  werden 
kann,  jedem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  cd  gleich  werden  und  also 
unendlich  vieldeutig  sein.  Wir  müssen  daher  bei  Produkten  von  der 
Form  [ab  •  cd]  auf  das  Fortbestehen  des  assoziativen  Gesetzes  verzichten 
und  haben  demgemäß  die  Aufgabe,  wenigstens  die  übrigen  Gesetze  der 
neuen  Produktbildung  durch  passende  Wahl  der  Masse  des  Produktpunktes 
tunlichst  einfach  zu  gestalten. 

Da  sich  zwei  Stabe  einer  Ebene  wegen  ihrer  Verschiebbarkeit  in  der 
eigenen  Linie  stets  als  Produkte  darstellen  lassen,  deren  erster  Faktor  ihr 
Schnittpunkt  a  ist,  so  wird  es  vor  allem  darauf  ankommen,  ein  Produkt 
von  der  Form 

[ab  •  ac] 

zu  definieren.  Man  weiß  bereits,  daß  das  Produkt  ein  Vielfaches  des 
Punktes  a  bedeuten  soll,  und  es  erscheint  daher  am  natürlichsten,  die 
Definitionsgleichung  aufzustellen: 

(8)  [ab  ■  ac]  =  [abc]a, 

also  unter  dem  Produkte  zweier  Stäbe  ihren  Schnittpunkt  zu 
verstehen,  belastet  mit  der  Flächenzahl  desjenigen  Blattes, 
welches  die  beiden  Stäbe  bestimmen,  wenn  man  sie  nach  ihrem 
Schnittpunkte  verschiebt. 

Da  die  durch  diese  Gleichung  definierte  Art  der  Multiplikation  von 
Größen  höherer  Stufe  (Stäben)  zu  Größen  niederer  Stufe  (Punkten)  zu- 
rückführt, so  möge  sie  den  Namen  „regressive  Multiplikation"  er- 
halten, im  Gegensatz  zur  äußeren  Multiplikation,  welche  aus  Gebilden 
niederer  Stufe  (Punkten  und  Strecken)  Gebilde  höherer  Stufe  (Stäbe, 
Felder,  Blätter)  erzeugte  und  in  diesem  Sinne  auch  als  „progressive 
Multiplikation"  bezeichnet  wird. 
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Es  bleibt  aber  jetzt  noch  der  Nachweis  zu  erbringen,  daß  die  neue 
Verknüpfung  überhaupt  als  Multiplikation  aufgefaßt  werden  darf.  Dazu 
hat  man  insbesondere  zu  zeigen,  daß  die  Verknüpfung  dem  Gesetze  der 
Distributivität  unterliegt,  daß  sie  also  den  Gleichungen  genügt 

(9)  [iÄ,  +  A,)B]-[Ä,B]  +  [A,B]    und 

(10)  [B{Jk  +  A,)]  -  [BA,]  +  [BA,]. 
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Um  dies  darzutun,  setze  man  noch 

(11)  A,-^Ä,=^Ä 

(vgl.  Figur  30)  und  bezeichne  die  drei  einfachen  Punkte,  in  denen  die 
drei  Stabe  J.,  A^,  A^  von  dem  Stabe  B  geschnitten  werden,  mit  e,  c^,  c^; 
femer  die  Strecken  der  vier  Stäbe  Ay  Ä^  A^  und  B  mit  i,  ij,  t,  und  Ä% 
wo  dann  wieder 

(12)  H+H-i 

wird.  Dann  laßt  sich  die  zunächst  zu  beweisende  Gleichung  (9)  in  der 
Form  schreiben 

(13)  [äE\  -  [A,E]  +  [A,E\ 

oder,  wenn  man  die  vier  Stabe  A,  A^,  A^  und  B  als  Produkte  ans  den 
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auf  Urnen  liegenden  einfachen  Punkten  c,  c^,  c^  und  den   Stabstrecken  i^ 
/j,  fj  und  /;  darstellt,  in  der  Form 

(14)  [ci .  ck]  -  [c^i,  .  c,k]  +  [c,t, .  c,*]. 

Nach  der  Erklärungsformel  (8)  des  regressiven  Produktes  läßt  sich  aber 
diese  Gleichung  ersetzen  durch  die  neue  Gleichung 

(15)  [cik]c  -  [qt'iÄjCi  +  [c,«,A;]c„ 

deren  Richtigkeit  somit  jetzt  zu  prüfen  ist 

Die  Gleichung  sagt  aus,  daß  der  mit  der  Masse  [cik]  belastete  Punkt  e 
der  Schwerpunkt  der  beiden  mit  den  Massen  [Cji^Ä;]  und  [c^i^k]  beschwerten 
Punkte  C|  und  c^  sei.     Man  hat  also  zu  zeigen,  daß 

erstens  der  Massenfaktor  des  Punktes  c  gleich  der  Massensumme  der 
Summanden  ist,  das  heißt,  daß  die  Gleichung  besteht 

(16)  [cik]  =  [c,i,k]+[c,i,k],    und 

zweitens,  daß  sich  die  Abstände  des  Punktes  c  von  den  Punkten  c, 
und  c^  umgekehrt  wie  die  Massenfaktoren  [Cji\A;]  und  [c^ij^]  dieser  Punkte 
verhalten. 

Die  Massengleichung  (16)  folgt  nun  aber  sofort  aus  der  Gleichung  (12)^ 
wenn  man  diese  zunächst  mit  der  Strecke  k  multipliziert,  wodurch  die 
Feldgleichung  hervorgeht 

(17)  [ik]  =  [i,k]  +  [i,kl 

und  dann  die  Felder  [ik]^  [iik]y  [i^k]  durch  die  gleich  großen  Blätter  [cik], 
1^*1*]»  [^H^]  ersetzt. 

Daß  aber  auch  zweitens  der  Punkt  c  die  Linie  c^c^  im  umgekehrten 
Verhältnis  der  Blätter  [c^ijA:]  und  [c^^g^l  ^^^^  ^^  ^^^  ^^^  Gleichheit  ihrer 
Grundseiten  auf  dasselbe  hinauskommt,  im  umgekehrten  Verhältnis  der 
zugehörigen  Blatthöhen  teilt,  ergibt  sich  sogleich,  wenn  man  noch 
durch  die  vierte  Ecke  d  des  durch  die  Stäbe  Ä^  und  Ä^  bestimmten 
Parallelogramms  die  Parallele  zur  Linie  c^c^  zieht  bis  zu  den  Schnitt 
punkten  d^  und  d^  mit  den  Linien  der  Stäbe  A^  und  A^.  Dann  stimmen 
die  Höhen  der  entstehenden  Dreiecke  mit  den  Höhen  der  jedesmal  nicht 
anliegenden  von  den  obengenannten  Blättern  überein.  Da  aber  die 
beiden  Dreiecke  ähnlich  sind,  verhalten  sich  ihre  Grundseiten  wie  ihre 
Höhen,  oder  also  nach  obigem  umgekehrt  wie  die  Höhen  der  anlie- 
genden Blätter,  das  heißt,  der  Punkt  d  teilt  die  Linie  d^d^  im  umge- 
kehrten Verhältnis  der  beiden  Blatthöhen.  In  demselben  Verhältnis  teilt 
aber  auch  der  Punkt  c  die  Linie  c^Cj, 

Damit  ist  aber  die  Gültigkeit  der  ersten  Distributivitätsformel  (9) 
bewiesen.  Um  auch  die  zweite  Formel  (10)  zu  entwickeln,  leite  man  zu- 
nächst ans  der  Definitionsgleichung  (8)  die  VertauBchungsformel  für  Stäbe 
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ab.    Es  seien  B  —  [a6]  und  C  =  \ac\  zwei  beliebige  Stabe;  dann  wird  ihr 
Produkt 

[CB\  =  {ac  .  ah\  -  [ach]a [ahc\a  -  -  [a6  •  ac] [BG\, 

das  heißt,  man  erhält  die  Gleichung 

(18)  [CB] [BC],     welche  besagt: 

Satz  22:  Zwei  Stabfaktoren  eines  regressiven  Produktes  sind 
(geradeso  wie  zwei  Punktfaktoren  eines  progressiven  Produktes)  nur  mit 
Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Diese  Gleichung  ergibt  dann  in  der  Tat  die  zweite  Distributivitats- 
formel  (10)  als  unmittelbare  Folge  der  ersten. 

Durch  dieselben  Schlüsse  wie  oben  auf  Seite  8  folgt  femer  aus  den 
Gleichungen  (9)  und  (10)  das  Bestehen  der  entsprechenden  Differenz- 
gleichungen 

n9^  |[K-^,)B]-[^,J3]-[^^ 

^    >  \[B{A,-A,)]  =  [BA,^-[BA,-\, 

sowie  der  Gleichungen  fiir  die  Verstellbarkeit  eines  Zahlfaktors 

[nA'B\^xi[AB] 


^^^  \[B'nA]  =  n[BA\ 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  aber  ermöglichen  es  wieder,  der  Er- 
klärungsformel (8)  des  regressiven  Produktes  noch  zwei  andere  Formen 
zu  verleihen.  Stellt  man  nämlich  in  den  Produkten  [a&]  und  \ahc\  der 
Gleichung  (8)  die  Faktoren  a  und  h  um,  so  ändert  sowohl  die  linke  wie 
die  rechte  Seite  ihr  Zeichen,  die  Gleichung  bleibt  also  bestehen,  und 
man  erhält 

\ha  '  ac]  ==  \hac\a; 

und   vertauscht   man  jetzt  wieder  in   den   Produkten   \ac\   und  \hae\  die 
Faktoren  a  und  c,  so  ergibt  sich  die  neue  Gleichung 

[ba  •  cd]  =  \hca]a. 
Schließlich  kann  man  dann  noch  in  den  beiden  letzten  Formeln  die  Be- 
zeichnung so  ändern,  daß  rechter  Hand  jedesmal  wieder,   wie  in  (8),  das 
Produkt  [ahc]  auftritt,  und  bekommt  so  die  beiden  Formeln 

(21)  [ah  .  hc]  -  [a6c]6 

(22)  \ac  .  hc]  -  [ahc]c, 

welche  mit  der  Erklärungsformel  (8)  durchaus  gleichwertig  sind. 

Die  Vertauschungsformel  (l8)  führt  aber  femer  noch  bei  der  A.n- 
wendung  auf  zwei  gleiche  Faktoren  zu  einer  Stabformel,  welche  der 
Grundformel  der  äußeren  Multiplikation  (vgl.  Abschnitt  2,  Formel  (6)) 
genau  entspricht  und  daher  die  Grundformel  der  regressiven  Multi- 
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plikation   heißen   mag.      Setzt   man   nämlich    in   der   Formel  (18)   den 
Stab  C  '^  Bf  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an 

[BB] [BB]    oder 

2[BB]  -  0    oder  endlich 

(23)  [BB]  -  0. 

Diese  Grundformel  der  regressiven  Multiplikation  zeigt ,  daß  auch 
das  regressive  Produkt  zweier  Stäbe  nicht  nur  verschwindet, 
wenn  ein  Faktor  null  ist,  sondern  auch,  wenn  seine  beiden  Fak- 
toren einander  gleich  werden. 

Die  Übereinstimmung  in  den  beiden  Grundformeln  bedingt  es,  daß 
zwischen  dem  (regressiven)  Produkte  zweier  Stabe  und  dem  (progressiven) 
Produkte  zweier  Punkte  eine  vollkommene  Dualität  herrscht,  und  daß 
insbesondere  sämtliche  oben  für  Produkte  zweier  Punkte  abgeleitete  Formeln 
erhalten  bleiben,  wenn  man  in  ihnen  die  Punkte  durch  Stäbe  ersetzt.  So 
folgt  wieder  aus  (23)  mit  Rücksicht  auf  (20)  die  allgemeinere  Formel: 

(24)  [^.nJB]  =  0, 

welche  zeigt,   daß    das   regressive   Produkt   zweier   Stäbe   bereits 
verschwindet,  wenn  sie  derselben  Geraden  angehören. 

Es  ist  aber  besonders  wichtig,  daß  umgekehrt  das  regressive  Produkt 

\B(J] 
zweier   Stäbe  B  und  C  auch  nur  dann  verschtvindet,  wenn   diese  beiden 
Stäbe  in  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Um  dies  zu  zeigen,  scheiden  wir  zunächst  den  Fall  aus,  wo  der  erste 
Faktor  B  des  regressiven  Produktes  [BC]  selbst  null  ist.  Man  überzeugt 
sich  nämlich  sofort,  daß  dieser  FaU  unsere  Behauptung  nicht  stört,  da 
man  sich  einen  verschwindenden  Stab  in  jeder  beliebigen  Geraden  liegend 
denken  kann,  insbesondere  also  auch  in  der  Geraden  des  zweiten  Stabes  C. 

Ist  andererseits  der  erste  Faktor  B  von  Null  verschieden,  so  läßt  sich 
der  zweite  Faktor  C  als  Vielfachen siunme  des  Stabes  B  und  zweier  mit 
ihm  ein  eigentliches  Dreieck^)  bestimmenden  Stäbe  B^  und  B^  darstellen. 
Es  sei  etwa 

(*)  C-n^  +  ni^i-f  n^JSi. 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung 

[BC]  -=  0 
sein  soll,   so  folgt  aus  der  Gleichung  {*)   durch  regressive  Multiplikation 
mit  B  die  Gleichung: 

0^[B'nB]i-[B'  n,B,]  +  [B  •  n^B,], 

1)  Das  soll  heißen  ein  Dreieck  mit  getrennt  hegenden  Ecken. 

Graimftitii,  ProjekÜT«  G«ometrie  d.  Ebene.    I.  8 
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die  sich  wegen  (24)  und  (20)  reduziert  auf 

(**)  0^n,lBB,]  +  n,[BB,l 

Hierin    sind    die    Produkte    [J5jBJ    und    [BB^]    die  Ausdrücke    für  zwei 

£cken  des  eigentlichen  Dreiecks  der  Stäbe  ByB^jB^y  also  die  Ausdrücke 

für  etoei  getrennt  liegende  Funkte. 

Die  Gleichung  (**)  kann  daher  nicht  anders  bestehen,  ab  wenn 
(*»)  Hl  =  n,  -  0 

ist.  Denn  wäre  OMch  nur  eine  von  den  beiden  Zahlgrößen  n,  und  n,,  zum 
Beispiel  Uj,  von  Null  verschieden,  so  würde  die  Gleichung  (**)  nach  dem 
Produkte  [BB^]  auflösbar  sein,   das  heißt,  sie  würde  sich  in  der  Form 


schreiben  lassen: 


[BB,]^-^[BB,], 


in  der  sie  im  Widerspruch  zum  Obigen  gerade  aussagen  ¥rürde,  daß  die 
Punkte  [BBi]  und  [BB^]  in  einen  Punkt  zusammenfaUen.  Auf  Grund  der 
Gleichungen  (***)  reduziert  sich  nun  aber  die  Gleichung  (*)  auf  die  Form 

mid  diese  zeigt  in  der  Tat,  daß  die  beiden  Stäbe  C  und  B  in  derselben 
geraden  Linie  liegen.     Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  23:    Das  regressive  Produkt  zweier  Stäbe  verschwindet 
dann   und  nur  dann,  wenn  die  beiden  Stäbe  einer  und  derselben 

geraden  Linie  angehören. 

Nach  dem  distributiven  Gesetze  eiv 
gibt  sich  femer  aus  (24)  wieder  die 
Formel  der  linealen  Änderung 

(25)  [{A  +  nB)B\  =  iAE\, 

welche,  wie  das  distributive  Gesetz  (9) 
überhaupt,  eine  Lagen-  und  eine  Größen- 
beziehung ausdrückt; 

erstens  nämlich  sagt  sie  aus,  daft 
die  beiden  Stäbe  A  und  ^  -|-  n^  von 
dem  Stabe  B  in  dem  nämlichen  Punkt 
geschnitten  werden; 

zweitens  aber  enthält  sie  den  Satz: 

„Parallelogramme,    welche    zwischen 

Parallelen  liegen  und  gleiche  Grundlinien 

haben,  sind  einander  gleich''  (vgl.  Figur  31). 


Das  regressive  Produkt  dreier  Stabe.     £s   ist   aber   von   besonderem 
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Interesse,  daß  die  Dualität  zwischen  Punkt-  und  Stabprodukten  auch  er- 
halten bleibt,  wenn  man  zu  dreifaktorigen  Stabprodukten  übergeht.  Ffir 
solche  Produkte  bedarf  es  nicht  mehr  einer  neuen  Begriffsbestimmung. 
Denn,  da  das  zweif aktorige  Stabprodukt  einen  Punkt  darstellt,  so  ist 
das  dreifaktorige  Stabprodukt  das  Produkt  eines  Punktes  und  eines  Stabes, 
das  heißt  also  ein  Blatt,  und  wird  daher  geradeso  wie  das  Produkt  dreier 
Punkte  durch  eine  bloße  Zahl  ausgedrückt,  womit  die  Dualität  bereits 
nach  einer  Richtung  hin  erwiesen  ist.  Um  aber  auch  die  Übereinstimmung 
in  den  JR^chengesetzen  der  dreifaktorigen  Stab-  und  Punktprodukte  dar- 
zulegen, hat  man  zu  zeigen,  daß  auch  das  Produkt  dreier  Stabe  distributiv 
und  assoziativ  ist,  daß  also  die  Gleichungen  bestehen 

(26)  lÄB(Ci-Dy]^lABC]-\-[ÄBD\    und 

(27)  [Ä(BC)]  -  [ABC]. 

Zum  Beweise  der  Distributivitätsformel  führe  man  alles  auf  Punkte 
zurück;  man  setze  daher  etwa  das  Produkt 

(28)  [ÄE]-p, 

WO  dann  also  p  den  (mit  einer  gewissen  Masse  belasteten)  Schnittpunkt 
der  Stabe  Ä  und  B  bedeutet,  und  stelle  die  Stäbe  C  und  D  als  Produkte 
dar,  deren  erster  Faktor  ihr  Schnittpunkt  q  ist,  setze  somit 

(29)  C  =  [qc]     und     2)  =  [qd].     Dann  wird 
[äB(C  -h  D)]  =  lp{[qc]  -{-  [qd])]     oder  nach  Abschnitt  2,  (2) 

=  [p  '  q(c  -^  dy\y     das  heißt  nach  Abschnitt  2,  (36) 

===  [jpq{c  -\-  d)]f     also  nach  Abschnitt  2,  (35) 

="  [P^^]  +  [P9'^>     ^iös  wieder  nach  Abschnitt  2,  (36) 

=- [p  •  qc] -\- [p  '  qdf]y     oder  nach  (29) 

=  [l>^]  +  Lp^],     «n<i  <ües  endlich  nach  (28) 

=  [ABC]  -f  [ABB]. 

Beim  Beweise  der  Formel  (27)  verfahre  man  entsprechend;  man  be- 
zeichne die  Schnittpunkte  der  Stabe 

B  und  Cy     C  und  A,     ^  und  5 
mit         a,  by  c; 

dann    lassen   sich   die   drei   Stabe  in  der 
Form  darstellen  (vgl.  Figur  32): 

(30)  ^-p[6c],    B^(\[cal    C-r[afe], 

wo   p;  q,  r  drei  Zahlgrößen  sind,  und  es 
wird 


ii-f  [H 


C=T  \al] 
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[Ä(Ba)]  =  [p[6c](q[ca]  •  x[ah])]  oder  nach  (20) 

=  [p[ftc](qr[ca  •  ab])],  also  nach  (21) 

=  [p[6c](qr  •  [ca6]a)]  oder  nach  Abschnitt  2,  (5) 

—  [(p6)c(qr  .  [<Jafc]a)]  oder   nach   Abschnitt  2,   (40), 

da  auch  [cah]  eine  Zahl  ist, 

"•^  pc\x[cah][bca],     also  nach  Abschnitt  2,  (43) 

(31)  [Ä{BC)]^pqx[ahcy. 

Andererseits  wird 

[äBC]'^[{äB)C] 

—  lipihc]  '  q[cä])  •  i[ab]]     oder  nach  (20) 
=  [(pq[6c  •  ca])  •  r[a6]J,      also  nach  (21) 

=  [(pq  •  [bcd]c)  •  x[ab]]        oder  nach  Abschnitt  2,  (5) 

—  [(pq  •  [bca]c)  •  [xa  •  b]]    oder  nach  Abschnitt  2,  (36) 
^  [(pq  •  [beä\c)  •  ra  •  b],      das  heißt  nach   Abschnitt  2, 

(40),  da  auch  [bca]  eine  Zahl  ist, 

=  pqr [6c a][ca?>],     also  nach  Abschnitt  2,  (43) 

(32)  [ÄBC]  =  pc\x[abc]\ 

das  heißt,  man  erhält  denselben  Ausdruck  wie  für  die  linke  Seite  von  (27). 

Damit  hat  man  also  wirklich  auch  die  Formeln  (35)  und  (36)  des  zweiten 
Abschnitts  dual  übertragen.  Aus  ihnen  aber  und  den  Formeln  für  zweifaktorige 
Punktprodukte,  deren  Dualformeln  bereits  oben  entwickelt  sind,  wurden 
sämtliche  weiteren  Formeln  für  dreifaktorige  Punktprodukte  abgeleitet 

Alle  diese  Formeln  bleiben  daher  bestehen,  wenn  man  in  ihnen  die 
Punkte  durch  Stäbe,  das  heißt  die  kleinen  lateinischen  Buchstaben  durch 
große,  ersetzt.  Dies  gilt  insbesondere  von  den  Formeln  (37)  bis  (44)  des 
zweiten  Abschnitts,  so  daß  man  zum  Beispiel  hat: 

[ABC]  =      [BCA]  =      [CAB] 
[ACB]  =  -  [BAC]  =  -  [CBA] 
und 

[ADD]^0 

[EBE]  =  0 
\[FFC]^0, 

sowie  endlich  auch  noch  yon  der  Formel  (50)  desselben  Abschnitts,  welche 
bei  dieser  Umwandlung  in  die  Gleichung  übergeht: 

(36)  [^J5(p^  +  qjB)l-0. 

Sie  enthält  den  Satz: 
„Das  Produkt  dreier  Stäbe,  deren  Linien  sich  in  dem  nämlichen  Punkt 


(83)  j 

und 

(34) 
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schneiden,  verschwindet,''  und  von  ihm  gilt  auch  die  Umkehnmg.  Um 
nämlich  über  den  geometrischen  Sinn  der  Gleichung 

(36)  [ABC]  -  0 

Aufschluß  zu  erhalten,  in  der  A,  Bf  C  drei  Stäbe  bedeuten,  braucht  man 
nur  das  Produkt 

(37)  [AB]  =  c 

zu  setzen,  wo  dann  c  der  Schnittpunkt  der  Geraden  der  beiden  ersten 
Stabe  A  und  B  ist.     Dadurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  (36)  in 

(38)  [cCj  =  0, 

welche  nach  Satz  19  (vgl  auch  die  Formel  (48)  des  zweiten  Abschnitts) 
aassagt,  daß  die  Gerade  des  dritten  Stabes  C  durch  den  Schnittpunkt  c  der 
Geraden  der  beiden  ersten  Stabe  hindurchgeht,  daß  sich  also  die  Geraden 
der  drei  Stabe  A^  By  C  in  dem  nämlichen  Punkt  schneiden.  Man  hat  so- 
mit den  Satz: 

Satz  24:  Das  regressive  Produkt  [ABC]  dreier  Stäbe  AjB,C 
verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Linien  der  drei 
Stäbe  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Duales.  Begriif  der  planimetrischen  MuUipUkatian.  Zur  Vervoll- 
ständigung der  dualen  Beziehung  zwischen  Punkt-  und  Stabgrößen  ist 
endlich  noch  der  Nachweis  nötig,  daß  auch  die  GrundformeLn  (8),  (21) 
und  (22)  eine  Ersetzung  der  Punkte  durch  Stäbe  gestatten;  daß  also  auch 
die  Formeln  gelten 

(39)  [AB'AC]^[ABC]A, 

(40)  [AB   BC]  =  [ABC]B, 

(41)  [AC'BC]=^[ABC]C, 

Um  die  erste  von  diesen  drei  Formeln  zu  beweisen^  benutze  man 
wieder  für  die  drei  Stäbe  Ay  B,  C  die  Darstellung  (30.  Dann  erhält 
man  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (39) 

[AB  ■  AC]  =  [{p[bc] '  (\[ca])(p[hc]  •  x[ab])l   also  nach  (20) 
=  \(p(\[bc  '  ca]){\>x[hc  '  a b])]  oder,  da 

[hc  '  ca]  —  [6ca]c        nach  (21),  und  dies 

—  [a&c]c         nach  Abschnitt  2,  (43),  und  femer 
[bc  •  ab]  —  —  [6c-  ba]  nach  Abschnitt  2,  (8)  und  nach  (20), 
^-[bca]b    nach  (8), 
1^  —[abc]b   nach  Abschnitt  2,  (43),  so  wird 
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[AB  'AC]~  l(p(\  •  lahc]c)(pi  •  (-  [abc])h%  d.  h.  nach  Abschnitt  2,  (5) 
=  —  ^*qr[a5c]'[c6]     oder  nach  Abschnitt  2,  (8) 

—  p^(\xlabcy[hc]j    also  mit  Rücksicht  auf  (32) 

-  [ABC]  •  p[hc],        das  heißt  nach  (30) 
[AB'AC]''[ABC]A. 

Die  beiden  anderen  Formeln,  (40)  und  (41),  endlich  ergeben  sich  aus  der 
Hauptformel  (39),  genau  wie  oben  auf  Seite  32  die  entsprechenden  Punkt- 
formeln, und  zwar  unter  Anwendung  der  Gleichungen  (18)  und  (33)  des 
vorliegenden  und  der  zweiten  Gleichung  (5)  des  zweiten  Abschnitts. 

Damit  ist  die  Dualität  zwischen  Stab-  und  Puuktprodukten  für  sämt- 
liche oben  entwickelten  Formeln  bewiesen,  die  beiden  betrachteten  Multi- 
plikationsarten, die  progressive  und  die  regressive  Multiplikation,  stimmen 
somit  —  bei  aller  ihrer  begrifflichen  Verschiedenheit  —  in  ihren 
formalen  Gesetzen  durchaus  miteinander  überein.  Um  dieser  Tatsache 
noch  einen  besonders  scharfen  Ausdruck  zu  verleihen,  hat  man  auch  wohl 
beide  Multiplikationsarten  unter  einem  gemeinsamen  Namen,  nämlich  als 
^planimetriscbe  Multiplikation"  zusammengefaßt.  Der  enge  Zu- 
sammenhang beider  Multiplikationsarten  wird  sich  späterhin  dadurch  be- 
sonders nützlich  erweisen,  daß  er  es  ermöglicht,  aus  den  geometrischen 
Beziehungen  zwischen  Punkten  solche  zwischen  Stäben  analytisch  durch 
eine  bloße  Buchstabenvertauschung  abzuleiten. 

In  der  Punktrechnung  erscheint  die  Ebene  als  ein  „Gebiet  dritter 
Stufe",  insofern  sich  alle  Punkte  der  Ebene  als  Vielfachensummen  von 
drei  Grundpunkten  darstellen  lassen,  und  die  besonderen  Gesetze  der  plani- 
metrischen  Multiplikation  ergaben  sich  uns  dadurch,  daß  wir  das 
äußere  Produkt  von  drei  Punkten  der  Ebene,  welche  nicht  derselben 
Geraden  angehören,  aber  sonst  ganz  beliebig  gewählt  werden  dürfen,  der 
Zahleinheit  gleich  setzten.  Auf  diese  Weise  wurde  es  ermöglicht,  alle 
dreifaktorigen  Produkte  von  Punkten  der  Ebene  wie  Zahlgrößen  zu  be- 
handeln und  der  äußeren  (progressiven)  Multiplikation  der  Punkte  eine 
regressive  Multiplikation  der  Stäbe  gegenüberzustellen. 

Ebenso  erweist  sich  in  der  Punktrechnung  der  Raum  als  ein  „Gebiet 
vierter  Stufe",  insofern  alle  Punkte  des  Raumes  als  Vielfachensummen 
von  vier  Grundpunkten  ausgedrückt  werden  können,  und  in  ihm  erscheinen 
alle  vierfaktorigen  äußeren  Punktprodukte  als  gleichartige  Größen  und 
können,  falls  man  wieder  ein  solches  Produkt  der  Zahleinheit  gleich  setzt, 
wie  unbenannte  Zahlen  behandelt  werden.  Auf  diese  Weise  gelangt  man 
ZQ  einer  neuen  Multiplikation,  welche  ganz  analogen  Gesetzen  unterliegt 
wie  die  planimetriscbe  Multiplikation  und  im  Gegensatz  zu  ihr  als  stereo- 
metrische Multiplikation  bezeichnet  wird,  und  bei  der  sich,  wie   bei 
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der  plani metrischen  Multiplikation  die  Punkt-  und  Stabprodukte,  so  hier 
die  Punkt-  und  Blattprodukte  als  progressive  und  regressive  Produkte 
unterscheiden  lassen.  ^ 

Überhaupt  kann  man  für  jedes  „Gebiet  n**'  Stufe"  eine  besondere 
Produktbildung  einführen,  die  gerade  auf  dieses  Gebiet  zugeschnitten  ist 
und  sich  dadurch  ergibt,  daß  man  das  äußere  Produkt  von  irgendwelchen 
n  linear  unabhängigen  Größen  erster  Stufe  (Punkten,  Strecken)  gleich  der 
Zahleinheit  setzt,  wodurch  dann  alle  n-faktorigen  Punktprodukte  den  Cha- 
rakter von  bloßen  Zahlgrößen  erhalten.  Jenes  Gebiet  n**'  Stufe  heißt  dann 
das  Hauptgebiet  und  jene  Multiplikation  „die  auf  das  Gebiet  n^*^  Stufe 
als  Hauptgebiet  bezügliche  kombinatorische  Multiplikation'^  Die 
kombinatorischen  Produkte  in  einem  Hauptgebiet  n^^  Stufe  besitzen  dabei 
ebenso  wie  die  planimetrischen  Produkte  die  Eigenschaft,  daß  zwei  Fak- 
toren erster  und  (n  —  l)***"  Stufe  nur  mit  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind. 

Insbesondere  kann  man  dann  die  planimetrische  Multiplikation  be- 
zeichnen als  die  auf  die  Ebene  (aufgefaßt  als  Punktgebiet  dritter  Stufe) 
bezügliche  kombinatorische  Multiplikation  und  die  stereometrische  Mul- 
tiplikation als  die  auf  den  Raum  (aufgefaßt  als  Punktgebiet  vierter  Stufe) 
bezügliche  kombinatorische  Multiplikation. 


Abschnitt  4. 

Anwendungen  der  planimetrischen  Multiplikation. 

Vorbereitendes:  Das  Vereinungsgesetz.  Die  im  letzten  Abschnitt  ent- 
wickelten Grundformeln  der  planimetrischen  Multiplikation  lassen  sich  noch 
auf  eine  andere  Form  bringen,  in  der  sie  für  die  analytische  Behandlung 
der  Projektion  eines  Punktes  und  eines  Stabes  besonders  geeignet  sind. 
Führt  man  nämlich  in  den  beiden  sich  dualistisch  entsprechenden  Formeln 
(21)  und  (40)  dieses  Abschnitts 

[ah'hc^='\ahc'\h     und 
[ABBC]={ABG]B, 
in   denen    wie   bisher    die   kleinen   Buchstaben    Punkte,   die  großen    aber 
Stäbe  bezeichnen,  für  die  beiden  Produkte  [a6]  und  [AE]  kurze  Bezeich- 
nungen ein,  setzt  also  etwa 

(1)  [ah\^A     und 

(2)  [AE\~a, 

so  nehmen  jene  beiden  Formeln  die  Gestalt  an 

(3)  [A'hc\^{Ac\h    und 

(4)  [a.i?C]-[aC7]J?. 
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Diese  Formeln  sind  damit  freilich  nur  unter  gewissen  Voraussetzungen 
über  die  in  ihnen  vorkommenden  Größen  A  und  a  bewiesen,  die  Formel  (3) 
nämlich  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Ausdruck  för  den  Stab  A  sich 
auf  die  Form  (1)  bringen  lasse,  daß  also  die  Gerade  des  Stabes  A  durch 
den  Punkt  h  hindurchgehe,  und  die  Formel  (4)  unter  der  Voraussetzung, 
daß  der  Punkt  a  sich  in  der  Form  [AB]  darstellen  lasse,  daß  er  somit 
auf  der  Geraden  des  Stabes  B  liege. 

Aber  es  fragt  sich  noch,  ob  diese  beiden  Bedingungen  für  das  Be- 
stehen der  Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  erforderlich  sind. 

Zunächst  stellt  die  rechte  Seite  von  (3),  wie  auch  A  beschaffen  sein 
mag,  den  mit  einem  Zahlfaktor  multiplizierten  Punkt  6  dar.  Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  kann  aber,  da  das  Produkt  zweier  Stäbe  der  Schnitt- 
.punkt  ihrer  Geraden  ist,  nur  dann  dieselbe  Bedeutung  besitzen,  wenn 
die  Gerade  des  Stabes  A  von  der  Geraden  des  Stabes  \hc\  im  Punkt  b 
getroffen  wird. 

Andererseits  stellt  die  recJUe  Seite  von  (4)  ein  Vielfaches  des  Stabes  B 
dar.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  aber  kann  als  Produkt  zweier  Punkt- 
faktoren,  von  denen  der  eine  [BG]  ein  Punkt  der  Geraden  ^  ist,  nur 
dann  ein  Vielfaches  des  Stabes  B  ausdrücken,  wenn  auch  der  andere 
Faktor  a  in  der  Geraden  des  Stabes  B  liegt. 

In  beiden  Fällen  sind  also  die  für  das  Bestehen  der  Gleichungen  (3) 
und  (4)  angegebenen  Bedingungen  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch 
erforderlich. 

Man  kann  nun  aber  den  beiden  Formeln  (3)  und  (4)  noch  zwei  andere 
Formeln  an  die  Seite  stellen,  die  zu  ihnen  in  bezug  auf  die  erste  und 
dritte  Größe  der  linken  Seite  dual  sind,  nämlich  die  Formeln 

(5)  a[bC]='[aC]b     und 

(6)  A\Bc]'='[Ac]B. 

In  diesen  Formeln  sind  die  Ausdrücke  in  den  scharfen  Klammem  als 
Produkte  eines  Punktes  und  eines  Stabes  bloße  Zahlgrößen.  Für  das  Be- 
stehen der  beiden  Formeln  ist  daher  erforderlich,  daß  die  Punkte  a  und  b 
in  der  ersten  Formel  und  die  Stäbe  A  und  B  in  der  zweiten  sich  von- 
einander nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  daß  also  etwa 

(7)  6  =  ga     und 

(8)  5-  M 

sei,  unter  g  und  ^  zwei  Zahlfaktoren  verstanden. 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  sind  aber  für  das  Bestehen  der  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  zugleich  auch  hinreichend.  Denn  wenn  die  Größen 
a  und  hf  A  und  B  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  genügen,  so  ergeben  sich 


Abschnitt  4,  GleichuDg  (6)  bis  (11).  41 

die  Formeln  (5)  und  (6)  unmittelbar  aus  den  Formeln  (49)  des  zweiten 
Abschnitts,  welche  die  Verstellbarkeit  eines  Zahlfaktors  aussprechen. 

Schließlich  kann  man  noch  die  yier  Formeln  (3)  bis  (6)  und  die  Be- 
dingungen, an  die  sie  geknüpft  sind,  unter  einem  gemeinsamen  Gesichts- 
punkt zusammenfassen.  Dazu  fahre  man  noch  den  Begriff  der  Inzidenz. 
oder  des  Vereiutliegens  ein. 

Man  nennt  nämlich  zwei  Punkte  inzident,  wenn  sie  denselben  Ort 
haben,  sich  also  höchstens  durch  ihre  Masse  unterscheiden;  zwei  Stabe,, 
wenn  sie  derselben  Geraden  angehören;  endlich  einen  Punkt  und  einen 
Stab,  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  des  Stabes  liegt;  auch  sagt  man 
in  diesen  Fällen:  Die  beiden  Größen  liegen  vereint. 

Bezeichnet  man  ferner  für  den  Augenblick  die  in  den  vier  Formeln 
vorkommenden  Faktoren  in  derjenigen  Reihenfolge,  in  der  sie  auf  der 
linken  Seite  auftreten,  mit  I,  11,  III,  so  kann  man  die  vier  Formeln 
unter  dem  Typus  zusammenfassen: 

(9)  [I  .nm]-uui]u. 

Diese  Formel  ist  gültig,  sobald 

erstens  die  Stufensumme  der  beiden  Faktoren  I  und  HI  gleich 
drei  ist,  so  daß  also  ihr  Produkt  eine  Zahl  wird,  und  zugleich 

zweitens  die  Größe  II  mit  der  Größe  I  inzident  ist,  oder  wa» 
dasselbe  ist,  die  Größe  U  mit  der  Größe  I  vereint  liegt. 

Die  Formel  (9)  vertritt  gleichsam  das  für  die  planimetrische  Multi- 
plikation nicht  mehr  allgemein  gültige  assoziative  Gesetz^)  und  möge  das 
Vereinungsgesetz   der   planimetrischen  Multiplikation  genannt  werden. 

Die  Zurückleitung  eines  Punktes.  Unter 
der  Zurückleitung  eines  Punktes  x  auf  den  Stab 
Ä  unter  Ausschluß  des  Punktes  b  (vgl.  Fi- 
gur 33)  soll  derjenige  Punkt  y  verstanden 
werden,  der 

erstens  der  Geraden  des  Stabes  Ä  an- 
gehört, und  der 

zweitens  der  Gleichung 

(10)  y-^e^x 

— 'V  Fl«.  »8. 

genügt,   in   welcher   der  zweite 

Summand  e  einen  mit   dem  Punkt  h   inzidenten  Punkt  bedeutet,  wo  abo 

(11)  ß^tb 

1)  Vgl.  jedoch  die  Formeln  (86)  des  zweiten  and  (S7)  des  dritten  Abschnitts^ 
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ist,  unter  !  ein  Zahlfaktor  verstanden.  Man  kann  dann  die  Gleichung 
{10)  auch  in  der  Form  schreiben 

y  +  tb^-x. 

Aus  dieser  Erklärung  geht  schon  hervor,  daß  die*  Zurückleitung  y  unab- 
hängig sein  wird  von  der  Länge  des  Stabes  Ä,  auf  den  znrflckgeleitet 
wird,  und  von  der  Masse  des  ausgeschlossenen  Punktes  (,  daß  sie  also 
nur  abhängt  von  der  Lage  der  Geraden  des  Stabes  Ä  und  der  Lage  des 
Punktes  b.  Man  nennt  daher  jene  Gerade  „das  Grundgebiet  der  Zu- 
rückleitung^'  und  diesen  Punkt,  sofern  an  ihm  nur  seine  Lage  in  Be- 
tracht gezogen  wird,  „das  Leitgebiet  der  Zurückleitung".  Doch 
wird  es  keinen  Verwechselungen  Raum  geben,  wenn  wir  auch  kurz  von 
dem  Grundgebiet  A  und  dem  Leitgebiet  b  sprechen  (statt  von  dem  Stabe 
Äf  der  das  Grundgebiet  bestimmt,  usw.). 

Will  man  die  Zurückleitung  y  durch  die  zurückgeleitete  Gh*oße  x^  das 
Orundgebiet  A  und  das  Leitgebiet  b  allein  ausdrücken,  so  multipliziere 
man  die  letzte  Gleichung  zuerst  planimetrisch  mit  dem  Leitgebiet  b  und 
erhält  wegen  Gleichung  (7)  des  zweiten  Abschnitts 

[yh]  =  [xb]. 

Diese  Gleichung  multipliziere  man  dann  planimetrisch  mit  dem  Grund- 
gebiet A  und  bekommt 

[A'yb]==^[A'Xb]. 

Auf  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  läßt  sich  aber  das  Vereinungsgesetz 
anwenden  (vgl.  die  Gleichung  (9)  oder  die  besondere  Gleichung  (3)),  dessen 
Bedingungen  erfüllt  sind,  da  nach  der  Voraussetzung  y  auf  der  Geraden 
^es  Stabes  A  liegt.  Nach  ihm  wird  die  linke  Seite  =-  [^2>]y.  Die  Glei- 
chung verwandelt  sich  daher  in 

[Ab]y~[A-xb\, 
«nd  man  erhält  also  für  die  Zurückleitung  y  die  Darstellung 

Der  in  dieser  Entwicklung  verwendete  Hülfspunkt  z  läßt  sich  eben- 
falls  als  Zurückleitung  des  Punktes  x  auffassen,  nämlich  als  Zurückleiiung 
des  Punktes  x  auf  den  Funkt  b  unter  Ausschluß  des  Stabes  A,  Denn  es 
-erscheint  nur  naturgemäß,  den  auf  Seite  41  aufgestellten  Begriff  der  Zu- 
rückleitung  eines  Punktes  dualistisch  in  bezug  auf  das  Grundgebiet  und 
Leitgebiet  in  der  Weise  zu  erweitem,  daß  man  unter  der  Zurückleitung 
^es  Punktes  x  auf  den  Punkt  b  unter  Ausschluß  des  Stabes  A  deigenigen 
Punkt  g  versteht,  der 

erstens  mit  dem  Grundgebiet  b  inzident  ist,  und  der 
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zweitens  der  Gleichung 
(10)  y^-M^x 

genQgt,  wo  der  andere  Summand  y  dem  Leitgebiet  A  angehört.  Diese 
Bedingungen  erfüllt  aber  gerade  der  schon  oben  benutzte  Punkt  z. 

Die  ZurQckleitung  z  unterscheidet  sich  Ton  der  ZurQckleitung  y  nur 
dadurch,  daß  das  Grundgebiet  und  das  Leitgebiet  miteinander  vertauscht 
sind.  Sie  gibt  femer  zu  der  Zurückleitimg  y  addiert  gerade  die  zurück- 
geleitete Größe  X  und  möge  daher  die  zu  der  Zurückleitung  y  ergänzende 
Zurückleitung  genannt  werden. 

Auch  die  Zurückleitung  z  läßt  sich  wieder  durch  die  zurückgeleitete 
Größe  Xy  das  Grundgebiet  h  und  das  Leitgebiet  A  ausdrücken.  In  der 
Tat,  multipliziert  man  die  Gleichung  (10)  planimetrisch  mit  dem  Leit- 
gebiet A  und  berücksichtigt  dabei,  daß  der  Punkt  y  der  Geraden  des 
Stabes  A  angehört,  daß  also  [y-4]  =-  0  wird,  so  erhält  man 

[zA\  =  [xAy, 

und  multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  dem  Grundgebiet  6,  so  er- 
gibt sich 

h[zA\^h[xA\. 

Wegen  der  Inzidenz  von  z  und  6  ist  aber  nach  dem  Vereinungsgesetze 
(Gleichung  (9),  (5))  die  linke  Seite  =  [^J.];f.  Die  Gleichung  verwandelt 
sich  daher  in 

\hA]z  =  h[xÄ\, 
und  man  findet  somit  für  z  den  Wert 

Setzt  man  schließlich  noch  die  Werte  (12)  und  (13)  in  die  Gleichung 
(10)  ein  und  stellt  zugleich  im  Nenner  von  (13)  die  Faktoren  um,  was 
nach  der  Gleichung  (48)  des  zweiten  Abschnitts  erlaubt  ist,  so  erhält 
man  für  x  die  Zerlegungsformel 

.  [A-xb]^.h{xA\ 

^^^'  ^  \Äb] 

Durch   sie   wird   der  Punkt   x   als   die  Summe  zweier  Punkte  (gleichsam 

zweier  Komponenten)  *■  r-^  ^^     und    r^y  dargestellt,  von  denen   der  eine 

in  der  Geraden  des  Stabes  A  liegt,  während  der  andere  mit  dem  Punkt  h 
zusammenfällt. 

Die  ZurückleUung  eines  Stabes.  Unter  der  Zurückleitung  eines  Stabes 
U  aiAf  einen  Funkt  a  unier  Ausschluß  eines  Stabes  B  (vgl.  Figur  34)  soll 
derjenige  Stab  V  verstanden  werden^  dessen  Gerade 
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erstens  durch  den  Punkt  a  (das  Grundgebiet)  hindurchgeht,  und  der 
zweitens  der  Gleichung  .^-.      va.  w      TT 

genügt,  in  welcher 
der  andere  Summand 
W  einen  Stab  be- 
deutet, der  in  der 
Geraden  des  Stabes 
B  (dem  Leitgebiet) 
liegt  und  also  in  der 
Form 

(16)     W^IB 
darstellbar  ist. 

Will   man  wie- 
der die  Zurückleitung 
F  durch  .den  zurück- 
geleiteten Stab  Uj  das 
Grundgebiet   a    und 
das  Leitgebiet  B  ausdrücken,    so    multipliziere   man    die   Gleichung  (15) 
wie  oben  zuerst  plani metrisch  mit  dem  Leitgebiet  B  und  berücksichtige 
dabei,  daß  das  Produkt  [WJ5]  wegen  (16)  verschwindet.     So  erhält  man 

Sodann   multipliziere   man  diese   Gleichung  mit  dem  Grundgebiet  a  und 

^^®^  [a    VB]^\a'UB^. 

Da  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  V  mit  a  inzident  ist,  so  ist  nach 
dem  Vereinungsgesetze  (Gleichung  (9),  (4))  die  linke  Seite  —  [aB]  V]  die 
Gleichung  geht  daher  über  in 

[aB]V=:^[a'  ÜB], 
und  man  erhält  für  die  Zurückleitung  V  den  Wert 
(17) 


Fig.  84. 


y_[a-UB] 
[aB] 


Der  in  dieser  Entwicklung  benutzte  Hülfsstab  W  ist  wieder  die  zu 
V  ergänzende  Zurückleitung  von  U,  nämlich  die  Zurückleitung  von  ü  auf 
das  Grundgehiet  B  unter  Ausschluß  des  Leitgebiets  a.    Denn  er  ist 

erstens  mit  dem  Ghnindgebiet  B  dieser  Zurückleitung  inzident  und 
genügt 

zweitens  der  Gleichnng 
(16)  F+IF-jr, 

wo  der  andere  Summand  V  mit  dem  Leitgebiet  a  inzident  ist. 

Um  den  Stab  W  durch  U,  a  und  B  auszudrücken,  multipliziere  man 
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<lie  Gleichung  (15)  wie  sonst  zuerst  planimetrisch  mit  dem  Leitgebiet  a 
und  berücksichtige  dabei,  daß  die  Gerade  des  Stabes  V  durch  den  Punkt  a 
hindurchgeht,  daß  also  r  ^  -i  ^  q 

ist  (ygL  Satz  19);  man  erhält  daher 

Sodann  multipliziere  man  mit  dem  Gnmdgebiet  B  und  findet 

B[Wa]^B[Ud]. 
Da  nun  aber  nach   der  Voraussetzung  die  Stäbe  B  und    W  inzident 
sind,  so  wird  nach  dem  Vereinungsgesetze  (Gleichung  (9),  (6))  die  linke 
Seite  —  [Ba]  W,  und  die  Gleichung  verwandelt  sich  in 

[Bd]W^B[Ud], 
so  daß  sich  für  die  Zurückleitung  W  der  Wert  ergibt 

0«)  w-?^. 

Setzt  man  endlich  die  Werte  (17)  und  (18)  für  die  beiden  Zurück- 
ieitungen  in  die  Gleichung  (15)  ein  und  stellt  zugleich  im  Nenner  von 
(18)  die  Faktoren  um,  so   bekommt  man  für  U  die  Zerlegungsformel 

durch  die  der  Stab  ü  als  die  Summe  zweier  Stäbe  (zweier  Komponenten) 
\aE\     ^^^     \B~^     dargestellt  wird,  von  denen  der  eine  durch  den  Punkt  a 
hindurchgeht,  während  der  andere  in  der  Geraden  des  Stabes  B  liegt. 

Bie  Zerlegung  eines  Punktes  und  eines  Stabes  in  drei  Komponenten. 
Neben  den  Zerlegungsformeln  (14)  und  (19),  durch  die  ein  Punkt  oder 
Stab  als  Resultante  zweier  Komponenten  dargestellt  wurde,  sind  aber  für 
das  Folgende  auch  Zerlegungen  in  drei  Komponenten  von  Interesse. 
Sind  zuerst  a,  h,  c  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte,  so  läßt 
sich  jeder  beliebige  Punkt  x  ihrer  Ebene  als  Vielfachensumme  von  a,  6,  c, 
das  heißt  in  der  Form 

(20)  X  =-  ja  4-  ^^  +  SC, 

darstellen.  Um  die  hier  auftretenden  Ableitzahlen  j,  Q,  j  durch  den  Punkt  x 
und  die  Grundpunkte  a,  6,  c  auszudrücken,  multipliziere  man  die  Gleichung(20) 
der  Reihe  nach  äußerlich  mit  den  Produkten  [6c],  [ca],  [ofc]  und  erhält 

(21)  [xhc]'^i[ahc],    [xca]^^[ahc],    [xah] -^  iiahc],') 

1)  Ans  den  Formeln  (21)  leitet  man  leicht  den  Satz  des  Ceva  ab,  ans  den 
dnalistisch  entsprechenden  Formeln  den  Satz  des  Menelans.  Vgl.  K.  Eich  1er, 
Beitrag  zur  Grafimann  sehen  Pnnktrechnung.  Festschrift  des  Christianenms  zu  Altena. 
Altona,  1905.     Seite  76  und  77. 
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Und  setzt  mao  die  hieraas  folgenden  Werte  fQr  l,  t),  ^  in  die  Glei- 
chung (20)  ein,  so  verwandelt  sich  diese  in 
(22)  X  —  f— 1-  +  [gc«3fr-h[a?aft]c 

Damit  ist  die  gewünschte  Zerlegung  des  Punktes  x  in  drei  Kom- 
ponenten geleistet.  Diese  drei  Komponenten  lassen  sich  übrigens  auch  in 
der  Form  schreiben 

a[X'bc]  b[xed]  c[X'ab] 

[abc]  '  [JTcö]  '  [c-ab]  ' 

welche  genau  der  rechten  Seite  von  (13)  entspricht.  Die  drei  Gh-ößen 
sind  daher  nichts  anderes  als  die  Zurückleitungen  des  Punktes  x  auf  das 
Gebiet  der  Punkte 

a,  h,  c 

unter  Ausschluß  der  gegenüberliegenden  Seiten 

[bc],  [ca],  [ab] 

des  Dreiecks  ahc. 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  sich  jeder  Punkt  x  einer  Ebene  aus 
drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  a,  b,  c  dieser  Ebene  numerisch 
ableiten  läßt,  kann  man  auch  jeden  Stab  ü  der  Ebene  als  Vielfachensumme 
von  drei  Stäben  Ä^  JB,  C  darstellen,  deren  Linien  nicht  durch  denselben 
Punkt   hindurchgehen.     In   der   Tat  erhält   man   in   ganz   entsprechender 

Weise  die  Formel 

/oox  rr      [UBC]A-\-lUCA]B  +  [UAB]C 

also  eine  Zerlegung  des  Stabes  U  in  drei  Komponenten,  die  den  Geraden 
der  Stäbe  Äy  B,  C  angehören.  Diese  Komponenten  kann  man  dann  wieder 
in  der  Form  schreiben  , 

Ä[U-BC]  B[U'CÄ]  C[U-AB] 

[ABC]  '  [B'CA]   '  [C'AB]  * 

aus  der  mit  Rücksicht  auf  (18)  folgt,  daß  sie  die  Zurückleitungen  des 
Stabes  U  auf  die  Geraden  der  Stäbe 

Ä,  B,  G 

unter  Ausschluß  der  gegenüberliegenden  Ecken 

[BC],  [CA],  [AB] 

des  Dreiseits  ABC  sind. 

Aus  jeder  der  beiden  Gleichungen  (22)  und  (23)  läßt  sich  noch  eine 
wichtige  ZahlgleichufUf  herleiten  *),  der  je  fünf  beliebige  Punkte  oder  Stäbe 


1)  Wir  nennen  eine  Gleiohnng,   deren  einzelne  Glieder  bloße  Zahlgröfien  sind, 
eine  Zahlgleichung. 
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einer  Ebene  unterliegen.  Multipliziert  man  nämlich  die  beiden  Gleichungen 
planimetrisch  mit  den  Produkten  [xd]  und  [?72)],  in  denen  d  einen  ganz 
beliebigen  Punkt  der  Ebene,  D  einen  beliebigen  Stab  bezeichnet,  so  ver- 
schwindet in  beiden  Gleichungen  die  linke  Seite,  und  man  erhält  die 
Identitäten 

(24)  0  -  [xhc\  [xdd]  -f  [xca]  [xdh]  +  [xah]  [xdc]     und 

(25)  0  -  [UBC]  [ÜDÄ]  +  [UCÄ]  [UDE]  -f  [UÄB\  [UDO], 

deren  geometrische  Bedeutung  sich  weiter  unten  (vgl.  den  neunten  Abschnitt) 
ergeben  wird. 

Die  Schnittpunktsformd  der  regressiven  Multiplikation.  Ersetzt  man 
in  der  auf  Seite  43  entwickelten  Zerlegungsformel 

(14)  x  -  jj^^ 

den  Buchstaben  x  durch  den  Buchstaben  a  und  den  Stab  A  durch  das  Punkt- 
produkt [cd]  und  berücksichtigt  die  Assoziativität  der  äußeren  Produkte 
(vgl  die  Formel  (36)  des  zweiten  Abschnitts),  so  nimmt  die  Gleichung  (14) 
die  Form  an  r  j     n  i  ».r     ji 

und   löst  man    diese  Gleichung  nach   dem   regressiven  Produkte   [cd  •  ah] 

au^  so  erhält  man       ^    ,      .^       ^  jn         r     ji  r 
^  [cd  •  ah]  =  [cdh]  a  —  \acd]  6, 

wofür  man  bei  Benutzimg  der  Formeln  (18)  des  dritten  und  (43)  des 
zweiten  Abschnitts  auch  schreiben  kann: 

(26)  \ah  .  cd]  =.  [acd]  b  -  [hcd]  a. 

Diese  Formel  drückt  den  Schnittpunkt  der  Geraden  zweier  Stäbe  [ab] 
und  [cd]  als  Yielfachensumme  der  Punkte  a  und  b  des  ersten  Stabes  aus 
und  möge  die  Schnittpunkts formel  der  regressiven  Multiplikation  ge- 
nannt werden. 

Peano  benutzt  in  seinem  Calcolo  geometrico*)  die  Formel  (26)  geradezu 
als  Erklärungsformel  der  regressiven  Multiplikation  und  entwickelt  aus  ihr 
erst  die  in  der  vorliegenden  Darstellung  (vgl.  Formel  (8)  des  dritten  Ab- 
schnitts) als  Definitionsgleichung  des  regressiven  Produktes  verwertete  Formel 

[ab  '  ac]  =-  [abc]  a, 
während  hier  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen  ist. 

Die  MuUiplikationssätee  für  die  zweifaktorigen  planimetrischen  Produkte. 


1)  Vgl.  Peano,  Calcolo  geometricosecondorAasdehniingslehre  di  H.  Grafimann. 
Torino,  1888.     Seite  80  and  81. 


(28)  [ah U]  = 
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Setzt  man  noch  in  der  Schnittpunktsformel  (26)  das  Prodakt  [cd]=  ü,  so 

verwandelt  sie  sich  in  die  Gleichung 

(27)  [ahü]=^[aU]h-\h  U]a, 

die  man  bei  Anwendung  des  Determinantensymbols  etwas  übersichtlicher 
in  der  Form  schreiben  kann: 

[aU]    [hU] 
a  b 

Multipliziert  man  aber  weiter  die  Gleichung  (27)  mit  einem  beliebigen 
Stabe  V  und  schreibt  linker  Hand  für  das  Produkt  [ab  UV]  das  Produkt 
[ab  '  UV],  was  nach  der  Gleichung  (27)  des  dritten  Abschnitts  erlaubt  ist^ 
so  erhält  man  die  Gleichung 

[ah  ■UV]  =  [aU][hV]-  [b U] [aV]     oder 

\[aU]    [hU] 
(29)  [ab-  UV]  =  }   ^    ^  ^ 

und  damit  den  Satz: 

Satz  25:  Das  planimetrische  Produkt  aus  dem  Produkte 
zweier  Punkte  und  dem  Produkte  zweier  Stäbe  ist  gleich  der- 
jenigen zweigliedrigen  Determinante,  deren  Zeilen  man  erhält, 
wenn  man  jeden  von  den  beiden  Punkten  zuerst  mit  dem  ersten 
und  dann  mit  dem  zweiten  Stabe  planimetrisch  multipliziert 

Aus  der  Formel  (29)  folgt  ferner  durch  Umstellung  der  Faktoren, 
die  nach  den  Gleichungen  (43)  und  (48)  des  zweiten  Abschnitts  gestattet 
ist,  die  dualistisch  entsprechende  Formel 

welche  den  Satz  enthält: 

Satz  26:  Das  planimetrische  Produkt  aus  dem  Produkte 
zweier  Stäbe  und  dem  Produkte  zweier  Punkte  ist  gleich  der- 
jenigen zweigliedrigen  Determinante,  deren  Zeilen  man  erhält, 
wenn  man  jeden  von  den  beiden  Stäben  zuerst  mit  dem  ersten 
und  dann  mit  dem  zweiten  Punkte  planimetrisch  multipliziert. 

Man  sieht,  daß  diese  Sätze  (25)  und  (26)  in  einer  engen  Beziehung 
zum  Multiplikationssatz  der  Determinanten  stehen;  sie  mögen  daher  als 
die  MuÜiplikationssätze  für  die  ztieifakiorigen  ptanimärischen  Produkte  be- 
zeichnet werden. 


Zweiter  Hauptteil. 
erandlagen  der  projektiren  Geometrie. 

Abschnitt  5. 
Das  Doppelyerhältnis. 

Dcw  Dappdverhaltnis  eines  Funkttourfes.  Eine  Schar  von  vier  ein- 
fachen oder  vielfachen  Punkten  a,  6,  c,  d  derselben  Geraden,  bei  der 
auch  die  Beihenfolge  (Bangordnung)  der  Punkte  in  beliebiger,  aber  bestimm- 
ter Weise,  und  zwar  unabhängig  von  ihrer  Lage,  festgesetzt  ist,  möge  nach 
Ton  Staudt  ein  „Punktwurf"  genannt  werden.^)  Jene  Gerade  heißt  der 
Träger  des  Punktwurfes,  die  einzelnen  Punkte  auch  wohl  seine  Ele- 
mente.    Die  beiden  ersten  Punkte  a 

xmd  h  und  die  beiden  letzten  Punkte  T 

c  und  d  eines  Punktwurfes  nennt  man  ^^  ^ 

zugeordnete  Punkte  (vgl.  Figur  35). 

Die  planimetrischen  Produkte  von  je  zwei  Punkten  eines  Wurfes  sind 
als  Stäbe  derselben  Geraden  nur  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  ver- 
schieden und  tragen  also  den  Charakter  von  gleichbenannten  Zahlen.  Der 
aus  ihnen  gebildete  Doppelbruch 

ist  somit  eine  unbenannte  Zahl.  Er  wird  das  Doppel  Verhältnis  des 
Punktwurfes  a,  b,  c,  d  genannt  und  durch  das  Symbol  (ahcd)  bezeichnet, 
80  daß  also 

wird. 

Aus  der  Form  des  Doppelverhältnisses  folgt,  daß  es  seinen  Wert 
nicht  ändert, 

erstens,  wenn  man  in  dem  zugehörigen  Punktwurfe  gleichzeitig  die 
Punkte  eines  jeden  Paares  zugeordneter  Punkte  unter  sich  vertauscht; 

zweitens  aber  auch,  wenn  man  die  beiden  Paare  zugeordneter  Punkte 
miteinander  vertauscht. 


'     1)  Vgl.  V.  Staadt,  Beitriige  zur  Geometrie  der  Lage.    Erstes  Heft.    Nflmberg« 
1866.    Nr.  24. 

OraAmftnn,  ProjektiTe  Geometrie  d.  Sbene.   L  4 
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In  der  Tat  wird 

{r^n^A  _  tyj  .  I^  —  —[dli]  ^  —[cb]  (nach Gleichung (8)  des  zweiten 
Kpa(ic)      j-^^j .  ^^^^       _>[«d]  •  _  [ae\  Abschnitts) 

[dh]  .       [c6]       [ac]  .  [ad]        ,      ^ 
[ad]'      [acj       [c6]-[d6]       V»«'«^»;» 

das  heißt ^  es  wird  wirklich 

(2)  {hadc)  -  (ahcd). 

Andererseits  wird 

(i*ÄtiK\  =  t^J  .  [^^  —  ~1^"^J .   J^^^  (nach  Gleichung  (8)  des  zweiten 
^'^^^^)      \ad]'[bd\  \ad\'--[dh\  Abschnitts) 

[ac]  .      [c6]  _  \ac\  .  [adj  __  ,   ,    ^ 

[ad]  •      [d6]  ""  [cb]  •  [d6]  ""  ^«''^«;» 

also  wird  in  der  Tat  auch 

(3)  {cdah)=^{ahcd). 

Wendet  man  endlich  die  Umgestaltung  (B)  auf  die  linke  Seite  von 
2)  an,  so  bekommt  man  als  vierte  Form  des  Doppelverhaltnisses  {ahcd) 
den  Ausdruck  (dcha).  Eine  weitere  Wiederholung  der  beiden  Umfor- 
mungen (2)  und  (3)  führt  dann  auf  die  alten  Formen  des  Doppelver- 
haltnisses zurück.  Man  erhält  daher  für  das  Doppelverhältnis  (ahcd)  vier 
gleichwertige  Formen 

(4)  (ahcd)  =  {hadc)  =  {cdah)  =  {dcha) 

und  damit  den  folgenden  Satz,  der  die  beiden  vorher  gewonnenen  Ergeb- 
nisse zusammenfaßt: 

Satz  27:  Das  Doppelverhältnis  eines  Punktwurfes  ändert 
seinen  Wert  nicht,  wenn  man  in  dem  Punktwurfe  die  Punkte 
irgend  zweier  aus  ihm  entnommenen  Punktpaare  gleichzeitig 
miteinander  vertauscht. 

Die  vier  gleichen  Doppelverhältnisse  aus  (4)  sind  dadurch  ausge- 
zeichnet, daß  in  ihren  vier  Symbolen  jeder  von  den  vier  Punkten  a,h,Cf  d^ 
zum  Beispiel  der  Punkt  a,  die  sämtlichen  möglichen  vier  Plätze  einnimmt 
Nun  lassen  sich  aber  aus  vier  Punkten  a,  h,  c,  d  einer  Geraden  durch 
bloße  Änderung  ihrer  Reihenfolge  (Rangordnung)  24  verschiedene  Punkt- 
würfe bilden.  Die  Doppelverhältnisse  dieser  24  Punktwürfe  werden  dann 
immer  zu  vieren  einander  gleich  sein,  lyfan  wird  nämlich  aus  den  vier  gleichen 
Doppel  Verhältnissen  (4)  im  ganzen  6  Gruppen  von  je  4  gleichen  Doppel  Verhält- 
nissen herleiten  können,  wenn  man  in  den  4  Symbolen  fllr  die  Doppel- 
verhältnisse (4)  einen  Punkt,  etwa  den  Punkt  a,  an  seinem  Platze  festhält, 
die  drei  anderen  Elemente  aber  allen  möglichen  Permutationeu  unterwirft. 
Dadurch  ergeben  sich  6  Ghnippen  von  je  4  untereinander  gleichen  Doppel- 
verhältnissen, während,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  die  Doppelverhält- 


Abschnitt  6,  Gleichung  (S)  bis  (9).    Satz  27  und  88.  51 

nisse  ans  zwei  yerschiedenen  Grruppen  bei  allgemeiner  Lage  der  vier  Punkte 
a,  h,  c,  d  voneinander  verschieden  sind. 

Die  ersten  Doppelverhältnisse  dieser  6  Gruppen,  das  heißt  die  Doppel- 
verhältnisse, die  aus  dem  Symbol  {ahcd)  durch  Vertauschung  der  3  Punkte 
hf  e,  d  hervorgehen,  lauten 

(abcd),    (acdb),    (adbc) 
[ahdc)y    (achd)y     (adch). 

Die  Beziehungen  zwischen  diesen  6  Doppelverhältnissen  ergeben  sich  aus 
zwei  nunmehr  zu  entwickelnden  Sätzen,  von  denen  sich  der  erste  in  der 
Form  aussprechen  läßt: 

Satz  28:  Das  Doppelverhältnis  eines  Punktwurfes  geht  in 
seinen  reziproken  Wert  über,  wenn  man  die  beiden  ersten  oder 
die  beiden  letzten  Elemente  des  Wurfes  für  sich  vertauscht 

Beweis:  Man  beweise  den  Satz  jsuerst  für  den  Fall,  daß  die  beiden 
leUrien   Elemente   des  Wurfes    miteinander  vertauscht  werden.     Es   wird 


<»)         it 


(abdc) 


[ad\  .  [ac] 


[chy[dh-] 
das  heißt: 

(6)  (a6rfc)  =  .-i-w. 

^  ^  ^  ^       (abcd) 

Jetzt  aber  folgt  die  Richtigkeit  des  Satzes  auch  für  den  Fall,  daß  die 
beiden  ersten  Elemente  des  Wurfes  miteinander  vertauscht  werden;  denn 
nach  Satz  27  wird 

(bacd)  —  (abdc), 

also  wegen  (6)  wirklich  auch 

Es  besteht  aber  auch  zwischen  den  Doppelverhältnissen  zweier  Punkt- 
würfe, die  auseinander  durch  Vertauschung  des  zweiten  und  dritten  odor 
des  ersten  und  vierten  Punktes  hervorgehen,  eine  einfache  Beziehung. 
Zu  ihr  kann  man  auf  folgende  Weise  gelangen:  Man  denke  sich  den  ersten 
Punkt  a  des  Punktwurfes  abcd  als  Vielfachensumme  des  zweiten  und 
dritten  Punktes,  das  heißt  unter  der  Form: 

(8)  a  -  96  +  ac, 

dargestellt  und  multipliziere,  um  die  Ableitzahlen  Q  und  ^  dieser  Viel- 
fachensumme zu  ermitteln,  die  Gleichung  (8)  zuerst  hinten  mit  c  und  dann 
vorn  mit  b.     Dadurch  erhält  man  die  Gleichungen 

(9)  [ad]-t,[bd\     und     [ba]-i[bc], 
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aus  denen  ftlr  die  gesnchten  Ableitzahlen  die  Werte  folgen: 

(10)  ,-[!!]    und    ,-^. 
Die  Gleichung  (8)  yerwandelt  sich  daher  in: 

^^^^  ^      [bc]'^^\he]^' 

JJm  aus  dieser  Gleichung  die  gewünschte  Beziehung  zwischen  den  be- 
schriebenen Doppelverhältnissen  herzuleiten,  multipliziere  man  die  Gleichung 

(11)  äußerlich  mit  d  und  erhält  so  die  Gleichung 

und  dividiere  dann  mit  [ad],  wodurch  sich  ergibt: 

i        [«c]  [bd]       [ba]  [cd] 
oder  "  [^^]  t«^J      [*^]  [«^] 

/i  oN  1    M .  [«_^  I  [«^1 .  r«5 

^^''>'  ^  ""  [cb]  •  [d6]  "^  [6c]  •  [de] 

oder  endlich 

(13)  1  -  (afecflf)  +  (ac6rf); 

und  aus  dieser  Gleichung  folgt  femer  nach  Satz  27  die  Gleichung: 

(14)  1  =^{abcd)-^{dbca). 

Nennt  man  daher  zwei  Doppel  Verhältnisse,  deren  Zahl  werte  sich  zur  Ein- 
heit er^nzen,  zueinander  komplementär,  so  kann  man  die  Gleichungen 
(13)  und  (14)  in  dem  Satze  zusammenfassen: 

Satz  29:  Die  Doppelverhältnisse  zweier  Punktwürfe,  die  aus- 
einander durch  Vertauschung  des  zweiten  und  dritten  oder  des 
ersten  und  vierten  Elements  hervorgehen,  sind  zueinander 
komplementär. 

Die  beiden  Sätze  28  und  29  ermöglichen  es,  fünf  von  den  sechs 
Doppelverhältnissen  (5)  durch  das  sechste  auszudrücken.  Setzt  man  etwa 
das  Doppelverhältnis 

(15)  (abcd)  =  b, 

80  wird  nach  Satz  28  das  Doppelverhältnis,  dessen  Symbol  aus  der  linken 
Seite  von  (15)  durch  Vertauschung  der  beiden  letzten  Elemente  hervor- 
geht, das  heißt  das  Doppelverhältnis  (ab de), 

(16)  {abdc)  =  \  . 

Andererseits  werden  nach  Satz  29  die  beiden  Doppelverhältnisse,  deren  Sym- 
bole aus  (15)  und  (16)  durch  Vertauschung  der  mittleren  Elemente  entstehen, 

(17)  {acbd)  -  1  -  b     und 

(18)  ^adbc)^l-\^^-^^ 


Abschnitt  6,  Gleichung  (10)  biB  (21).     Satz  89  und  31.  gg 

Und  endlich  folgen  für  die  beiden  letzten  Doppelverhältnisse  in  (5), 
deren  Symbole  sich  ans  (17)  und  (18)  wieder  dnrch  Vertauschung  der 
beiden  letzten  Elemente  ableiten  lassen,  die  Werte 

(19)  («crf^)-r3b     "^^ 

(20)  (adeh)^^^^^ 

Damit  sind  nach  Satz  27  zugleich  die  Doppelverhältnisse  aller  der 
24  Punktwürfe  gefunden,  die  sich  aus  yier  der  Lage  nach  gegebenen  Punkten 
ayhfCfd  durch  Festsetzung  verschiedener  Rangordnungen  bilden  lassen. 

Aus  der  Form  des  Doppelverhältnisses  läßt  sich  femer  noch  folgern, 
daß  das  Doppelverhältnis  eines  Punktwurfes  von  den  Massen 
seiner  Punkte  unabhängig  ist. 

Denn  sind  a,  h', . .  die  mit  den  Punkten  a,h, .  .  kongruenten  einfachen 
Punkte,  und  ist  a  «  aa',  6  =»  b6', . .,  wo  also  a,  b, .  .  die  Massen  der  Punkte 
a,  6,  .  .  bezeichnen,  so  wird  das  obige  Doppelverhältnis  nach  den 
Gleichungen  (5)  des  zweiten  Abschnitts 

[ac\    [ad\       oc  [a  c]    ab  [a  cT] 
[c6]  *  [dh\  *  cb  [76'J  •  bb  [d'h'] 

oder,  da  sich  alle  Massenf aktoren  fortheben, 

Damit  ist  aber  wirklich  der  Satz  bewiesen: 

Satz  30:  Das  Doppelverhältnis  eines  Punktwnrfes  verhält 
sich   invariant  gegenüber   einer  Massenänderung  seiner  Punkte. 

Die    Gleichung  (21)   hat  nun  aber  noch  ein  besonderes  Interesse,  weil 
ihre   rechte  Seite    eine   einfache  geometrische   Deutung   zuläßt.      Denn   da 
die  Punkte  a,  h\  .  .  einfaclie  Punkte  sind,  so  sind  die  Verhältnisse 
der  Stabe  [ac"]  und  [et']      und  andererseits     der  Stäbe  {a(t]  und  [cth'] 
zugleich  die  Verhältnisse 

der  Abstände  von  a  nach  c'  und  c  nach  5'  und  von  a  nach  d'  und  (f  nach  b\ 
vorausgesetzt,    daß  man  eine  Ver- 
schiedenheit  im   Sinne  dieser  Ab-  l  <»'**] 
stände  durch  entgegengesetzte  Vor- 
jseichen  zum  Ausdruck  bringt  (vgl. 
Figur  36).    Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  31:  Das  Doppelver- 
hältnis des  Punktwurfes  a,  h, 
Cfd  ist  gleich  dem  Quotienten 
aus  den  beiden  Abstandsver- 


L.rfj   .■ 

^ 

a' 

i' 

ä 

[ac] 

Fl«.  8«. 
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hältnissen  der  Punkte  c  und  d  von  den  Punkten  a  und  5,  Tor- 
ausgesetzt,  daß  eine  Verschiedenheit  im  Sinne  dieser  Abstände 
durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  zum  Ausdruck  gebracht  wird. 

Wenn  daher  von  einem  Punktwurf  a,h,c,d  die  drei  ersten  Punkte 
Gy  by  c  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  außerdem  aber  das  Doppelverhältnis 
(ahcd)  des  Wurfes  bekannt  ist,  so  ist  damit  die  Lage  des  vierten  Punktes  d 
eindeutig  bestimmt. 

Für  die  weitere  analytische  Behandlung  des  Doppelverhältnisses  eines 
Punktwurfes  a,hyCyd  kann  man  seine  beiden  letzten  Punkte  c  und  d  als 
Vielfachensummen  der  beiden  ersten  Punkte  a  und  h  ausdrücken;  und  da 
nach  Satz  30  der  Wert  eines  Doppelverhältnisses  von  den  Massen  der 
vier  Punkte  seines  Punktwurfes  unabhängig  ist,  so  wird  es  dabei  ins- 
besondere auf  die  Massen  der  Punkte  c  und  d  nicht  ankommen,  und  man 
wird  daher  die  beiden  Punkte  sogar  durch  Gleichungen  von  der  besonderen 
Form 

(22)  c  =  a  +  96     und     df  —  a  -f-  ^6 

darstellen  können,  in  denen  g  und  ^  Zahlgrößen  sind.  Das  Doppel- 
verhältnis des  Punkt  Wurfes  a,hyCyd  läßt  sich  dann  durch  diese  beiden 
Zahlgrößen  ausdrücken.     Es  wird 

^^^^  [cb]  '  [dh]  ~    [ab]  '    [ab]       ^  ' 

Ist  insbesondere  t)  =  —  9,  besitzen  also  die  Ausdrücke  für  die  vier  Punkte 
des  Wurfes  die  Form  a,  b,  0  +  96,  a  —  qb,  so  wird  ihr  Doppel  Verhältnis 
"«  ~  1,  und  der  Punktwurf  heißt  harmonisch. 

Da  der  reziproke  Wert  von  —  1  wieder  gleich  —  1  ist,  so  besitzt  das 
Doppelverhältnis  eines  harmonischen  Punktwurfes  die  besondere  Eigen- 
schaft, daß  es  seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  zwei  zugeordnete 
Punkte  miteinander  vertauscht.     Man  kann   daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  32:  Ein  harmonischer  Punktwurf  bleibt  harmonisch, 
wenn  man  zwei  zugeordnete  Punkte  miteinander  vertauscht; 
wenn  also 

(abcd)  -  -  1 

ist,  so  ist  nicht  nur  wie  bei  je'dem  Punktwurfe  a,  ft,  c,  d  das 
Doppelverhältnis 

(abcd)  =-  (bade)  =-  (cdab)  =-  (dcba), 

sondern  dieses  Doppelverhältnis  ist  außerdem  noch  ^ 

—  (bacd)  —  (abdc)  —  (dcab)  —  (cdba). 

Denkt  man  sich  drei  von  den  Punkten  eines  Punkt wurfes,  etwa  die 

Punkte  a,  6,  c,  fest  und  den  vierten  d  beweglich,  so  daß  dieser  die  ganze 

Punktreihe  der  Geraden  [ab]  durchlaufen  kann,  so  verfügt  man  am  besten 


Abschnitt  6,  Gleichung  (22)  bis  (26).     S»tz  81  und  32.  55 

Qber  die  Massen  der  beiden  ersten  Punkte  in  der  Weise ,  daß  der  dritte 
Punkt  c  der  „Einheitspunkt"  der  Punktreihe,  das  heißt  gerade  die  Summe 
von  a  und  b  wird,  daß  also 

(24)  c  -  a  +  6 

wird.  Durch  diese  Forderung  sind  die  Massen  der  beiden  „Grundpunkte" 
a  und  h  bis  auf  einen  wiUkQrlich  bleibenden  Proportionalitätsfaktor  yoU- 
kommen  bestimmt.  Der  veränderliche  Punkt  d  der  Punktreihe  läßt  sich 
dann,  da  es  nur  auf  seine  Lage,  nicht  auf  seine  Masse  ankommt,  wieder 
in  der  Form 

(25)  rf  -  a  -f  f6 

darstellen,  unter  !  eine  Zahlgröße  verstanden.  Dieser  Zahlfaktor  f  möge 
der  Parameter  des  Punktes  d  in  bezug  auf  die  drei  Punkte  a,  6,  c  ge- 
nannt werden.     Er  ist  nämlich 

erstens  durch  die  Lage  des  Punktes  d  eindeutig  bestimmt,  sobald 
man  über  das  Massenverhältnis  der  Grundpunkte  a  und  h  mit  Rücksicht 
auf  die  Lage  des  Einheitspunktes  c  verfügt  hat, 

zweitens  aber  ist  auch  umgekehrt  der  Ort  des  Punktes  d  durch  An- 
gabe seines  Parameters  f  vollkommen  festgelegt,  sobald  die  Punkte  a,  6,  e 
ihrer  Lage  nach  gegeben  sind. 

Das  Doppelverhältnis  des  Punktwurfes  a,  b,  c,  d  drQckt  sich  in  sehr 
einfacher  Weise  durch  den  Parameter  des  Punktes  d  aus;  denn  aus  der 
Gleichung  (23)  folgt,  daß  das  Doppelverhältnis 

(26)  (.abcd)  =  \, 

das  heißt  gleich  dem  reziproken  Werte  des  Parameters  von  d  ist. 

Dcis  Doppelverhältnis  eines  Stab- 
tourfes. Eine  Schar  von  vier  Stäben 
A,  By  C,  2),  deren  Geraden  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen,  und  deren 
Eeihenfolge  {Rangordnung)  in  bestimmter 
Weise,  und  zwar  unabhängig  von  ihrer 
Lage,  festgesetzt  ist,  möge  ein  „Stab- 
wurf" genannt  werden.  Jener  Punkt 
heißt  der  Träger  des  Stabwurfes,  die 
einzelnen  Stäbe  seine  Elemente  (vgl. 
FifiTur  37).     Die  beiden  ersten  Stäbe  Ä 

^  ^  Fig.  87. 

und    B  und    die    beiden    letzten   Stöbe 

C  und  D  eines  Stabwurfes  nennt  man  zugeordnete  Stäbe. 

Die  planimetrischen  Produkte  von  je  zwei  Stäben  eines  Wurfes  unter- 
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scheiden  sich  yoneinander  nur  um  einen  2jahlfaktor;  denn  sie  stellen  (nach 
Gleichung  (8)  des  dritten  Abschnitts)  sämtlich  den  mit  einer  gewissen  Masse 
belasteten  Schnittpunkt  der  vier  Stäbe  dar.  Sie  tragen  also  den  Charakter 
Yon  gleich  benannten  Zahlen.  Der  aus  ihnen  nach  dem  Schema  yon  (1) 
gebildete  Doppelbruch 

ist  daher  wieder  eine  unbenannte  Zahl  und  wird  das  Doppelverhältnis 
des  Stabwurfes  genannt. 

Die  Eigenschaften  dieses  Doppelverhältnisses  entsprechen  genau  denen 
des  Doppelverhältnisses  eines  Punktwurfes.  In  der  Tat  ändert  sich  der 
Wert  des  Doppelverhältnisses  nicht 

erstens,  wenn  man  gleichzeitig  die  Stäbe  eines  jeden  Paares  zu- 
geordneter Stäbe  unter  sich  vertauscht, 

zweitens,  wenn  man  die  beiden  Paare  zugeordneter  Stäbe  miteinander 
vertauscht,  was  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (18)  des  dritten  Abschnitts 
ebenso  wie  bei  einem  Punktwurfe  bewiesen  werden  kann.  Man  erhält  also 
wieder  die  Gleichung 

(28)  (ÄBCD)  =  (BÄDC)  =  {CD  AB)  =  (DCBÄ). 

Außerdem  aber  läßt  sich  auch  zeigen,  daß  das  Doppelverhältnis 
eines  Stabwurfes  von  der  Länge  und  dem  Sinne  seiner  Stäbe  un- 
abhängig ist.  Denn  bezeichnet  man  wieder  mit  Ä\  B\...  Stäbe  von 
der  Länge  1,  die  den  Geraden  der  Stäbe  J,  5, . . .  angehören,  und  deren 
Sinn  noch  beliebig  gewählt  werden  darf,  und  setzt 

A^CiA\  B=hB\..., 

so  stellen  die  Zahlen  a,  b, .  .  .  die  Längen  der  Stäbe  Ay  B, . . .  dar,  ver- 
sehen mit  dem  Plus-  oder  Minuszeichen,  je  nachdem  der  Sinn  der  „ein- 
üachen"  Stäbe  A\  B'y .  . .  mit  dem  Sinne  der  Stäbe  Ay  By .  . .  übereinstimmt 
oder  nicht.  Dann  wird  nach  den  Gleichungen  (20)  des  dritten  Abschnitts 
wieder  wie  oben  bei  dem  Doppelverhältnis  eines  Punktwurfes 

\^^^^)      [CB] '  [DB]      c b  [C'B']  •  bb  [D'JJ'J ' 
das  heißt,  da  sich  sämtliche  Zahlfaktoren  wegheben^ 

(29)  (^5CZ>)-[^j:[^j-L^:^:j:[^^-(4'£'C'Z)'). 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  33:  Das  Doppelverhältnis  eines  Stabwurfes  verhält  sich 
invariant  gegenüber  einer  Änderung  der  Länge  oder  des  Sinnes 
seiner  Stäbe. 

Es  ist  mithin  auch  erlaubt,  statt  von  dem  Doppel  Verhältnis  der  vier 


Abschnitt  6,  Gleichung  (S7)  bii  (80).    Sftlt  88. 
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Stäbe  A^  B,  C,  D  von  dem  DoppdverhaUnis  der  vier  Strahlen  A,  B,  C,  2> 
oder  von  dem  DoppdverhaUnis  des  Sirahltcurfs  A,  B,  C,  D  zn  sprecheti. 
Dabei  soll  unter  „Strahl'' 
eine  beiderseits  unbe- 
grengte  gerade  Linie  yer- 
standen  werden. 

Die  Gleichung  (29) 
ermöglicht  nun  aber 
auch  eine  geometrische 
Deutung  des  Doppel- 
yerhältnisses  von  vier 
Strahlen.  Stellt  man 
nämlich  die  einfachen 
Stäbe  A\  B\....  der 
Gleichung  (29)  als  Pro- 
dukte von  je  zwei  ein- 
fachen Punkten  dar,  von  denen  der  eine  jedes  Mal  der  Schnittpunkt  s 
der  vier  Strahlen  ist,  setzt  also  Ä  =  [sa'],  B'  =  [sh], .  .  .  (vgl.  Figur  38), 
so  liegen  die  Punkte  a,  h, . .  .  auf  einem  mit  dem  Radius  1  um  s  ge- 
schlagenen Kreise,  und  die  Gleichung  (29)  för  das  Doppel  Verhältnis  des 
Strahlwurfes  verwandelt  sich  in 

^  ^      [sc  '  sb]   [sd  ■  ab]^ 

wofür  man  nach  Gleichung  (8)  des   dritten  Abschnitts  auch   setzen  kann 

oder  endlich  r      i  r     ^ 

Hier  sind  dann  die  Produkte  [sac],  [sch\  [saef],  [sdb]  die  FlächenecMen  der 
durch  die  drei  Faktoren  eines  jeden  Produktes  bestimmten  Bhornben\  und 
da  die  Seiten  dieser  Rhomben  die  Länge  1  haben,  so  stimmen  jene  Flächen- 
zahlen überein  mit  den  Längenzahlen  der  Bhombenlwhen,  vorausgesetzt  daS 
man  diesen  Läugenzahlen  das  Plus-  oder  Minuszeichen  gibt,  je  nachdem 
der  Sinn  des  zugehörigen  Rhombus  mit  dem  Sinne  der  Blatteinheit 
übereinstimmt  oder  nicht  (vgl.  Gleichung  (1)  des  dritten  Abschnitts). 

Setzt  man  daher  noch  die  in  diesem  Sinne  bezeichneten  Längen- 
zahlen der  Rhombenhöhen,  das  heißt  der  Abstände  der  Punkte  c  und  d 
von  den  Stäben  A^  B  gleich  p,  p'  und  q,  q',  so  erhält  man  fttr  da» 
Doppelverhältnis  des  Strahlwurfes  die  Darstellung 

(36)  {ABCD)~y-.. 
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Und  beachtet  man  endlich  noch,  daß  fQr  alle  Punkte  eines  Strahles  C> 
der  durch  den  Schnittpunkt  zweier  anderen  Strahlen  Ä  und  B  hindurch- 
geht,  das  Verhältnis  der  Abstände  von  den  Strahlen  A  und  B  denselben 

Wert  besitzt,  so  kann  man  das  Abstandsverhältnis  ^,  des  Punktes  c  von 

P 

den  Strahlen  Ä  und  B  auch  als  das  Abstandsverhältnis  des  Strahles  G 
von  den  Strahlen  Ä  und  B  bezeichnen  und  erhält  somit  den  Satz: 

Satz  34:  Das  Doppelverhältnis  des  Strahlwurfes  Äy  B,  C,  D 
ist  gleich  dem  Quotienten  aus  den  beiden  Abstandsverhält- 
nissen  der  Strahlen  C  und  D  von  den  Strahlen  Ä  und  B. 

Wenn  daher  von  einem  Strahlwurfe  Ä,  B,  C,  D  die  drei  ersten 
Strahlen  Äy  B,  C  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  außerdem  aber  das 
Doppelverhältnis  (AB CD)  des  Wurfes  bekannt  ist,  so  ist  damit  die  Lage 
des  vierten  Strahles  D  eindeutig  bestimmt. 

Da  die  Stäbe  C  und  D  durch  den  Schnittpunkt  von  A  und  B  hin- 
durchgehen, so  lassen  sie  sich  als  Vielfachensummen  von  A  und  B  dar- 
stellen, und  da  es  nicht  sowohl  auf  die  Länge  und  den  Sinn  der  Stäbe 
C  und  2),  als  auf  ihre  Lage  ankommt,  sogar  durch  Gleichungen  von  der 
besonderen  Form 
(31)  0-^  +  9^,  D^A  +  i^By 

in  denen  g  und  ^  Zahlgrößen  sind.  Das  Doppelverhältnis  des  Strahi- 
wurfes  A,  B,  C,  D  läßt  sich  dann  genau  wie  oben  das  Doppelverhältnis 
des  Punktwurfes  durch  diese  beiden  Zahlgrößen  ausdrücken;  denn  es  wird 

^   ^  [CBy[DB]         [ABY    [AB]       1^* 

Der  Strahlwurf  heißt  wieder  harmonisch,  wenn  sein  Doppelverhältnis 
den  Wert  —  1  hat,  wenn  somit  ^  =  —  g  ist.  Die  Ausdrücke  für  die  vier 
Stäbe  eines  harmonischen  Strahl wurfes  besitzen  also  die  Form) 

^,  B,  ^  +  0  J?,  A  -  QBy  '  , 

und  es  gilt  für  einen  harmonischen  Strahl wurf  dann  wieder  der  Satz 
(vgl.  Satz  32): 

Satz  35:  Ein  harmonischer  Strahlwurf  bleibt  harmonisch, 
wenn   man   zwei   zugeordnete  Strahlen  miteinander  vertanscht; 

ist,  so  ist  nicht  nur  wie  bei  jedem  Strahlwurfe  A,  By  0,  D  das 
Doppel  Verhältnis 

(ABCD)  -  (BADC)  -  (OD AB)  -  (DGBA), 
sondern  dieses  Doppelverhältnis  ist  außerdem  noch 
-  (BACD)  -  (ABDC)  -  (DCAB)  -  (GDBA), 


Abschnitt  5,  Gleichiiii|9^  (81)  bU  (86);  Abschnitt  6.     Satz  84  und  86. 
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Man  denke  sich  jetzt  wieder  drei  von  den  Strahlen  eines  Strahl - 
Wurfes,  etwa  die  Strahlen  Ay  B,  C,  fest,  während  man  den  Werten  Strahl  D 
beweglich  läßt,  so  daß  er  das  ganze  Strahlbdschel  mit  dem  Scheitel  [AB] 
durchlaufen  kann.  Dann  kann  man  über  die  Längen  der  beiden  ersten 
Stabe  in  der  Weise  verfügen,  daß  der  dritte  Stab  C  der  „Einheitsstab*^ 
des  Strahlbüschels,  das  heißt  ge- 
rade die  Summe  der  „Grundstäbe^ 
A  und  B  wird,  daß  also 

(33)  C'^A  +  B 

wird  (vgl.  Figur  39).  Der  ver- 
änderliche Stab  D  femer  läßt  sich, 
da  es  auf  seine  Länge  und  seinen 
Sinn  nicht  ankommt,  wieder  in  der 
Form 

(34)  D^A  +  IB 

darstellen.  Hier  ist  die  Zahlgröße  ( 
dem  Strahle  D  eindeutig  zugeordnet, 
sobald  die  Strahlen  A^  By  C  ihrer 
Lage  nach  gegeben  sind,  und  möge 
daher  der  Parameter  des  Strahles 
D  in  bezug  auf  die  drei  Strahlen  Ay 
B,  C  heißen. 

Das  Doppelverhältnis  des  Strahl- 
wurfes Ay  B,  Cy  D  wird  wieder 
(nach  (32)) 

(35)  {ABCD)'»\y 

das  heißt  gleich  dem  reziproken  Werte  des  Parameters  von  D}) 


Fig.  39. 


Abschnitt  6. 

Projektive  Punktreihen  nnd  StrahlbQschel. 

Die  Grundgehilde  der  projektiven  Geometrie  und  ihre  Ziwrdnung.  Der 
Fundamentalsatz.  Man  nennt  die  Gesamtheit  aUer  Punkte  einer  Geraden 
eine  Punktreihe,  jene  Gerade  den  Träger  der  Punktreihe,  die  einzelnen 

1)  Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  in  der  obigen  DarstelluDg  der  Doppelverhalt- 
nisse eines  Punki-  nnd  Strahlwurfes  die  Daalitftt  zwischen  den  Punkten  und  Qeraden 
der  Ebene  durchaus  gewahrt  ist.  In  der  Tat  läßt  sich  der  Ausdruck  (S7)  für  das 
Doppelverhältnis  eines  Strahlwurfes  aus  dem  Ausdrucke  (1)  fflr  das  Doppelverhältnis 
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Punkte  der  Punktreihe  ihre  Elemente.  Ebenso  heißt  die  Gesamtheit 
aller  Strahlen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  ein  Strahlbüschel,  dieser 
Punkt  der  Träger  des  Strahlbüschels,  die  einzelnen  Strahlen  des  Strahl- 
büschels seine  Elemente.  Die  Punktreihe  und  das  Strahlbüschel  werden 
auch  wohl  mit  gemeinschaftlichem  Namen  als  die  Grundgebilde  der 
projektiven  Geometrie  der  Ebene  bezeichnet. 

Denkt  man  sich  in  den  beiden  sich  dualistisch  entsprechenden  Aus- 
drücken 

a  -f  \h     und     A-\-\B 

des  vorigen  Abschnitts  den  Parameter  !  veränderlich,  so  stellen  diese  Aus- 
drücke beziehlich  die  durch  die  Punkte  a  und  h  bestimmte  Punktreihe 
und  das  durch  die  Stäbe  A  und  B  bestimmte  Strahlbüschel  analytisch 
dar,  und  man  hat  zugleich  in  dem  Parameter  f  ein  Mittel  ftlr  die  Zu- 
ordnung zweier  solcher  Grundgebilde  gewonnen. 

Man  kann  nämlich  die  Elemente  zweier  Grundgebilde,  das  heißt  also 
die  Elemente  zweier  Punktreihen  oder  zweier  Strahlbüschel  oder  einer 
Punktreihe  und  eines  Strahlbüschels,  in  solcher  Weise  einander  zuordnen, 
daß  man  den  beiden  Grundelementen  und  dem  Einheitselemente  des  einen 
Gebildes  die  beiden  Grundelemente  und  das  Einheitselement  des  anderen 
Gebildes  zuweist,  außerdem  aber  einem  jeden  beliebigen  Elemente  des  einen 
Gebildes  dasjenige  Element  des  anderen,  das  denselben  Parameter  besitzt. 
Man  sagt  dann,  die  beiden  Grundgebilde  seien  projektiv  aufeinander 
bezogen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  gefundene  geometrische  Bedeutung  des 
Parameters  f  läßt  sich  dann  die  zunächst  rein  formell  gegebene  Erklärung 
projektiver  Grundgebilde  auch  folgendermaßen  geometrisch  formulieren: 

Zwei  Grundgebilde  heißen  projektiv  aufeinander  bezogen, 
wenn  in  jedem  von  ihnen  die  beiden  Grundelemente  mit  dem 
Einheitselemente  und  einem  beliebigen  Elemente  einen  Wurf 
von  demselben  Doppelverhältnis  bilden  wie  die  entsprechenden 
Elemente  in  dem  anderen  Grundgebilde. 

Es  ist  aber  von  besonderer  Wichtigkeit,  daß  die  Invarianz  des  Doppel- 
verhältnisses bei  der  „projektiven  Abbildung*'  eines  Grundgebildes  auch 
ganz  allgemein  für  zwei  beliebige  entsprechende  Würfe  der  beiden  Grund- 
gebilde gilt. 


eines  Panktworfes  einfach  dadurch  ableiten,  daß  mau  iu  dem  letzteren  Ausdruck  die 
vier  Punkte  des  Punktwurfes  durch  die  vier  Stäbe  eines  Strahlwurfes  ersefert,  oder 
was  bei  unserer  Wahl  der  Bezeichnung  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  kleinen  latei- 
nischen Buchstaben  mit  großen  vertauscht.  Bei  der  sonst  üblichen  Behandlung  des 
Gegenstandes  dagegen  ist  die  vollkommene  Dualität  durch  das  Auftreten  der  Sinusfunk- 
tioneu  in  dem  Ausdruck  für  das  Doppelverhältnis  eines  Strahlwurfes  doch  etwas  gestOrt. 
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um  dies  zu  zeigen,  bestimme  man  zunächst  das  Doppelverhältnis  von 
Tier  beliebigen  Punkten  d^f  »  =*  1;  '^,  3,  4  einer  Punktreihe  und  drücke 
dazu  diese  vier  Punkte  mittelst  je  eines  Parameters  t^  durch  die  beiden 
Grundpunkte  a  und  h  der  Punktreihe  aus,  setze  also 

(1)  <^,-a-ff,6,    1-1,2,3,4. 

Dann  wird  das  Doppelverhältnis  des  Punktwurfes  (^j,  </,,  d^,  d^ 

K<h<h^^J       [d^i,]  •  [d,d,\       ((a  +  f,6)(ä4-t.6)]  •  [(a-f-f4*)(a  +  t,6)]» 
oder  da  wegen  (6)  und  (8)  des  zweiten  Abschnitts  das  Produkt 

«t,  [(«  +  W(«  +  W] -(«,-»,)[«&] 

(2)  W'i.<i,rf«)-Jl|:{^I-}; 

und  entsprechend  findet  man  für  das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen 

(3)  D,-A  +  l,B,    i- 1,2,  3,4, 

eines  Strahlbüschels,  das  heißt  für  das  Doppelverhältnis  des  Strahlwurfes 
Dj,  D,,  2)5,  2)4,  genau  denselben  Wei-t: 

(4)  (Z).2).AI>4)  =  JlJ:^. 

Es  ist  also  sowohl  för  einen  Punktwurf  wie  für  einen  Strahlwurf  und 
somit  ganz  allgemein  für  einen  jeden  Wurf  eines  Grundgebildes  das 
Doppelverhältnis  des  Wurfes  eine  bloße  Funktion  der  vier  Parameter 
seiner  Elemente;  dagegen  ist  es  unabhängig  von  der  Lage  und  dem 
„Maßwerte"  (der  Masse  oder  der  Länge)  der  Grundelemente  des  Grund- 
gebildes. 

Sind  daher  zwei  Grundgebüde  durch  Zuordnung  der  Elemente  von 
gleichem  Parameter  projektiv  aufeinander  bezogen,  so  ist  das  Doppelver- 
hältnis irgend  zweier  entsprechenden  Würfe  der  beiden  Grundgebilde  gleich 
groß,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  36:  In  zwei  projektiven  Grundgebilden  ist  das  Doppel- 
verhältnis für  je  zwei  entsprechende  Würfe  beider  Grundgebilde 
gleich  groß. 

Um  die  projektive  Zuordnung  zweier  Grundgebilde  festzulegen,  kann 
man  drei  der  Lage  nach  beliebig  gewählten,  aber  getrennt  liegenden  Ele- 
menten des  einen  Gebildes  drei  ebenfalls  der  Lage  nach  belid)ig  getcählte, 
getrennt  liegende  Elemente  des  andern  zuweisen.  Dadurch  ist  dann  aber  zu 
jedem  vierten  Elemente  des  ersten  Gebildes  das  entsprechende  Element 
des  anderen  eindeutig  bestimmt.  Denn  man  braucht  nur  in  den  beiden 
Grundgebilden  die  Massen  oder  die  Längen  und  den  Sinn  der  beiden  ersten 
Elemente  so  zu  wählen,   daß  das  dritte  Element  das  Einheitselement  des 
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Gebildes  wird,  so  ist  die  gewünschte  Znordnnng  geleistet,  und  diese  Zu- 
ordnung ist  auch  eindeutig. 

Insbesondere  folgt  hieraus  der  Satzr 

Satz  37:  Fundamentalsatz  der  projektiven  Geometrie:  Haben 
zwei  projektive  Grundgebilde  „auf  dem  nämlichen  Träger",  das 
heißt  zwei  projektive  Punktreihen  derselben  Geraden  oder  zwei 
projektive  Strahlbüschel  mit  demselben  Scheitel,  drei  Ele- 
mente entsprechend  gemein^  so  decken  sie  sich  vollständig,  das 
heißt,  sie  haben  je  zwei  entsprechende  Elemente  miteinander 
gemein. 

Perspektive  Grundgebilde.  Der  Ausdruck  „projektive  Zuordnung^  er- 
klärt sich  durch  die  folgenden  neun  Sätze  (vgl.  Satz  38  bis  46): 

Satz  38:  Projiziert  man  eine  Punkt- 
reihe von  einem  außerhalb  ihrer  Geraden 
gelegenen  Punkt  s  aus,  so  erhält  man  ein 
zu  der  Punktreihe  projektives  Strahl- 
büschel. 

In  der  Tat,  bezeichnet  man  die  Gfrond- 
punkte  der  Punktreihe  mit  a  und  h  und  ihre 
„Scheine"  \sd]  und  [sh]  mit  A  und  B^  setzt  also 
[5a]  =  ^  und  \sh']  =  B  (vgl.  Fig.  40),  so  wird 
der  Schein  des  Einheitspunktes  a-{-h  der  Punkt- 
reihe gleich 

\s{a  +  h)-\  =  [sa]  +  [sh\  -A^B, 

das  heißt,  auch  der  Schein  des  Einheitspunktes 
a  -\-h  der  Punktreihe  a,  h  stellt  sich  gerade  als 
Summe  der  aus  den  Grundpunkten  a  und  h  durch 
die  Projektion  hervorgehenden  Grundstäbe  A  und 
^dar.  Ebenso  wird  der  Schein  des  veränderlichen 
Punktes  a  -\-lh  gleich 

\s{a  4-  lh)\  -  [sa\  -f  f[s6J  ^A^IB, 

sein  Parameter  wird  also  gleich  dem  Parameter  des  projizierten  Punktes 
a  -f  f  6 ,  und  es  ist  daher  wirklich  das  Strahlbüschel  A,  B  der  mit  ihm 
„Perspektiven"  Punktreihe  o,  h  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  projektiv 
zugeordnet. 

Ebenso  gilt  auch  der  dualistisch  entsprechende  Satz: 
Satz  39:    Schneidet  man  ein  Strahlbüschel  mit   einer  nicht 
durch  seinen  Scheitel  gehenden  Geraden  G,  so  erhält  man  auf  der 
Geraden  eine  zu  dem  Strahlbüschel  projektive  Punktreihe. 


Ä  +& 


Fig.  40. 
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Denn  bezeichnet  man  die  Grundstabe  des  Büschels  mit  Ä  und  B 
und  setzt  die  Schnittpunkte  der  Geraden  G  mit  diesen  Stäben  gleich  a 
und  hy  oder  bestimmter  ausgedrückt,  bezeichnet  man  die  Produkte  [GÄ\ 
und  [GB\  mit  a  und  hy  setzt  also  \GÄ\^  a  und 
[öJB]  —  6  (vgl.  Figur  41),  so  wird  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  G  mit  dem  Einheitsstabe  A-\-  B  gleich 

[G{A  +  1?)]  -  [GÄ\  +  [GB]  -  a  -f  6 

und  der  Schnittpunkt  mit  dem  veränderlichen  Stabe 
A'{'tB  gleich 

[G{A  -f-  f i?)]  -  {GÄ\  4-  ![ÖBJ  «  a  4-  f6 . 

Diese  beiden  Gleichungen  aber  besagen,  daß  die 
Punktreihe  a,  6  zu  dem  mit  ihr  „Perspektiven" 
Strahlbüschel  Ay  B  projektiv  ist. 

Unmittelbar  aus  dem  Begriff  projektiver  Grund- 
gebilde  folgt   femer  der  Satz: 

Satz  40:  Sind  zwei  Grundgebilde  einem 
dritten  projektiv,  so  sind  sie  auch  unter- 
einander projektiv. 

Und  hieraus  wieder  mit  Rücksicht  auf  die 
Sätze  38  und  39: 

Satz  41:  Zwei  „Perspektive"  Punktreihen, 
das  heißt  zwei  Punktreihen,  welche  Schnitte 
eines  und  desselben  Strahlbüschels  sind, 
sind  projektiv.     Und 

Satz  42:  Zwei„perspektive"  Strahlbüschel, 
das  heißt  zwei   Strahlbüschel,   welche   Scheine   einer  und   der- 
selben Punktreihe  sind,  sind  projektiv. 

Bei  mehrmaliger  Anwendung   des  Satzes  40   folgen   femer   aus   den 
Sätzen  38  und  39  die  weiteren  Sätze: 

Satz  43:  Zwei  Punktreihen,  welche  die  Schnitte  zweier  pro- 
jektiven Strahlbüschel  sind,  sind  selbst  projektiv.     Und 

Satz  44:  Zwei  Strahlbüschel,  welche  die  Scheine  zweier  pro- 
jektiven Punktreihen  sind,  sind  selbst  projektiv. 

Ferner  der  allgemeine  Satz: 

Satz  45:  Zwei  Grundgebilde,  die  auseinander  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  „Perspektive"  entstehen,  sind  projektiv. 

Zu  den  beiden  Sätzen  38  und  39  bildet  der  folgende  Satz  eine  Um- 
kehrung : 

Satz  46:  Ist  ein  Strahlbüschel  projektiv  auf  eine  Punktreihe 
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bezogen,  und  gehen  drei  Strahlen  des  StrahlbQschels  durch  die 
entsprechenden  Punkte  der  Punktreihe  hindurch,  so  ist  das 
Strahlbüschel  ein  Schein  der  Punktreihe,  oder  anders  aus- 
gedrückt, so  liegen  die  beiden  Grundgebilde  zueinander  per- 
«pektiv. 

Zum  Beweise  projiziere  man  die  Punktreihe  von  dem  Scheitel  des 
Strahlbüschels  aus  durch  ein  Hülfsstrahlbüschel,  so  ist  dieses  neu  ent- 
stehende Hülfsstrahlbüschel  nach  Satz  38  zu  der  gegebenen  Pnnktreihe 
projektiv,  folglich  nach  Satz  40  auch  zu  dem  gegebenen  Strahlbüschel. 

Diese  beiden  Strahlbüschel  haben  nun  aber  drei  Strahlen  entsprechend 
gemein,  nämlich  die  drei  Strahlen,  welche  nach  der  Voraussetzung  durch 
die  drei  entsprechenden  Punkte  der  Punktreihe  gehen;  folglich  fallt  nach 
-dem  Fundamentalsatze  der  projektiven  Geometrie  (Satz  37)  das  gegebene 
Strahlbüschel  mit  dem  Hülfsstrahlbüschel  zusammen  und  ist  daher  wirk- 
lich der  Schein  der  Punktreihe. 

Aus  dem  Fundamentalsatze  (Satz  37)  folgert  man  weiter  die  beiden 
wichtigen  Sätze: 

Satz  47:  Haben  zwei  projektive  Punktreihen  auf  ver- 
schiedenen Trägern  den  Schnittpunkt  ihrer  Geraden  ent- 
sprechend gemein,  so  liegen  sie  perspektiv,  das  heißt,  sie  sind 
Schnitte  eines  und  desselben  Strahlbüschels. 

Satz  48:  Haben  zwei  projektive  Strahlbüschel  mit  ver- 
schiedenen Trägern  (Scheiteln)  die  Verbindungslinie  ihrer 
Scheitel    entsprechend    gemein,    so    liegen    sie    perspektiv,    das 

heißt,  sie  sind  Scheine  einer  und 
derselben  Punktreihe. 

Zum  Beweise  von  Satz  47  be- 
zeichne man  den  sich  selbst  entsprechen- 
den Schnittpunkt  der  Trager  T^  und 
T,  der  beiden  Punktreihen  mit  a 
(vgl.  Figur  42),  verbinde  ferner  irgend 
zwei  weitere  Paare  zugeordneter 
Punkte  \  und  6j,  Cj  und  Cj  miteinander 
und  bezeichne  den  Schnittpunkt  der 
Verbindungslinien  mit  s.  Projiziert  man 
dann  von  dem  Punkt  s  aus  die  beiden 
projektiven  Punktreihen  durch  zwei  Strahlbüschel,  so  sind  diese  beiden  Strahl- 
büschel als  Scheine  zweier  projektiven  Punktreihen  zueinander  projektiv  (vgl 
Satz  44).  Sie  haben  aber  überdies  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  [sd\ 
und  [sa]y  [s6J  und  [sfe,],  [scj  und  [sc,]  miteinander  gemein  und  fallen  daher 
nach  dem   Fundamentalsatze  (Satz  37)   in  ein  einziges  Strahlbüschel   zu- 


Fig.  45. 
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sammen.  Die  beiden  Puiiktreihen  sind  somit  wirklich  Schnitte  eines  und 
desselben  Strahlbüschels.  Man  erhält  also  zu  einem  beliebigen  vierten 
Punkt  Xj  der  ersten  Punktreihe  den  entsprechenden  Punkt  x,  der  zweiten 
Punktreihe,  indem  man  den  Punkt  x^  mit  dem  y^Perspektivitatszentrum^'  8 
verbindet  und  die  Verbindungslinie  mit  der  Geraden  T,  zum  Schnitt  bringt. 
Dann  ist  der  Schnittpunkt  der  gesuchte  Punkt  x^. 

Zum  Beweise  des  Satzes  48  andererseits  bezeichne  man  die  sich  selbst 
entsprechende  Verbindungslinie  der  Trager  (Scheitel)  t^  und  t^  der  beiden 
Strahlbüschel  mit  Ä  (vgl.  Fi- 
gur 43),  konstruiere  femer  die 
Schnittpunkte  zweier  weiteren 
Paare  zugeordneter  Strahlen  -Bj 
und  -Bj,  Cj  und  C,  und  ver- 
binde sie  miteinander  durch  eine 
Gerade  G.  Schneidet  man  dann 
die  beiden  projektiven  Strahl- 
büschel durch  die  Gerade  G, 
so  erhält  man  auf  ihr  zwei  Punkt- 
reihen, die  als  Schnitte  zweier 
projektiven  Strahlbüschel  zueinander  projektiv  sind  (vgl.  Satz  43).  Diese  Punkt- 
reihen haben  aber  überdies  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  [GÄ]  und 
[G  Ä],  [GB^]  und  {GB^],  [G  CJ  und  [G  C,]  miteinander  gemein  und  fallen  daher 
nach  dem  Fundamentalsatze  (Satz  37)  in  eine  einzige  Punktreihe  zusammen. 
Die  beiden  Strahlbüschel  sind  somit  wirklich  Scheine  einer  und  derselben 
Punktreihe.  Insbesondere  erhält  man  zu  einem  beliebigen  vierten  Strahle  Ui 
des  ersten  Strahlbüschels  den  entsprechenden  Strahl  C/,  des  zweiten  Strahl- 
büschels^  indem  man  den  Strahl  U^  mit  der  „Perspektivitätsachse"  G  zum 
Schnitt  bringt  und  den  Schnittpunkt  mit  t^  verbindet  Dann  ist  die  Ver- 
bindungslinie der  gesuchte  Strahl   U^. 

Eerstdlung  der  projektiven  Besneliutig  zweier  Grundgebilde  durch  mehr- 
fache Anwendung  der  Perspektive.  Bndlich  aber  gilt  auch  die  Ümkehrung 
des  Satzes  45,  nämlich  der  Satz: 

Satz  49:  Je  zwei  beliebig  gelegene  projektive  Grundgebilde 
lassen  sich  durch  wiederholte  Anwendung  der  Perspektive  auf- 
einander beziehen. 

Beweis:  Wie  oben  (vgL  Seite  61  f.)  gezeigt  ist,  läßt  sich  die  projektive 
Beziehung  zweier  Grundgebilde  stets  eindeutig  dadurch  festlegen,  daß  man 
drei  beliebig  gewählten,  getrennten  Elementen  des  einen  Gebildes  drei 
beliebig  gewählte,  getrennte  Elemente  des  anderen  zuweist.     Andererseits 
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wird  nach  Satz  45  durch  jede  Folge  von  Perspektiven  Abbildungen  eine 
projektive  Abbildung  vermittelt.  Gelingt  daher  die  Lösung  der  Aufgabe, 
durch  mehrfache  Anwendung  der  Perspektive  eine  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Grundgebilden  herzustellen,  vermöge  deren  die  drei  gegebenen 
Elemente  des  ersten  Grundgebildes  auf  die  drei  gegebenen  Elemente  des 
zweiten  abgebildet  werden,  so  ist  die  gewünschte  projektive  Zuordnung 
der  beiden  Grundgebilde  durch  eine  Folge  perspektiver  Abbildungen  ge- 
leistet. 

#  Wir  lösen  diese  Aufgabe  gesondert  für  zwei  Punktreihen,  zwei  Strahl- 
büschel und  für  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel. 

ZtiniUiist  far  zwei  Punktreihen:  ^^^  ^^^   j^^   ^   ^^   j^i  ^^ 

trennt  liegenden  Punkte  der  ersten 
Punktreihe  (mit  dem  Trager  T^), 
welche  durch  die  projektive  Ab- 
bildung in  die  drei  getrennt  lie- 
genden Punkte  Og,  6,,  c,  einer 
zweiten  Punktreihe  (mit  dem  Trager 
Tj)  übergeführt  werden  sollen, 
so  nehme  man  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden A  =  [^^i^]  eines 
Paares  a^,  o^  zweier  zugeordneten 
Punkte  der  beiden  einander  ent- 
sprechenden PunkttripeP)  zwei  be- 
ziehlich  von  a^  und  a,  verschiedene 
und  überdies  nicht  zusammenfal- 
lende,  im   übrigen    aber   beliebige 

,  ,        .     .         ^.     y    '^       T^     1  i  Punkte  s,  imd  s,  an  (vgl.  Figur  44) 

und  konstruiere  die  beiden  Punkte  *  -»        >  o       o 

6  —  [äi^i  •  s,6j]     und     c  =»  [SjCi  •  s^c^], 

verbinde  femer  die  Punkte  h  und  c  durch  die  Hülfsgerade  H  —  [6c]. 
Wegen  der  räumlichen  Verschiedenheit  der  Punkte  a„  tj  und  Cj,  o,,  h^  und  c^ 
kann  dabei  diese  Gerade  H  weder  durch  den  Punkt  s^  noch  durch  den 
Punkt  5,  hindurchgehen.  Bringt  man  dann  noch  die  Hülfsgerade  H  zum 
Schnitt  mit  der  Geraden  A  =  [oj  a,]  im  Punkt  a,  so  sind  sowohl  die 
Punkte  Oj,  &,,  q  wie  die  Punkte  o,,  6,,  c^  perspektiv  auf  die  Punkte  a,  b, 
c  abgebildet. 


1)  Von  den  Punkten  dieses  Paaret  möge  nur  vorausgesetst  werden,  daß  nicht 
gerade  einer  von  ihnen  mit  dem  Schnittpunkt  [Tj  r,J  der  Träger  beider  Punktreihen 
xuBammenf&llt,  wodurch  wir  den  Fall  ausschliefien,  daß  der  Strahl  A  mit  einer  dieser 
beiden  Geraden  T^  und  T,  identisch  sei. 
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Bezieht  man  daher  die  ganze  Ponktreihe  a^h^Ci  .  . .  vermittelst  der 
Punktreihe  abc  . . .  perspektiv  auf  die  Punktreihe  a,&,^  .  .  .,  so  ist  damit 
wirklich,  wie  oben  gefordert  wurde,  die  projektive  Beziehung  der  beiden 
Punktreihen  a^b^c^ . , .  und  a^b^c^  . .  .  durch  eine  Folge  perspektiver  Ab- 
bildungen  dargestellt.  Insbesondere  kann  man  zu  jedem  beliebigen 
Punkt  Xj  der  Punktreihe  alb^c^  . .  .  den  entsprechenden  Punkt  x^  der 
Punktreihe  a^b^c^ . . .  konstruieren,  indem  man  zuerst  zu  dem  Punkt  x^ 
der  ersten  Punktreihe  durch  Perspektive  Abbildung  von  s^  aus  den  ent- 
sprechenden Punkt  X  der  Hülfspunktreihe  abc  . .  .  bestimmt  und  dann  zu 
diesem  durch  Perspektive  Abbildung  von  5,  aus  den  zugeordneten  Punkt  x^ 
der  zweiten  Punktreihe. 

Zweitens  für  zwei  Strahlbüschel: 

Sind  A^y  Bi,  C\  die  drei  räumlich  verschiedenen  Strahlen  des  ersten 
Strahlbüschels  (mit  dem  Scheitel  5^),  welche  durch  die  projektive  Ab- 
bildung in  die  drei  raumlich  ver- 
schiedenen Strahlen  A^,  B^,  (7, 
des  zweiten  Strahlbüschels  (mit  dem 
Scheitel  5,)  übergeführt  werden 
sollen,  80  lege  man  durch  den  Schnitt- 
punkt a  =  [Ä^  Ä^]  eines  Paares 
A^  und  Af  zweier  zugeordneten 
Strahlen  der  beide':  einander  ent- 
sprechenden Strahltripel^)  zwei  be- 
ziehlich  von  A^  und  A^  verschie- 
dene und  überdies  nicht  zusammen- 
fallende, im  übrigen  aber  beliebige 
gerade  Linien  G^  und  G^  hindurch 
(vgl.  Figur  45)  und  konstruiere 
die  beiden  Geraden 

B^[GiB,'G,B^]    und 

beide  mögen  sich  in  dem  Hülfspunkt 

h  =  [BC]  schneiden.     Wegen   der 

raumlichen  Verschiedenheit  der  Strahlen  -ij,  B^  und  C^,  A^,  B^  und  C,  kann 

dabei  dieser  Punkt  //  weder  der  Geraden  Gi  noch  der  Geraden  Gj  angehören. 


Fig.  45. 


1)  Von  den  Strahlen  dieses  Paare»  möge  nur  vorausgesetzt  werden,  daß  nicht  gerade 
einer  von  ihnen  mit  der  Verbindungslinie  [s^ «,]  der  Scheitel  beider  StrahlbOschel  sn- 
sammenfällt,  wodurch  wir  den  Fall  ausschließen,  daß  der  Ponkt  a  mit  einem  dieser 
beiden  Scheitel  «^  und  «,  identisch  sei. 
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Verbindet  man  dann  noch  den  Punkt  a  mit  dem  Hülfsponkt  h  durch  die  Oe- 
rade  A,  so  sind  sowohl  die  Strahlen  A^,  B^,  C^  wie  die  Strahlen  A^y  B^^ 
C,  perspektiv  auf  die  Strahlen  A,  B,  C  abgebildet. 

Bezieht  man  daher  das  ganze  Strahlbüschel  A^B^C^  . . .  yermittelst 
des  Strahlbüschels  ABC . .  .  perspektiv  auf  das  Strahlbüschel  A^B^C^ . .  ., 
80  ist  damit  wirklich,  wie  oben  gefordert  wurde,  die  projektive  Beziehung 
der  Strahlbüschel  A^B^Ci . . .  und  A^B^C^ . . .  durch  eine  Folge  perspek- 
tiver Abbildungen  dargestellt.  Insbesondere  kann  man  zu  jedem  beliebigen 
Strahle  L\  des  Strahlbüschels  A^B^C^  , .  .  den  entsprechenden  Strahl  Uj 
des  Strahlbüschels  A^B^C^  .  .  .  konstruieren,  indem  man  zuerst  zu  dem 
Strahle   üi  des   ersten  Strahlbüschels   vermittelst  der  Perspektivitatsachse 

Gl  den  entsprechenden  Strahl 
ü  in  dem  Hülfsstrahlbüschel 
ABC  .  .  .  bestimmt  und  zu 
diesem  vermittelst  der  Perspek- 
tivitatsachse Gj  den  zugeord- 
neten Strahl  ?7,  des  zweiten 
Strahlbüschels. 

Der  driUeY^M,  näralich  der 
Fall  der  projektiven  Beziehung 
einer  Punktreihe  und  eines 
StrahlbOschels,  läßt  sich  leicht 
auf  einen  der  beiden  eben  be- 
handelten FäUe  zurückführen. 
Die  in  den  Figuren  44 
und  45  gegebenen  Konstruk- 
tionen versagen  nur  dann,  wenn 
die  beiden  projektiven  Punkt- 
reihen derselben  Geraden  an- 
gehören, oder  die  beiden  pro- 
t  jektiven  Strahlbüschel  konzen- 
trisch sind.  Doch  kann  man 
sich  in  diesen  Fallen  leicht  da- 
durch helfen,  daß  man  zu- 
nächst die  beiden  Punktreihen 
perspektiv  auf  zwei  nicht  kon- 
zentrische Strahlbüschel  bezieht 
oder  im  anderen  Falle  die 
beiden  konzentrischen  Strahl- 
büschel perspektiv  auf  zwei 
Punktreihen  abbildet,  die  nicht  derselben  Geraden  angehören,  und  sodann 
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die  projektive  Beziehung  zwischen  jenen  beiden  nicht  konzentrischen  Strahl- 
büscheln und  diesen  beiden  Punktreihen  nach  dem  in  Figur  44  und  45  be- 
nutzten Verfahren  herstellt. 

Liegen  zum  Beispiel  die  beiden  Punktreihen,  deren  Projektivitat  durch 
die  Tripel  üibiC^  und  a,&,c,  entsprechender  Punkte  festgelegt  werden  soll, 
auf  der  nämlichen  Geraden  (dem  gemeinschaftlichen  Träger)  T  (vgl.  Figur  46), 
80  projiziere  man  die  drei  Punkte  a^,  ftj,  Cj  von  einem  nicht  der  Geraden  T 
angehörenden,  aber  sonst  beliebigen  Punkt  8^  aus  durch  die  Strahlen 
Ä^,  Bif  Ci,  und  die  Punkte  o,,  6,,  c,  von  einem  ebenfalls  nicht  auf  T 
liegenden  und  überdies  von  s^  verschiedenen  Punkt  5,  aus  durch  die 
Strahlen  -4,,  B^,  C,,  bringe  die  beiden  Strahlen  A^  und  A^  zum  Schnitt 
im  Punkt  a  und  ziehe  durch  a  die  Geraden  G^  und  G^,  welche  die 
Strahlen  B^,  C^  und  jB,,  C,  in  den  Punkten  6,',  d  und  hi,  ci  treffen 
mögen;  verbinde  hl  mit  6i  und  ci  mit  d,  der  Schnittpunkt  ihrer  Verbin- 
dungslinien heiße  h. 

Ist  jetzt  x^  ein  beliebiger  Punkt  der  ersten  Punktreihe,  und  soll  zu 
ihm  der  entsprechende  Punkt  x^  konstruiert  werden,  so  verbinde  man  x^ 
mit  Sj  durch  den  Strahl  X,,  schneide  ihn  durch  die  Gerade  G^  in  Xi, 
verbinde  xi  mit  h  und  schneide  die  Verbindungslinie  mit  der  Geraden  G^ 
in  xi,  verbinde  endlich  5,  mit  xi  durch  den  Strahl  X^,  so  schneidet  dieser 
den  Träger  T  der  beiden  Punktreihen  in  dem  gesuchten  Punkt  a:,. 


Abschnitt  7. 
Die  Kurven  zweiter  Ordnung  nnd  zweiter  Klasse  als  Erzengnisse  projek- 
tiver Strahlbfischel  und  Punktreihen. 

Die  projektive  Beziehung  zweier  Grundgebilde  gewinnt  ein  besonderes 
Interesse,  wenn  man  die  ,^rzeugnisse  zweier  gleichartigen  projektiven 
Grundgebilde"  ins  Auge  faßt,  wenn  man  also  erstens  „das  Erzeugnis  zweier 
projektiven  Strahlbüschel"  betrachtet,  das  soll  heißen  den  geometrischen 
Ort  der  gemeinsamen  Punkte  je  zweier  entsprechenden  Strahlen  dieser  pro- 
jektiven Strahlbüschel,  und  zweitens  „das  Erzeugnis  zweier  projektiven 
Punktreihen",  das  heißt  das  Umhüllungsgebilde  der  Verbindungslinien  je 
zweier  entsprechenden  Punkte  dieser  projektiven  Punktreihen. 

D<is  Erzeugnis  zweier  projektiven  Strahlbüschel.  Legt  man  die  projek- 
tive Beziehung  zweier  projektiven  Strahlbüschel  dadurch  fest,  daß  man 
drei  beliebigen  Strahlen  des  ersten  Büschels,  welche  die  Stäbe  A,  B^  C 
enthalten,   drei    beliebige  Strahlen    des  anderen  Büschels   mit  den  Stäben 
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Dy  E,  I  zuweist,  und  bestimmt  die  Länge  und  den  Sinn  der  Stabe  A 
und  Bf  D  und  E  in  der  Weise,  daß 

(1)  (7  -  ^  -f-  /i    und    2?'  =  2)  +  J5; 

wird,  80  sind  die  beiden  Strahlbüschel  projektiv  aufeinander  bezogen, 
wenn  man  allgemein  für  jeden  Wert  der  reellen  Zahlgröße  !  dem  Strahle 
A  -\-  IB  des  ersten  Strahlbüschels  den  Strahl  D  ■\-lE  des  zweiten  Strahl- 
büschels zuweist. 

Dabei  setzen  wir  nur  voraus,  daß  nicht  gerade  alle  drei  Strahlen  des 
Strahltripels  A,BjC  mit  den  entsprechenden  Strahlen  des  Strahltripels 
D,  Ey  F  zusammenfallen,  weil  sonst  nach  dem  Fundamentalsatze  (Satz  37) 
überhaupt  je  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden  projektiven  Strahl- 
büschel in  eine  Gerade  zusammenfallen  würden,  das  Erzeugnis  der  beiden 
projektiven  Strahlbüschel  also  durch  samtliche  Punkte  der  Ebene  gebildet 
werden  würde,  was  wir  ausschließen  wollen.*) 

Die  Gleichungen  zweier  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  pro- 
jektiven Strahlbüschel  lauten: 

[x(A  i- IB)]  =  0    und     [x{D -\- IE)]  =^  0    oder 

(2)  [xA]-{-t[xB]  =  0    und     [xD]  + t\xE]=^0', 

und  diese  beiden  Gleichungen  stellen  bei  ge- 
gebenem t  zusammen  den  gemeinsamen  Punkt 
(oder  auch  die  gemeinsamen  Punkte)  zweier 
einander  zugeordneten,  dem  Para- 
meterwerte f  entsprechenden  Strah- 
len beider  Büschel  dar.  Bei  veränderlichem 
f  sind  sie  also  die  simultanen  Gleichungen 
für  die  Kurve  der  gemeinsamen  Punkte  ent- 
sprechender Strahlen  beider  Strahlbfischel, 
das  heißt  für  das  „Erzeugnis  der  beiden  pro- 
jektiven Strahlbüschel"  (vgl.  Figur  47). 

Man   erhält  für  diese  Kurve  eine  einzige 
Gleichung,  wenn  man   aus    den   beiden    Glei- 
chungen (2)  den  Parameter  !   eliminiert,  wo- 
durch sich  die  Gleichung  ergibt: 

[XÄ],  [xB] 
[xD],  [xE] 


[{A  +  tB){D  +  tE)] 


(3) 


—  0       oder 


1)  Dagegen  lassen  wir  es  dahingestellt,  ob  die  Scheitel  der  beiden  projektiven 
Strablbüschel  getrennt  liegen  (Figur  47  und  48),  oder  ob  sie  in  einen  Punkt  su- 
sammenfallen. 


Abrohnitt  7,  Gleicbnng  (1)  bit  (6).  71 

(4)  [xÄi[xE]-[xSi[xD]-0, 

das  heiBt  eine  Zahlgleichung,  die  in  bezug  auf  x  vom  zweiten  Grade  ist. 
Um  die  geometrische  Bedeutung  einer  Gleichung  dieser  Art  zu  finden, 
frage  man  nach  der  Anzahl  der  Schnittpunkte,  die  eine  durch  eine  solche 
Gleichung  dargestellte  Kurve  mit  einer  beliebigen  Geraden  [yz]  der  Ebene 
gemein  hat.  Dazu  substituiere  man  in  die  Gleichung  (4)  anstatt  x  den 
Ausdruck  y  -{-  f^z  des  laufenden  Punktes  der  Geraden  [j^z]  und  erhalt  so 
für  den  Parameter  ^  ihres  Schnittpunktes  eine  Zahlgleichung  zweiten 
Grades.  Wird  diese  Gleichung  nicht  durch  jeden  Wert  von  ^  erfüllt,  so 
daß  also  die  ganze  Gerade  [yz]  der  Kurve  (4)  angehört  (vgl.  Figur  48), 
so  liefert  sie  fQr  den  Parameter  ^  zwei  Werte  1^  und  ^„  und  es  sind  dann 
die  Punkte 
(6)  a^i  — y  +  ^i^    und     x^  =  y-\-\^^z 

die  Schnittpunkte  der  Geraden  [yz]  mit  der  Kurve  (4).  Die  durch  die 
Gleichung  (4)  dargestellte  Kurve  hat  also  mit  jeder  Geraden,  die  nicht 
ganz  der  Kurve  angehört,  zivei  Punkte  gemein,  die  allerdings  auch  zu- 
sammenfallen oder  konjugiert  komplex  sein  können.  Und  Entsprechendes 
gilt  offenbar  überhaupt  für  jedes  ebene  geometrische  Gebilde,  das  durch 
eine  Zahlgleichung  zweiten  Grades  in  bezug  auf  einen  veränderlichen 
Punkt  X  dargestellt  wird,  vorausgesetzt  wenigstens,  daß  diese  Gleichung 
nicht  identisch  erfüllt  ist,  das  heißt  nicht  durch  jeden  Punkt  x  der  Ebene 
befriedigt  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Beziehung  zu  den  Geraden  der  Ebene  nennt 
man  allgemein  ein  ebenes  geometrisches  Gebilde,  dessen  Gleichung  hin- 
sichtlich des  laufenden  Punktes  x  eine  nicht  identisch  erfüllte  Zahl- 
gleichung zweiten  Grades  ist,  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Man  kann  dann  das  gewonnene  Ergebnis  folgendermaßen  aussprechen: 

In  der  Ebene  ist  das  Erzeugnis  zweier  projektiven  Strahlbüschely  die 
nicht  gerade  strahlweise  zusammenfallen^  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Auf  dieser  Kurve  liegen  außer  den  Schnittpunkten  entsprechender 
Strahlen,  denen  die  Parameterwerte  0,  cx),  1  und  f  zugehören,  nämlich 
den  Punkten 

[ÄDl  [BE],  [CF]    und     [{Ä -^  tB){D -^  tE)], 

(vgl.  Figur  47)  auch  noch  die  beiden  Punkte  [ÄE]  und  [DE],  das  heißt 
die  Scheitel  der  beiden  [die  Kurve  erzeugenden  projektiven  StrahlbüscheL 
Denn  setzt  man  in  der  Gleichung  (3)  x  gleich  einem  dieser  beiden  letzten 
Produkte,  so  verschwinden  in  der  Determinante  von  (3)  die  Glieder  einer 
ZeQe.  Es  gehören  also  der  von  den  beiden  projektiven  Strahlbüscheln  er- 
zeugten Kurve  zweiter  Ordnung  außer  den  vier  erstgenannten  Schnittpunkten 
entsprechender  Strahlen  atich  die  Scheitd  [ÄE]  und  [DE]  der  beiden  Strahl- 
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hüschd  an.  Dies  verstellt  sich  übrigens  geometrisch  von  selbst.  Denn 
faßt  man  den  Verbindungsstrahl  V  der  Scheitel  [AE\  und  [DE]  der 
beiden  Strahlbüschel  als  Strahl  des  Büschels  A-{-\B  auf,  so  schneidet 
er  den  entsprechenden  Strahl  des  Büschels  D  -f  fjfiJ  sicher  in  dessen 
Scheitel  [I)E]\  und  faßt  man  ihn  als  Strahl  des  Büschels  D  -\-\E  auf,  so 
schneidet  er  den  zugeordneten  Strahl  des  Büschels  A-\-lB  in  dessen 
Scheitel  [AB]. 

Beliebig  viele  Punkt«?  der  Kurve  zweiter  Ordnung  kann  man  finden, 
wenn  man  nach  dem  durch  Figur  45  dargestellten  Verfahren  zu  beliebig 
gewählten  Strahlen  des  einen  Strahlbüschels  die  entsprechenden  Strahlen 
des  anderen  konstruiert.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  je  zweier  solcher  ent- 
sprechenden Strahlen  ein  weiterer  Punkt  der  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  schließlich  in  dem  Satze  zu- 
sammen: 

Satz  50:  Zwei  projektive  Strahlbüschel  einer  Ebene,  die 
nicht  gerade  strahlweise  zusammenfallen,  bestimmen  durch  die 
gemeinsamen  Punkte  entsprechender  Strahlen  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung,  der  auch  die  Scheitel  der  beiden  Strahlbüschel  an- 
gehören. 

Der  Fall  perspektiver  Sirahlbüschel.  Eine  besondere  Betrachtung  ver- 
dient noch  der  Fall,  wo  die  beiden  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  erzeu- 
genden projektiven  Strahlbüschel  perspektiv  liegen. 

Sind  a,bj  c  drei  Punkte  der  Perspektivitätsachse,  so  wähle  man  die 
Massen  der  beiden  ersten  Punkte,  das  heißt  der  Punkte  a  und  6,  in  der 
Weise,  daß 

(6)  a-\-h^c 

wird.  Sind  dann  s  und  t  die  Scheitel  der  beiden  projektiven  Strahl- 
bÜBchel,  so  wird  zugleich 

(7)  [sa]  -f  [sh]  «  [sc]    und     [ta]  +  [th]  -  [tc]. 
Die  sechs  Produkte 

[sal  [shl  [sc]    und     [ta],  [th],  [tc] 

entsprechen  also  genau  den  Bedingungen,  die  oben  in  den  Gleichungen  (1) 

an  die  6  Stäbe 

A,     B,     C      und     D,      E,     F 

gestellt  sind.  Man  erhält  daher  die  der  obigen  cUlgemeinen  Entwicklung 
entsprechende  Darstellung  des  Erzeugnisses  zweier  Perspektiven  Strahl- 
büschel, wenn  man  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4) 

(8)  A  -  [sa],  B  -  [8b]    und    7)  -  [ta],  E  -  [tb] 


Abschnitt  7,  Gleichung  (6)  bis  (10).     S»iz  60  tind  61. 
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setzt. 


(9) 


Dadurch  verwandelt  sich  insbesondere  die  Gleichung  (3)  in 
[xsa],  [xsb] 
[xta],  [xtb] 


0; 


und  diese  Gleichung  wird  nicht  nur  erftült  durch  die  samtlichen  Punkte 
der  Perspektivitatsachse  und  die  Scheitel  s  und  t  der  beiden  perspektiTen 
Strahlbfischel,  sondern  zugleich 
auch  durch  alle  Punkte  auf  der 
Verbindungslinie  von  s  und  t 
(vgL  Figur  48);  denn  fQr  a:  =  o, 
ic  —  6,  a;  —  s  und  x  =»  t  ver- 
schwinden die  Elemente  einer 
Spalte  oder  Zeile  der  Determi- 
nante in  (9),  und  für  x  =  a  -|-  16 
und  X  =  s -}- ^t  sind  die  Ele- 
mente der  einen  Spalte  oder  Zeile 
denen  der  anderen  proportional. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  51:  Liegen  zwei  pro- 
jektive Strahlbüschel  per- 
spektiv,  so  zerfällt  die  von  ihnen  erzeugte  Kurve  zweiter  Ord- 
nung in  ein  Linienpaar,  das  aus  der  Perspektivitätsachse  der 
beiden  Perspektiven  Strahlbüschel  und  der  Verbindungslinie 
ihrer  beiden  Scheitel  gebildet  wird. 

Die  Gleichung  (9)  stellt  übrigens  auch  dann  noch  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung,  nämlich  die  „doppeltzählende  Gerade  [ah]"  dar,  wenn  die 
beiden  Punkte  s  und  t  der  Geraden  [ab]  angehören. 


Fig.  48. 


Das  Erzeugnis  zweier  projektiven  Funktreihen.  Legt  man  die  projek- 
tive Beziehung  zweier  projektiven  Punktreihen  dadurch  fest,  daß  man  drei 
beliebigen  Punkten  o,  6,  c  der  ersten  Punktreihe  drei  beliebige  Punkte  d, 
e,  f  der  zweiten  Punktreihe  zuweist,  und  bestimmt  die  Massen  der  Punkte 
a  und  6,  d  und  e  in  der  Weise,  daß 

(10)  c-a-h6     und    /"^rf-f-c 

wird,  so  sind  die  beiden  Punktreihen  projektiv  aufeinander  bezogen,  wenn 
man  allgemein  dem  Punkt  a  -f  !6  der  ersten  Punktreihe  den  Punkt 
d  -\-\e  der  zweiten  Punktreihe  zuordnet. 

Dabei  setzen  wir  wieder  voraus,  daß  nicht  gerade  alle  drei  Punkte  des 
Punkttripeis    a,  6,  c    mit    den    entsprechenden   Punkten    des    PunkttripeU 
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d,  Cj  f  zusammenfallen,  weil  sonst  nach  dem  Fundamentalsatze  (Satz  37) 
überhaupt  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  projektiven  Punktreihen 
in  einen  Punkt  zusammenfallen  würden,  was  wiederum  zur  Folge  hätte, 
daß  überhaupt  jede  Gerade  der  Ebene  dem  Erzeugnis  der  beiden  projek- 
tiven Punktreilien  angehört.  Diesen  Fall  aber  wollen  wir  von  der  Betrachtung 
ausschließen.  Dagegen  lassen  wir  es  dahingestellt,  ob  die  Träger  der  beiden 
projektiven  Punktreihen  durch  zwei  verschiedene  Geraden  gebildet  werden  (vgl. 
Figur  49  und  50)  oder  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammenfaUen. 
Bezeichnet  man  dann  noch  mit  ü  einen  seiner  Lage  nach  veränder- 
lichen Stab  der  Ebene,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  beider  Punktreihen  in  der  Form  schreiben: 

[£7(a -f  f ft)]  =  0    und     [U{d^-U)'\^0    oder 
(11)  [ü^al-f  f[CT]  =  0    und     [^rf]  +  f[[7c]  =  0. 

Jeder  einzelnen  von  diesen  Gleichungen  (11)  genügen  dann  bei  gegebenem 
f  die  sämtlichen  Geraden  Z7,  welche  durch  den  zugehörigen  Punkt  a-\-lh 
oder  d  •\-le  der  betreffenden  Punktreihe  hindurchgehen.  Die  beiden 
Gleichungen  (11)  jsusammem/enammen  stellen  daher  bei  fest  gegebenem  t 
die  Verbindungsgerade  U  der  beiden  einander  zugeordneten,  dem  Para- 
meter f  entsprechenden  Punkte 
beider  Punktreihen  dar  und  nur 
dann  ein  ganzes  Strahlbüschel, 
wenn  die  beiden  Punkte  a  -\-  th 
und  d  -\-te  in  einen  Punkt  zu- 
sammenfaUen, nämlich  das  Strahl- 
büschel, das  diesen  Punkt  zum 
Scheitel  hat.  Bei  veränderlichem 
!  sind  also  die  Gleichungen  (11) 
die  simultanen  Gleichungen  für 
die  Umhüllungskurve  der  Ver- 
bindungslinien entsprechender 
Punkte  beider  Punktreihen,  das 
heißt  für  das  „Erzeugnis  der  beiden 
projektiven  Punktreihen"  (vgl.  Figur  49). 

Man  erhält  für  diese  UmhüUungskurve  eine  einzige  Gleichung,  wenn 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  (11)  den  Parameter  f  eliminiert,  wo- 
durch sich  die  Gleichung  ergibt: 

[Ua],  [üb] 
[Ud],  [Ue] 

[Ua][Ue]-[Ub][U({]-0, 


ni.  4». 


(12) 
(13) 


—  0    oder 


Abschnitt  7,  Gleichung  (11)  bis  (14).  75 

das  heißt  eine  Zahlgleichnng,  die  in  bezug  aaf  den  Stab  U  Tom  zweiten 
Grade  ist.  Um  über  die  Beschaffenheit  der  durch  die  Gleichungen  (12) 
und  (13)  ausgedrückten  Kurve  Aufschluß  zu  erhalten,  frage  man  allgemein 
nach  der  Anzahl  der  Tangenten,  die  sich  von  einem  beliebigen  Punkt  der 
Ebene  an  diese  Kurre  legen  lassen.  Dazu  denke  man  sich  den  Ausgangs- 
punkt dieser  Tangenten  als  Produkt  [FTF]  der  Stäbe  V  und  W  zweier 
durch  ihn  gehenden  Geraden  ausgedrückt  und  erhält  so  für  eine  beliebige 
vom  Punkt  [FTT]  ausgehende  Gerade  die  Parameterdarstellung  V  -{■\)W. 
Soll  nun  diese  Gerade  eine  Tangente  der  Kurve  (13)  sein,  so  muß  der 
Ausdruck  F-f-  ^  TT  der  Gleichung  (13)  Genüge  leisten.  Durch  Substitution 
dieses  Ausdrucks  aber  in  die  Gleichung  (13)  findet  man  für  den  Para- 
meter ^  einer  solchen  Tangente  eine  Zahlgleichung  zweiten  Grades.  Und 
wird  diese  Gleichung  nicht  für  jeden  Wert  von  ^  erfüllt,  so  daß  also  das 
ganze  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  [FTF]  der  Kurve  (13)  angehört 
(vgl.  Figur  50),  so  liefert  sie  für  den  Parameter  ^  zwei  Werte  ^,  und  ^. 
Die  Geraden 

(14)  U,=  V^\),W    und     U^=V-ir\^^W 

sind  dann  die  gesuchten  Tangenten,  die  sich  vom  Punkt  [FTF]  aus  an 
die  Kurve  (13)  legen  lassen.  Von  jedem  Punkt  der  Ebene  aus,  der  nicht 
gerade  der  Scheitel  eines  Strahlbüschels  ist,  das  ganz  der  Kurve  (13)  an- 
gehört, gehen  also  an  die  Kurve  (13)  zwei  Tangenten,  die  allerdings  auch 
zusammenfallen  oder  konjugiert  komplex  sein  können.  Und  Entsprechendes 
gilt  offenbar  überhaupt  für  jedes  ebene  geometrische  Gebilde,  das  durch 
eine  2^hlgleichung  zweiten  Grades  in  bezug  auf  einen  veränderlichen 
Stab  U  dargestellt  wird,  vorausgesetzt  wenigstens,  daß  diese  Gleichung 
nicht  identisch  erfüllt  ist,  das  heißt  nicht  durch  jeden  Stab  ü  der  Ebene 
befriedigt  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Beziehung  zu  den  Punkten  der  Ebene  nennt 
man  allgemein  ein  ebenes  geometrisches  Gebilde,  dessen  Gleichung  hin- 
sichtlich eines  veränderlichen  Stabes  U  eine  nicht  identisch  erfüllte  Zahl- 
gleichung zweiten  Grades  ist,  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Man  kann  dann  das  gewonnene  Ergebnis  folgendermaßen  aussprechen: 

In  der  Ebene  ist  das  Erzeugnis  zweier  projektiver^  Punktreihen,  die 
nicht  gerade  punktweise  zusammenfallen,  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Zu  den  Tangenten  dieser  Kurve  zweiter  Klasse  gehören  außer  den 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte,  denen  die  Parameterwerte  0,  oo, 
1   und  f  zugehören,  nämlich  den  Linien 

[ad\ ,  [6e] ,  [cß     und     [(a  +  f 6)  {d  +  U)\ 
(vgl.  Figur  49)  auch  noch  die  Geraden  [alj]  und  [de\y  das  heißt  die  Träger 
der  beiden  die  Kurve  erzeugenden  projektiven  Punktreihen.    Denn  setzt  man 


76  1^0  Kurven  zweiter  Ordnung  nnd  zweiter  Klasse  usw. 

in  der  Gleichung  (12)  U  gleich  einem  dieser  heiden  letzten  Produkte^  so 
verschwinden  in  der  Determinante  Ton  (12)  die  Elemente  einer  Zeile.  Es 
sind  daher  außer  den  vier  erstgenannten  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  auch  die  Träger  [ah]  und  [de]  der  beiden  Punktreihen  Tangenten 
der  von  ihnen  erzeugten  Kurve  zweiter  Klasse.  Dies  versteht  sich  übrigens 
wieder  geometrisch  von  selbst.  Denn  faßt  man  den  Schnittpunkt  s  der 
Träger  [ah]  und  [de]  der  beiden  Punktreihen  als  Punkt  der  Punktreihe 
a  +  f 6  auf  und  denkt  sich  diesen  Punkt  mit  dem  entsprechenden  Punkt 
der  Punktreihe  d  -{-le  verbunden,  so  fällt  diese  Verbindungslinie  sicher 
mit  der  Geraden  [rfe],  das  heißt  mit  dem  Träger  der  zweiten  Punktreihe 
zusammen;  und  faßt  man  den  Punkt  s  als  Punkt  der  Punktreihe  d-^te 
auf  und  denkt  sich  ihn  mit  dem  entsprechenden  Punkt  der  Punktreifae 
a  -f-  f6  verbunden,  so  fällt  die  Verbindungslinie  mit  der  Geraden  [ab], 
das  heißt  mit  dem  Träger  der  ersten  Punktreihe,  zusammen. 

Beliebig  viele  Tangenten  der  Kurve  zweiter  Klasse  kann  man  finden, 
wenn  man  nach  dem  durch  Figur  44  dargestellten  Verfahren  zu  beliebig 
gewählten  Punkten  der  einen  Punktreihe  die  entsprechenden  Punkte  der 
anderen  konstruiert.  Dann  ist  die  Verbindungslinie  je  zweier  solcher  ent- 
sprechenden Punkte  eine  weitere  Tangente  der  Kurve  zweiter  Klasse. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  schließlich  in  dem  Satze  zu- 
sammen : 

Satz  52:  Zwei  projektive  Punktreihen  einer  Ebene,  die  nicht 
gerade  punktweise  zusammenfallen,  bestimmen  durch  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  eine  Kurve  zweiter 
Klasse,  der  auch  die  Träger  der  beiden  Punktreihen  als  Tan- 
genten angehören. 

Der  FaU  perspektiver  Punktreihen.  Auch  hier  möge  wieder  der  Fall 
der  Perspektivität  beider  Punktreihen  noch  besonders  fOr  sich  betrachtet 
werden. 

Sind  die  beiden  Punktreihen  in  perspektiver  Lage,  so  bezeichne  man 
mit  Ä,  B,  C  drei  Strahlen  des  Perspektivitätsbüschels  und  wähle  überdies 
die  Länge  und  den  Sinn  der  beiden  Stäbe  Ä  und  B  in  der  Weise,  daß 
(16)  A  +  B^C 

wird.     Gehören  dann  die  Stabe  8  und  T  den  Trägem  der  beiden  pro- 
jektiven Punktreihen  an,  so  wird  zugleich 
(16)  [5^]  4- [Ä.ffl  -  [S(7]     und    [TA]-^[TB]'^[TC], 

Die  sechs  Produkte 

[8Ä],iSBl,[SCr\    und    [TA],  [TE],  [TC] 


Abschnitt  7,  Gleichong  (16)  bis  (18).     Sats  52  und  68. 
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entsprechen  also  genau  den  Bedingungen,  die  oben  iii  den  Gleichungen  (10) 
all  die  sechs  Punkte 

a,         hj         c         und         d,        c,         f 

gestellt  sind,  und  man  erhält  daher  die  der  obigen  allgemeinen  Ent- 
wicklung entsprechende  Darstellung  des  Erzeugnisses  zweier  Perspektiven 
Pnnktreihen,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (12)  und  (13) 

(17)  a-'[SÄ],h^[SE]    und     d -^[TA],  e -^[TB] 

setzt.     Dadurch  verwandelt  sich  insbesondere  die  Gleichung  (12)  in 

\[USÄ],  [USB] 


(18) 


\[UTA],  [ÜTB]]"^' 


und  diese  Gleichung  wird  nicht  nur  erfüllt  durch  die  sämtlichen  Strahlen  des 
Perspektivitätsbüschels  und  die  Träger  S  und  T  der  beiden  Perspektiven 
Punktreihen,  sondern  zugleich 
auch  durch  aUe  Strahlen,  die 
durch  den  Schnittpunkt  der 
Träger  iS>  und  Thindurchgehen 
(vgl.  Figur 50) ;  denn  für  U==  Ä, 
Ü^B,  Ü^S  und  Ü=T  ver- 
schwinden die  Elemente  einer 
Spalte  oder  Zeile  der  Deter- 
minante in  (18)  und  für 

ü=-Ä  +  tB    und 
ü^  S  +  ^T 
sind  die  Elemente  der  einen 
Spalte  oder  Zeile  denen  der 
anderen  proportional 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  53:  Liegen  zwei  projektive  Punktreihen  perspektiv,  so 
zerfällt  die  von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
umhüllte  Kurve  zweiter  Klasse  in  ein  Punktpaar,  das  gebildet 
wird  aus  dem  Perspektivitätszentrum  der  beiden  Perspektiven 
Punktreihen  und  dem  Schnittpunkt  ihrer  Träger. 

Die  Gleichung  (18)  stellt  übrigens  auch  dann  noch  eine  Kurve  zweiter 
Klasse,  nämlich  den  „doppeltzählenden  Punkt  [ABY^  dar,  wenn  die 
beiden  Geraden  der  Stäbe  S  und  T  durch  den  Punkt  [AB]  hindurchgehen. 


s^ 


Fig.  60. 


78 


Daa  volUtändige  und  das  einfache  Viereck  qnd  Vierseit 


Abschnitt  8. 

Das  ToUständige  und  das  einfache  Viereck  und  Yierseit. 

Das  vollständige  Viereck.  Es  gibt  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen  über 
das  ebene  Viereck,  bei  denen  die  Diagonalen  des  Vierecks  eine  ganz  ent- 
sprechende Rolle  spielen  wie  ein  Paar  Gegenseiten.    Für  die  Formulierung 

solcher  Sätze  ist  der  Begriff  des  voll- 
ständigen Vierecks  von  Wichtigkeit^ 
durch  dessen  Einführung  der  Unter- 
schied zwischen  Seiten  und  Diagonalen 
eines  Vierecks  ganz  beseitigt  wird. 

Sind  nämlich  a,  h,  c,  d  vier  Punkte 
einer  Ebene  (vgl.  Figur  51),  so  bezeich- 
net man  als  „vollständiges  Viereck  a^^rrf*' 
den  Inbegriff  der  vier  Punkte  a,  h,  c,  d 
nebst  ihren  sechs  Verbindunfjslinien  und 
nennt  die  vier  Punkte  a,  &,  c,  d  die  vier 
Ecken  des  vollständigen  Vierecks 
abcd  und  die  sechs  Verbindungslinien 
dieser  vier  Ecken,  das  heißt  die  sechs  Linien 
dCf     bc,    ca,     ab, 

die  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks.  Diese  gruppieren  sich 
zu  drei  Paaren  Gegenseiten,  indem  man  immer  zwei  solche  Seiten  de» 
vollständigen  Vierecks  als  Gegenseiten  auffassen  kann,  welche  keine  Ecke 
des  Vierecks  miteinander  gemein  haben.  Demgemäß  ergeben  sich  die 
folgenden  drei  Paare  von  Gegenseiten: 

da  und  6c,     db  und  ca,    de  und  ab. 
Die  Schnittpunkte 

Cy  fy  9 

dieser  drei  Paare  Gegenseiten  heißen  die  drei  Nebenecken  des  voll- 
ständigen Vierecks  und  ihre  drei  Verbindungslinien,  das  heißt  die 
drei  Linien 

fff,  gCf  ^ff 

die  drei  Nebenseiten  des  vollständigen  Vierecks. 

Das  einfache  Viereck.  Man  gelangt  von  dem  Begriff  des  vollständigen 
Vierecks  abcd  zu  dem  gewöhnlichen  Begriff  des  Vierecks,  oder  wie  wir 
sagen  wollen,  zum  Begriff  des  „einfachen  Vierecks''  zurück,  wenn  man 


da,     db, 
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eine  bestimmte  Art  der  AneinaDderreibung  der  vier  Ecken  a,  b,  c,  d  des 
Vierecks  vorschreibt,  etwa  in  der  Reibenfolge  ahcd  oder  in  der  Reiben- 
folge ahdc  oder  endlich  in  der  Reibenfolge  acbd,  mit  der  Bestimmung, 
daß  als  „Seiten'^  des  zugehörigen  einfachen  Vierecks  nur  diejenigen  Tier 
Verbindungslinien  der  vier  Ecken  des  Vierecks  aufgefaßt  werden  sollen, 
die  man  erhält,  wenn  man  diese  Ecken  in  der  angeyehe^ien  Reihenfolge 
miteinander  verbindet  und  schließlich  von  der  letzten  Ecke  zur  ersten 
zurückkehrt,  oder  anders  ausgedrückt,  wenn  man  die  durch  die  genannte 
Anordnung  als  „Nachbar ecken'*  charakterisierten  Punkte  miteinander 
verbindet,  wobei  auch  der  vierte  Punkt  als  dem  ersten  benachbart  zu 
gelten  hat. 

Die  beiden  anderen  noch  möglichen  Verbindungslinien,  die  man  er- 
hält, wenn  man  jede  Ecke  des  einfachen  Vierecks  mit  der  nicht  benach- 
barten Ecke,  oder  wie  wir  sagen  wollen,  mit  ihrer  „Gegenecke"  verbindet, 
werden  dann  die  „Diagonalen'^  des  einfachen  Vierecks  genannt. 

Von  den  vier  Seiten  des  einfachen  Vierecks  wird  man  ferner  genau 
so  wie  beim  vollständigen  Viereck  zwei  Seiten  dann  als  „Gegenseiten'* 
bezeichnen,  wenn  sie  keine  Ecke  des  Vierecks  miteinander  gemein  haben. 
Es  ergeben  sich  demgemäß  beim  einfachen  Viereck  entsprechend  den 
beiden  Paaren  Gegenecken  auch  zwei  Paare  Gegenseiten,  und  es  werden 
daher  zwei  von  den  drei  Nebenecken  des  vollständigen  Vierecks  zu 
„Schnittpunkten  der  beiden  Paare  Gegenseiten"  des  einfachen 
Vierecks  und  die  dritte  zum  „Diagonalenschnittpunkt"  desselben. 
Von  den  drei  Nebenseiten  des  vollständigen  Vierecks  wird  infolgedessen 
durch  den  Übergang  zum  einfachen  Viereck  eine  Nebenseite  ausgezeichnet 
als  „Verbindungslinie  der  beiden  Schnittpunkte  der  Gegenseiten" 
des  einfachen  Vierecks. 

So  worden  bei  dem  einfachen  Viereck,  für  dessen  Ecken  die  Reihen- 
folge ahcd  vorgeschrieben  ist,  wir  nennen  es  kurz  das  einfache  Viereck 
abcdy  die  vier  Linien  aby  bcy^cd,  da  die  Seiten  darstellen,  und  zwar  die 
Seitenpaare  ab  und  cd,  bc  und  da  die  beiden  Paare  Gegenseiten;  femer 
die  Punktpaare  a  imd  c,  b  und  d  die  beiden  Paare  Gegenecken  und  ihre 
Verbindungslinien  ac  und  bd  die  Diagonalen  des  einfachen  Vierecks  (vgL 
Figur  52^)). 

Bei  dem  einfachen  Viereck  abdc  dagegen  würden  die  vier  Linien  ab, 
bd,  de,  ca  die  Seiten,   und  zwar  die  Seitenpaare  ab  und  dCy  bd  und  ca 

1)  In  dieser  und  den  beiden  folgenden  Figuren  sind  die  Ecken  durch  kleine 
volle  Kreise,  die  Seiten  durch  voU  ausgezogene  Linien,  die  Diagonalen  durch  ge- 
strichelte Linien,  die  beiden  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  durch  Kreisringe,  die  Ver- 
bindungslinie dieser  Punkte  durch  eine  strichpunktierte  Linie,  endlich  der  Diagonalen- 
schnittpunkt  durch  einen  großen  vollen  Kreis  kenntlich  gemacht. 
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Das  TollBtändige  and  das  vierfache  Viereck  and  Yierseit. 


Fig.  5t. 


die  beiden  Paare  Gegen  «ei  ten  bilden; 
ferner  die  Ponktpaare  a  und  d,  b  und 
c  die  beiden  Paare  Gegenecken  und  ihre 
Verbindungslinien  ad  und  hc  die  Diago- 
nalen de8  einfachen  Vierecks  (vgl.  Figur  53). 

Endlich  bei  dem  einfachen  Viereck 
acbd  sind  die  vier  Linien  ac,  ch,  bd,  da 
die  Seiten,  und  zwar  die  Seitenpaare  ac 
und  bd^  cb  und  da  die  beiden  Paare 
Gegenseiten ;  die  Punktpaare  a  und  by  e 
und  d  die  beiden  Paare  Gegenecken  und 
die  Linien  ab  und  cd  die  Diagonalen  des 
einfachen  Vierecks  (vgl.  Figur  54). 

Wir  bemerken  noch^  daß  die  Begriffe 
„Diagonalen"  ,^achbarecken"  und  „(Jegen- 
ecken'^  dem  einfachen  Viereck  eigentüm- 
lich sind  und  für  das  vollständige  Vier- 
eck keine  Bedeutung  haben^  da  ja  bei 
diesem  alle  vier  Ecken  und  seine  drei 
Paare  Gegenseiten  als  gleichwertig  ange- 
sehen werden  sollten. 

Femer  ist  klar,  daß  mit  den  drei 
betrachteten  einfachen  Vierecken  abcdj 
abdcy  acbd  auch  die  einfachen  Vierecke 
erschöpfb  sind,  die  man  aus  dem  voll- 
ständigen Viereck  abcd  entnehmen  kann. 
Zunächst  ist  es  nämlich  offenbar  gleich- 
gültig, welche  Ecke  man  als  Anfangsecke 
des  einfachen  Vierecks  verwendet,  und  man 
darf  daher  an  der  Ecke  a  als  erster  Ecke 
festhalten.  Man  könnte  also  höchstens 
so  viel  einfiftche  Vierecke  mit  den  Ecken 
a,  bj  c,  d  erwarten,  als  verschiedene  An- 
Ordnungen  der  drei  letzten  Eckend,  c,  d 
möglich  sind.  Das  sind  aber  sechs  An- 
ordnungen. Doch  liefern  von  diesen  sechs 
Anordnungen  immer  zwei  solche  Anord- 
nungen, von  denen  die  eine  die  bloße  um- 
kehrung  der  anderen  ist,  einen  und  den- 
selben geschlossenen  Linienzug  nur  mit 
verschiedenem  Umlaufssiune  und  somit,  da 
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68  hier  auf  den  Umlaofssinn  nicht  ankommt,  dasselbe  einfache  Viereck. 
Es  lassen  sich  also  tatsachlich  aus  einem  vollständigen  Viereck  ahed  nar 
die  drei  einfachen  Vierecke  abcd,  abdCy  acbd  ableiten. 


Das  vollständige  VierseU.  Dem  Begriff  des  vollständigen  Vierecks 
steht   der  Begriff  des    vollständigen  Vierseits  dualistisch  gegenüber: 

Sind  Ay  B,  C,  D  vier 
Stäbe  einer  Ebene  (vgl 
Figur  55),  so  bezeichnet 
man  den  Inbegriff  der 
vier  Geraden  Äj  B^  C,  D 
nebst  ihren  sechs  Schnitt- 
punJcten  als  das  „vollstän- 
dige Vierseit  ABCD" 
und  nennt  die  vier  Ge- 
raden A,  B,  (7,  D  die  vier 
Seiten  des  vollständi- 
gen Vierseits  ABCD  p 
und  die  sechs  Schnitt-  ^*«- **• 
punkte  dieser  vier  Seiten,  das  heißt  die  sechs  Punkte 

[DAl  [DB],  IBC],  [BC],  [CA],  [AB], 

die  sechs  Ecken  des  vollständigen  Vierseits.  Diese  gruppieren  sich 
zu  drei  Paaren  Gegenecken,  indem  man  immer  zwei  solche  Ecken 
des  vollständigen  Vierseits  als  Gegenecken  auffassen  kann,  welche  nicht 
derselben  Seite  des  Vierseits  angehören.  Demgemäß  ergeben  sich  die 
folgenden  drei  Paare  von  Gegenecken: 

[DA]  und  [BC],  [DB]  und  [CA],  [DC]  und  [AB], 

Die  Verbindungslinien 

E,  F,  G 

dieser  drei  Paare  Gegenecken  heißen  die  drei  Neben  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierseits  und  ihre  drei  Schnittpunkte,  das  heißt  die  drei 
Punkte 

[FGl  [GEl  [EF], 

die  drei  Nebenecken  des  vollständigen  Vierseits. 

Das  einfache  Vierseit.  Man  gel£ifigt  von  dem  Begriff  des  vollständigen 
Vierseits  ABCD  zu  dem  Begriff  des  „einfachen  Vierseits"  wieder  da- 
durch,   daß    man    eine    bestimmte   Art   der   Aneinanderreihung   der   vier 

Or»tmann,  ProJektiT«  Geometrie  d.  Eben«.   L  6 
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Das  vollständige  and  das  einfache  Viereck  und  Vierseit. 


Seiten  A,  B,  C,  D  des  Vierseits  vorschreibt,  nämlich  entweder  in  der 
Reihenfolge  AB  CD  oder  in  der  Reihenfolge  ABDC  oder  endlich  in  der 
Reihenfolge  ACBD  mit  der  Bestimmung,  daß  als  Ecken  des  einfachen 
Vierseits  nur  diejenigen  vier  Schnittpunkte  der  vier  Seiten  des  Vierseits 
aufgefaßt  werden  sollen,  die  man  erhält,  wenn  man  immer  zwei  durch  die 
angegebene  Anordnung  als  „ Nachbarseiten '^  charakterisierte  Seiten  zum 
Schnitt  bringt,  wobei  die  letzte  Seite  zugleich  als  zur  ersten  Seite  be- 
nachbart zu  gelten  hat.  Man  wird  dann  femer  zwei  Seiten  des  einfachen 
Vierseits,  die  einander  nicht  benachbart  sind,  deren  Buchstaben  also  in  dem 
Symbol  des  einfachen  Vierseits  (AB CD  oder  ABDC  oder  ACBD)  durch 
einen  Buchstaben  getrennt  sind,  als  „Gegenseiten*'  des  einfachen  Vier- 
seits bezeichnen  können.  Es  ergeben  sich  auf  diese  Weise  zwei  Paare 
von  Gegenseiten  des  einfachen  Vierseits.  Die  beiden  „Schnittpunkte 
der  Gegenseiten"  des  einfachen  Vierseits  entsprechen  dabei  dualistisch 
den  „Diagonalen"  des  einfachen  Vierecks. 

Von  den  vier  Ecken  das  einfachen  Vierseits  bezeichnet  man  wieder 
zwei  Ecken  dann  als  „Gegen ecken",  wenn  sie  nicht  derselben  Seite  des 
Vierseits  angehören.  Man  erhält  demgemäß  beim  einfachen  Vierseit  ent- 
sprechend den  beiden  Paaren  Gegenseiten  auch  zwei  Paare  Gegenecken. 
Die  Verbindungslinien  dieser  beiden  Paare  Gegenecken  nennt  man 
die  beiden  „Diagonalen"  des  einfachen  Vierseits;  und  es  werden  daher 
beim  einfachen  Vierseit  zwei  von  den  drei  Nebenseiten  des  vollständigen 
Vierseits  zu  „Diagonalen",  während  die  dritte  als  „Verbindungslinie 
der  Schnittpunkte  der  Gegenseiten"  bezeichnet  werden  kann.  Von 
den  drei  Nebenecken  des  vollständigen  Vierseits  wird  infolgedessen  durch 
den  Übergang  zum  einfachen  Vierseit  eine  Nebenecke  als  „Diagonalen- 
schnittpunkt" ausgezeichnet. 

So  sind  bei  dem  einfachen  Vierseit 
ABCD  die  vier  Punkte  AB,  BC,  CD, 
DA  die  Ecken,  und  zwar  die  Punktpaare 
AB  und  CD,  BC  und  DA  die  beiden 
Paare  Gegenecken,  ihre  Verbindungs- 
linien 

AB    CD^  G  und  BCDA^E 

die  Diagonalen  und  deren  Schnittpunkt 
GE  der  Diagonalenschnittpunkt.  Ferner 
bilden*  die  Seitenpaare  A  und  C,  B  und 
D  die  beiden  Paare  Gegenseiten,  und  ihre 
Schnittpunkte  AC  und  BD  können   daher 
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als  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  einfachen  Vierseits  bezeichnet  werden 
(vgl.  Figur  56).») 

Bei  dem  einfachen  Vierseit  ÄBDC  dagegen  sind  die  Punkte  AB, 
BD,  DC,  CA  die  Ecken,  und  zwar  die  Pnnktpaare  AB  und  2)(7,  BD 
und  CA  die  beiden  Paare  Gegenecken, 
ihre  Verbindungslinien 

AB'DC^G  und 
BD'CA^F 
die  Diagonalen  und  deren  Schnittpunkt 
FG  der  Diagonalenschnittpunkt.  Femer 
stellen  die  Seitenpaare  A  und  D,  B 
und  C  die  beiden  Paare  Gegenseiten 
dar,  so  daß  ihre  Schnittpunkte  AD 
und  BC  als  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten des  einfachen  Vierseits  zu  gelten 
haben  (vgl.  Figur  57). 

Bei  dem  einfachen  Vierseit  AG  BD 
endlich  sind  die  Punkte  AC,  CB,  BD, 
DA  die  Ecken,   und  zwar  die 
Punktpaare  ^C  und  BD,  CB 
und  DJ.  die  beiden  Paare  Gegen- 
ecken,  ihre  Verbindungslinien 
AG   BD==F    und 
GB'DA^E 
die     Diagonalen     und     deren 
Schnittpunkt  EF  der  Diago- 
nalenschnittpunkt. Femer  sind 
die  Seitenpaare  A  und  J5,   G 
und  D   als    die    beiden  Paare 
Gegenseiten  und  ihre  Schnitt- 
punkte AB  und  GD  daher  als  Schnittpunkte   der  Gegenseiten   des  ein- 
fachen Vierseits  zu  bezeichnen  (vgl.  Figur  58). 

Auch  hier  kann  man  bemerken,  daß  die  Begriffe  „Diagonalen*', 
„Nachbarseiten'-  und  „Gegenseiten"  dem  einfachen  Vierseit  eigentümlich 
sind  und  fär  das  vollständige  Vierseit  gar  keine  Bedeutung  haben. 


Fig.  58. 


1)  In  dieser  and  den  beiden  folgenden  Figuren  sind  die  Seiten  durch  roll 
Ausgezogene  Linien,  die  Ecken  durch  kleine  volle  Kreise,  die  Diagonalen  durch  ge- 
strichelte Linien,  der  Diagonalenschnittpunkt  durch  einen  großen  vollen  Kreis,  die 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  durch  kleine  leere  Kreise,  ihre  Verbindungslinie  durch 
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Weiter  sind  wieder  mit  den  drei  betrachteten  einfachen  Vierseiten 
ÄBCD,  ABDCy  ACBD  auch  die  einfachen  Vierseite  erschöpft,  die  man 
aus  dem  vollständigen  Vierseit  ABCB  entnehmen  kann. 


Abschnitt  9. 

Das  Büschel  yon  Knryen  zweiter  Ordnung 

nnd  die  Schar  Ton  Kunren  zweiter  Klasse  für  den  Fall  reeller 

Ornndpiinkte  und  Gmndgeraden.*) 

Neue  Art  der  Erzeugung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung,  Man  kann  zu 
den  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  auch  auf  einem  anderen 
Wege  gelangen,  als  es  im  siebenten  Abschnitt  geschehen  ist. 

Es  seien  in  der  Ebene  vier  feste  Punkte  a,  6,  c,  d  gegeben,  die  aber 
nicht  alle  in  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Dann  frage  man  nach  denjenigen  Punkten  x  der  Ebene,  für  die  der 
Strahlwurf  \xd]^  l^^];  [^^]t  [^^  ©in  gegebenes  Doppel  Verhältnis  g  besitzt, 
welche  also  der  Gleichung  genügen^: 

,-  V  [xa  ■  xc]    [xa  •  xd]  _ 

^^^  [o^xh]  '  [xdxb]  ~  9  • 

Das  Doppelverhältnis  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  läßt  sich  nach 
dem  Vorbilde  von  Seite  57  umformen,  wodurch  die  Gleichung  die  Gestalt 
annimmt: 

^^^  \xcb]'[xdb]       **• 

Hierfür  aber  kann  man  auch  schreiben: 

(3)  [xac]  [xdb]  -  ^[xad]  [xcb]  =  0 . 

Dieser  Gleichung  müssen  alle  Punkte  x  genügen,  von  denen  aus  die  vier 
Punkte  //,  by  c,  d  durch  einen  Strahlwurf  mit  dem  Doppel  Verhältnis  g 
projiziert  werden. 


eine  strichpunktierte  Linie  kenntlich  gemacht.  Femer  ist  jedesmal  derjenige  ge- 
schlossene Linienzug  stark  gezeichnet,  der  sich  ergibt,  wenn  man  einer  jeden  Seite 
des  einfachen  Vicrseits  dasjenige  Linienstück  entnimmt,  das  zwischen  den  beiden  ihr 
angehörenden  Ecken  des  einfachen  Vierseits  gelegen  ist 

1)  Im  zweiten  Bande  dieses  Buche»  wird  die  Untersuchung  des  BOschels  von 
Kurven  zweiter  Ordnung  und  der  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse  unter  Beseitigung 
der  Beschränkung  auf  reelle  Grundpunkte  und  Grundgeraden  im  Zusammenhang  mit 
einer  ausfQhrlichen  Behandlung  der  Kegelschnitte  von  neuem  aufgenommen  werden. 

2)  In  dem  soeben  ausgeschlossenen  Falle,  wo  die  vier  Punkte  a,  6,  c,  d  in  einer 
Geraden  liegen,  würde  die  Gleichung  (1)  entweder  durch  jeden  Punkt  x  der  Ebene 
erfüllt  werden,  (nämlich  dann,  wenn  das  Doppelverhältnis  des  Ponktwurfs  a^  b,  c,  d 
selbst  den  Wert  g  besitzt),  oder  aber  nur  durch  die  Punkte  jener  Geraden. 
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Sicher  wird  die  Gleichung  (3)  nicht  durch  alle  Punkte  x  der  Ebene 
erfüllt,  und  da  sie  Überdies  eine  Zahlgleichung  ist,  die  in  bezug  auf  x 
Tom  zweiten  Grade  ist,  so  stellt  sie  nach  Seite  71  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  dar.  Femer  folgt  aus  ihrer  Form  sogleich,  daß  diese  Kurve 
durch  die  vier  Punkte  a^  h,  Cy  d  hindurchgeht.  Denn  setzt  man  x  gleich 
irgendeinem  dieser  vier  Punkte,  oder  auch  gleich  dem  Produkte  eines 
Zahlfaktors  mit  einem  dieser  vier  Punkte,  so  verschwinden  die  beiden 
Glieder  der  linken  Seite  von  (3)  einzeln,  weil  in  jedem  Gliede  sicher 
eins  von  seinen  beiden  dreifaktorigen  Punktprodukten  zwei  gleiche  Faktoren 
enthält 

Man  kann  noch  hinzufügen:  Liegen  von  den  vier  Punkten  a,  b,  c,  ä 
drei  Punkte,  etwa  die  drei  Punkte  a,  6,  c,  in  einer  Geraden,  so  zerfällt 
die  Kurve  zweiter  Ordnung  in  ein  Linienpctar.  Die  eine  von  den  beiden 
Geraden  dieses  Linienpaares  ist  die  Gerade  der  drei  Punkte  a,  6,  c;  denn 
f&r  die  Punkte  x  dieser  Geraden  wird  das  Doppelverhältnis  auf  der 
linken  Seite  von  (1)  oder  (2)  unbestimmt.  Die  andere  Gerade  ist  die  Ver- 
bindungslinie des  vierten  Punktes  d  mit  dem- 
jenigen Punkt  s  der  Geraden  ahc,  der  mit  den 
drei  Punkten  a,  6,  c  einen  Punktwurf  a,  6,  c,  s 
vom  Doppelverhältnis  g  bildet  (vgl.  Figur  59). 

Diese  Ergebnisse  lassen  sich  in  dem  Satze 
darsteUen : 

Satz  54:  Der  geometrische  Ort  aller 
derjenigen  Punkte  einer  Ebene,  von 
denen  aus  vier  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  dieser 
Ebene  durch  einen  Strahlwurf  von  gegebenem  Doppelverhältnis 
projiziert  werden,  ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  die  durch 
jene  vier  Punkte  hindurchgeht.  Diese  Kurve  zerfällt  in  ein 
Linienpaar,  sobald  drei  von  den  vier  Punkten  in  einer  Geraden 
liegen. 

Das  Büschel  von  Kurven  zweiter  Ordnung  mit  vier  reellen  Grund- 
punkten.  Denkt  man  sich  das  bisher  als  fest  gegeben  angenommene  Doppel- 
verhältnis g  veränderlich,  so  stellt  die  Gleichung  (3)  das  ganze  „BOschel 
von  Kurven  zweiter  Ordnung"  dar,  welche  durch  die  vier  Punkte  a, 
6,  c,  dy  die  Grundpunkte  des  Büschels^  hindurchgehen  (vgl.  Figur  60).  Jeder 
von  diesen  Kurven  kommt  ein  besonderer  Wert  des  Doppelverhältnisses  g 
zu.  Dieses  Doppel  Verhältnis  kann  daher  das  Doppeiverhältnis  iler  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  bezug  auf  die  vier  Grundpunkte  des  Büsclids  genannt  werden. 
Um  dies  Doppelverhaltnis  und  damit  die  Kurve  zweiter  Ordnung  festzu- 
legen, kann  man  die  Forderung  stellen,   daß  die  Kurve  noch  durch  einen 
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fünften  Punkt  e  hindurchgehen  solle.  Der 
Parameter  g  dieser  Kurve  zweiter  Ordnung 
muß  dann  der  Gleichung  genügen: 

(4)       [eac]  [edh]  -  %[ead\  [ech]  »  0; 

aus  ihr  aber  und  der  Gleichung  (3)  folgt 
durch  Elimination  von  g  die  Gleichung 


(5) 


[xac][xdb]   [xad][pßch\ 


-0 


\[eac\[ed h]    [e ad][€C h] 

als  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung y 
die  durch  die  fünf  Tunkte  a,  6,  c,  d,  e  hin- 
durcJigeht 

In  dem  oben  erwähnten  Sonderfalle,  wo 
drei  von  den  vier  Punkten  a,  h,c,dia  einer 
Geraden  liegen,  besteht  das  Kurvenbüschel 
(3)  aus  lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung. 

In  jedem  Falle  aber  gehören  dem  Kurvenbüschel  (3)  drei  zer- 
fallende Kurven  zweiter  Ordnung  an,  die  den  Parameterwerten  0,  oo,  1 
entsprechen.  Denn  für  g  =  0  nimmt  die  quadratische  Gleichung  (3)  die 
Form  an: 

(6)  [xac]  [xdh]  =  0, 
zerlegt  sich  also  in  die  beiden  linearenJGleichungen 

[xac]  =  0     und     [xdh]  =  0 
und  stellt  somit   das   durch   die   beiden   Stäbe   [ac]   und  [dh]  bestimmte 
Linienpaar  dar. 

Andererseits  geht  die  Gleichung  (3)  f ür  g  =  oo  über  in  die  Gleichung 

(7)  [xad]  [xch]  =  0; 

die  Kurve  zweiter  Ordnung  zerfäUt  also  in  das  Linienpaar  der  Stabe  [ad] 
und  [cb]. 

Für  g  »  1  endlich  nimmt  die  quadratische  Gleichung  (3)  die  Form  an: 
(•)  [xac]  [xdb]  -  [xad]  [xcb]  -  0. 

Daß  auch  diese  Gleichung  ein  Linienpaar  darstellt,  erkennt  man  am 
besten  mit  Hülfe  der  Identität  (24)  des  vierten  Abschnitts;  denn  nach 
dieser  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  (*)  gleich  [xab][xdc]f  die  Glei- 
chung (*)  verwandelt  sich  daher  iji 

(8)  [xab]  [xdc]  =  0 

und  ist  also  die  Gleichung  des  Linienpaares  der  Stabe  [ab]  und  [de]. 

Man  erkennt,  daß  die  so  gewonnenen  drei  Linienpaare,  die  in  dem 
Büschel  von  Kurven  zweiter  Ordnung  als  zerfallende   Kurven   enthalten 
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sindy  gerade  die  drei  Paare  Gegenseiten  des  YoUstandigen  Vierecks  sind, 
das  die  vier  Grundponkte  a,  &,  c,  d  des  Büschels  zu  Ecken  hat  Man 
kann  daher  dem  gewonnenen  Ergebnis  die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  55:  Liegen  von  den  vier  Grandpunkten  a,  b,  c,  d  eines 
Büschels  von  Kurven  zweiter  Ordnung  keine  drei  in  einer 
Geraden,  so  enthält  das  Büschel  drei  in  ein  Linienpaar  zer- 
fallende Kurven  zweiter  Ordnung.  Dieselben  sind  nichts  anderes 
als  die  drei  Paare  Gegenseiten  des  vollständigen  Vierecks  ahcd. 

Neue  Art  der  Erzeugung  einer  Kurve  zweiter  Klasse.  Es  seien  in  der 
Ebene  vier  Stäbe  Ä,  Bj  C,  D  gegeben,  deren  Geraden  nicht  alle  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Dann  frage  man  nach  denjenigen 
Geraden  U  der  Ebene,  für  welche  der  Punktwurf  [ÜÄ],  [ÜB],  [ÜC],  [ÜD] 
ein  gegebenes  Doppelverhältnis  g  besitzt,  welche  also  der  Gleichung  genügen^) : 

{q\  [UA-UC],[UA-ÜD] 

^^^  [ÜC-  ÜB]  •  [ÜD    ÜB]       ^' 

Das  Doppel  Verhältnis  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  läßt  sich  nach 
Formel  (39)  des  dritten  Abschnitts  umformen,  wodurch  die  Gleichung  die 
Gestalt  annimmt: 

\^^)  [UCB]'[UDB]       »• 

Hierfür  aber  kann  man  auch  schreiben: 

(11)  [ÜÄC]  [ÜDB]  -  9  [UÄD]  [UCB]  -  0. 

Dieser  Gleichung  müssen  alle  Geraden  ü  genügen,  welche  die  vier 
Geraden  A,  B,  C,  D  in  einem  Punktwurfe  mit  dem  Doppelverhältnis  g 
schneiden. 

Und  da  dies  sicher  nicht  für  jede  Gerade  ü  der  Ebene  zutrifft,  und 
die  Gleichung  (11)  in  bezug  auf  U  eine  Zahlgleichung  zweiten  Grades  ist, 
so  stellt  sie  (nach  Seite  75)  eine  Kurve  zweiter  Klasse  dar.  Und 
dieser  Kurve  müssen  die  Geraden  der  vier  Stäbe  A,  JB,  C,  D  als  Tangenten 
angehören.  Denn  setzt  man  U  gleich  irgendeinem  dieser  vier  Stäbe  oder 
auch  gleich  dem  Produkte  eines  Zahlfaktors  mit  einem  dieser  vier  Stäbe, 
so  verschwinden  die  beiden  Glieder  der  linken  Seite  von  (11)  einzeln,  weil 
in  jedem  Gliede  sicher  eins  von  seinen  beiden  dreifaktorigen  Stabprodukten 
zwei  gleiche  Faktoren  enthält. 

1)  In  dem  soeben  ansgeschloBsenen  Falle,  wo  die  vier  Geraden  der  St&be  Ä,  J9, 
C,  D  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  würde  die  Gleichung  (9)  ent- 
weder durch  jeden  Stab  ü  der  Ebene  erfüllt  werden,  (n&mlich  dann,  wenn  das  Doppel- 
verhältnis des  Strahl wurfs  Ä,  B,  C,  D  selbst  den  Wert  g  besitzt),  oder  aber  nur 
durch  die  Strahlen  desjenigen  Strahlbüschels,  dessen  Scheitel  der  gemeinsame  Punkt 
jener  vier  Geranien  ist. 
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Man  kann  noch  hinzufügen:  Gehen  von  den  Geraden  der  vier  Stabe 
A,  B,  Cy  D  drei  Geraden,  etwa  die  Geraden  der  drei  Stabe  A,  B,  C, 
durch  einen  und  denselben  Punkt  hindurch,  so  zerfallt  die  Kurve  zweiter 
Klasse  in  ein  Punktpaar.  Der  eine  Punkt  dieses  Punktpaares  ist  der 
Punkt,  durch  den  die  Geraden  der  Stäbe  Ay  B,  C  hindurchgehen;  denn 
ftlr  die  Strahlen  ü  des  Strahlbüschels,  das  diesen  Punkt  zum  Scheitel 
hat,  wird  das  Doppelverhültnis  auf  der  linken  Seite  von  (10)  unbestimmt. 

Der  andere  Punkt  ist  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  des  vierten  Stabes  7)  mit 
demjenigen  Strahle  S  des  Strahlbüschels 
A  -\-  tBy  der  mit  den  drei  Strahlen 
Ay  By  C  einen  Strahlwurf'  AjByCyS  vom 
Doppel  Verhältnis  9  bildet  (vgl.  Figur  Gl). 
Die  gewonnenen  Ergebnisse  lassen 
sich  in  dem  Satze  zusammenfassen: 

Satz  56:  Die  Hüllkurve  aller 
derjenigen  Geraden  einer  Ebene, 
welche  vier  nicht  durch  einen 
Punkt  gehende  feste  geradeLinien 
dieser  Ebene  in  einem  Punktwurfe 
von  gegebenem  Doppelverhältnis 
schneiden,  ist  eine  Kurve  zweiter 
Klasse,  welche  jene  vier  festen  Geraden  zu  Tangenten  hat. 
Diese  Kurve  zerfällt  in  ein  Punktpaar,  sobald  drei  von  den  vier 
festen  Geraden  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 


Die  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse  mit  vier  reellen  Grtindgeraden, 
Denkt  man  sich  jetzt  wieder  das  Doppelverhältnis  g  veränderlichy  so  stellt 
die  Gleichung  (11)  die  ganze  „Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse^' 
dar,  welche  die  vier  Geraden  Ay  By  C,  2),  die  Grundgeradeti  der  Schar,  zu 
Tangenten  haben  (vgl.  Figur  62).  Jeder  von  diesen  Kurven  kommt  ein 
besonderer  Wert  des  Doppelverhältnisses  g  zu.  Dieses  Doppelverhältnis 
kann  daher  das  Doppelverhältnis  der  Kurve  zweiter  Klasse  in  hejsmj 
auf  die  vier  Grundgeraden  der  Schar  genannt  werden.  Um  dieses  Doppel- 
verhältnis  und  damit  die  Kurve  zweiter  Klasse  festzulegen,  kann  man  die 
Forderung  stellen,  die  Kurve  solle  noch  eine  fünfte  Gerade  E  berühren. 
Der  Parameter  g  dieser  Kurve  zweiter  Klasse  muß  dann  der  Gleichung 
genügen : 

(12)  [EAC]  [EDB\  -  g  [EAD]  [ECB]  -  0; 

aus  ihr  aber  und  der  Gleichung  (11)  folgt  durch  Elimination  von  g  die 
Gleichung 


AbBchnitt  9,  Gleichuog  (18)  bis  (16). 
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\[UÄC][ÜDB],    [ÜAD][ÜCB] 
^    ^  ,[EAC][EDE],     [EäD][ECB], 

als  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Klasse,  welche  die  fünf  Geraden  A,  B, 
C,  D,  E  £u  Tangenten  liat. 

In  dem  oben  erwähnten 
Sonder&lle,  wo  drei  von  den 
vier  Geraden  der  Stäbe  Aj  B, 
C,  D  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen,  besteht  die  Kurven- 
schar (11)  aus  lauter  zerfallen- 
den Kurven  zweiter  Klasse. 

In  jedem  Falle  aber  gehören 
der  Kurvenschar  (11)  drei  zer- 
fallende Kurven  zweiter  Klasse 
an,  die  den  Parameterwerten  0, 
oo,  1  entsprechen.  Denn  für 
9  =  0  nimmt  die  quadratische 
Gleichung  (Uj  die  Form  an: 

(14)  [UAC][UDB]  =  0, 
zerlegt  sich  also  in  die  beiden 
linearen  Gleichungen 
[UAC]  =  0  und  [UDB]=^0 
und  stellt  somit  das  aus  den 
beiden  Punkten  [AC]  und  [DB] 
bestehende  Punktpaar  dar. 

Andererseits  geht  die  Glei- 
chung (11)  für  g  —  (x>  über  in 
die  Gleichung 

(15)  [UAD][UCB] 


ng.  6t. 


0: 


die  Kurve  zweiter  Klasse  zerfaUt  also  in  das  Punktpaar  der  Punkte  [AD] 
und  [CB], 

Für  g  -=  1  endlich  nimmt  die  quadratische  Gleichung  (11)  die  Form  an: 
(*)  [UAC]  [UDB]  -  [UAD]  [ÜGB]  =  0. 

Daß  auch  diese  Gleichung  ein  Punktpaar  darstellt,  erkennt  man  mittelst 
der  Identität  (25)  des  vierten  Abschnitts;  denn  nach  dieser  ist  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (*)  gleich  IUAB][UDC],  die  Gleichung  (♦)  ver- 
wandelt sich  daher  in 

(16)  [UAB][UDC]'='0 

und  ist  also  die  Gleichung  des  Punktpaares  der  Punkte  [AB]  und  [DC], 
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Nnn  bilden  aber  die  so  gewonnenen  drei  Pnnktpaare,  welche  der 
Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse  als  zerfallende  Kurven  angehören,  gerade 
die  drei  Paare  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits,  das  die  Grundgeraden 
Ä,  B,  Cf  D  der  Schar  zu  Seiten  hat.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  57:  Gehen  von  den  vier  Grundgeraden  Ä,  B,  C,  D  einer 
Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse  keine  drei  durch  einen  nnd 
denselben  Punkt  hindurch,  so  enthält  die  Schar  drei  in  ein 
Punktpaar  zerfallende  Kurven  zweiter  Klasse.  Dieselben  sind 
nichts  anderes  als  die  drei  Paare  Gegenecken  des  vollständigen 
Vierseits  ÄBCD. 

Abschnitt  10. 

Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon. 

Eine  dritte  Form  für  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und 
zweiter  Klasse  erhält  man,  wenn  man  die  in  den  Figuren  45  und  44  ge- 
gebene Konstruktion  zweier  projektiven  Strahlbüschel  und  Punktreihen 
analytisch  darstellt. 

Das  assoziative  Gesetz   bei  gewissen  planimetrischen  Produkten.     Wir 
schicken  einige  allgemeine  Eigenschaften  planimetrischer  Produkte  voraus. 
Zunächst  mögen  die  beiden  Formeln  bewiesen  werden: 

<1)  [ÄBccq^[Ä{B'cä)]     und 

(2)  [ahCD]^la(b'CD)], 

in  denen  wie  gewöhnlich  die  kleinen  Buchstaben  Punkte,  die  großen  Buch- 
staben Stäbe  bedeuten,  und  wo  wie  bisher  dem  Multiplikationspunkt  zu- 
gleich die  Kraft  einer  Klammer  beigelegt  ist,  so  daß  zum  Beispiel  in  der 
Formel  (1)  rechter  Hand  innerhalb  der  runden  Klammer  der  Stab  B  mit 
dem  Punktprodukte  [cd]  zu  multiplizieren  ist,  während  auf  der  linken 
Seite  das  Stabprodukt  [AB]  zuerst  mit  dem  Punkt  c  zu  multiplizieren 
ist  imd  das  erhaltene  Produkt  mit  dem  Punkt  d. 

Der  Beweis  der  Formel  (1)   läßt  sich   folgendermaßen   führen:    Man 

setze  zur  Abkürzung  r  -.  -r^, 

^  [AB]  ^8, 

80   wird  nach   der   Formel  (36)   des   zweiten  Abschnitts   die  linke  Seite 

^^^  ^^^  [ABcd]  -  [scd]  -  [s{cd)] , 

oder  wenn  man  wieder  für  s  seinen  Wert  substituiert, 

[ABcd]  -  [AB(cd)] 
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oder  nach  der  Formel  (27)  des  dritten  Abscbnitts 
(1)  [ÄBcd]~'[A(B'cd)]. 

Ebenso  beweist  man  die  Formel  (2). 

Die  JReduktiottsregel  für  planimetrische  Produkte.  Eine  weitere  wich- 
tige Eigenschaft  planimetrischer  Produkte  bezieht  sich  auf  Produkte  von 
der  Form  [a6C]  und  [ABc].^)  Wir  erörtern  zuerst  die  Frage,  unter 
welchen  Bedingungen  ein  Produkt  von  der  Form  [a6C]  verschwinden  kann. 

Faßt  man  in  dem  Produkte  [ahC^  der  Deutlichkeit  halber  das  Pro- 
dukt seiner  beiden  ersten  Faktoren  noch  durch  eine  besondere  Klammer 
zusammen,  schreibt  es  also  iu  der  Form  [(a2>)C],  so  sieht  man,  daß  dieses 
Produkt  dann  und  nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn  entweder  [a6]»*0  oder 
C  =  0  ist  (oder  auch  beides  zugleich  zutrifft),  oder  endlich  (vgl.  Satz  23), 
wenn  die  Gerade  des  Stabes  \ah\  mit  derjenigen  des  Stabes  C  zusammen- 
fallt, das  heißt,  wenn  sich  der  Stab  [ah]  von  dem  Stabe  C  höchstens 
am  einen  Zahlfaktor  unterscheidet,  so  daß  also 

[a6]  -  gC 
ist,  unter  g  ein  Zahlfaktor  verstanden,  wofür  wir  auch  schreiben  wollen: 

[a6]  =  C, 
(gelesen  a  mal  h  kongruent  C). 

Es  ist  aber  [ali]  dann  und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  a  =  0  oder 
fc  =»  0  (oder  auch  beides  zugleich  der  Fall  ist),  oder  endlich  wenn  die 
Punkte  a  und  h  zusammenfallen,  das  heißt,  wenn  die  Punkte  a  und  h  bis 
auf  einen  Zahlfaktor  einander  gleich  sind,  wofür  wir  auch  schreiben: 

Hieraus  folgt:  Es  ist  das  Produkt  [nhC]  dann  und  nur  dann  ntiU, 
wenn  entweder  a  =  0  oder  &  =  0  oder  0=0  oder  a~h  oder  [ah]  =  C,  oder 
wenn  zicei  oder  mehr  von  diesen  Bedingungen  gleichzeitig  erfiUlt  sind. 

Hieran  kann  man  die  Frage  knüpfen,  in  welchem  Falle  sich  ein  nicht 
verschwindendes  Produkt  [a  h  C]  (vielleicht  von  einem  Zahlfaktor  ab- 
gesehen) auf  seinen  ersten  oder  seinen  zweiten  Faktor  reduzieren  läßt. 

Da  nach  der  Voraussetzung  [abC]'^0  ist,  so  sind  nach  dem  Vor- 
hergehenden die  Faktoren  a  und  b  wirkliche  Punkte  und  nicht  etwa 
gleich  Null;  ebenso  ist  C  ein  nicht  verschwindender  Stab.  Außerdem 
fallt  a  nicht  mit  i,  und  die  Gerade  des  Stabes  [ah]  fallt  nicht  mit  der 
Geraden  des  Stabes  C  zusammen. 


i 


1)  Vgl.  hierzu  die  Anmerkungen  von  6.  Scheffers  in  H.  Graßmanns  ge- 
sammelten mathematischon  und  physikalischen  Werken,  Bd.  2,  Teil  1  (ld04), 
Seite  376  f. 
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Das  Produkt  [ahC]  stellt  dann  den  Schnittpunkt  der  Geraden  des 
Stabes  [ah]  mit  der  von  ihr  verschiedenen  Geraden  des  Stabes  C  dar. 

Eine  Reduktion  des  Produktes  [ahC]  auf  einen  seiner  beiden  Punkt- 
faktoren, oder  doch  auf  einen  Punkt,  der  mit  einem  von  diesen  beiden 
Faktoren  zusammenfällt,  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  der  Schnittpunkt 
jener  beiden  Geraden  mit  einem  dieser  beiden  Punktfaktoren  identisch  ist,  das 
heißt,  wenn  C  durch  a  oder  b  hindurchgeht,  und  das  Produkt  ist  dann 
beziehlich  =  a  oder  =  b.  Dabei  kann  in  diesem  Falle  nicht  auch  der 
andere  Faktor  mit  dem  Stabe  C  vereint  liegen;  denn  sonst  würde  ja  die 
Voraussetzung  nicht  erfüllt  sein,  daß  die  Gerade  des  Stabes  [ab]  mit  der 
Geraden  des  Stabes  C  nicht  zusammenfallen  solL  Umgekehrt  sind  die 
beiden  oben  für  ein  nicht  verschwindendes  Produkt  [afeC]  gefundenen  Be- 
dingungen, daß  a  nicht  mit  b  zusammenfallen,  und  daß  die  Gerade  des 
Stabes  [ab]  nicht  mit  der  Geraden  des  Stabes  C  identisch  sein  darf,  von 
selbst  erfüllt,  wenn  man  fordert,  der  Stab  C  solle,  wenn  er  durch  a  geht, 
nicht  auch  zugleich  durch  b  gehen,  und  wenn  er  durch  b  geht,  nicht  auch 
zugleich  durch  a  gehen. 

Ganz  entsprechende  Ergebnisse  findet  man  für  ein  Produkt  von  der 
Form  [^y^c].     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  58:  Reduktionsregel  für  planimetrische  Produkte.  Ein 
planimetrisches  Produkt  [abC]  aus  zwei  nicht  verschwindenden 
Punktfaktoren  a  und  b  und  einem  nicht  verschwindenden  Stab- 
faktor C  und  ebenso  ein  planimetrisches  Produkt  [^JBc]  aus 
zwei  nicht  verschwindenden  Stabfaktoren  Ä  und  B  und  einem 
nicht  verschwindenden  Punktfaktor  c  ist  dann  und  nur  dann 
mit  dem  ersten  oder  zweiten  Faktor  kongruent,  wenn  dieser, 
nicht  aber  der  andere  Faktor,  mit  dem  dritten  Faktor  ver- 
eint liegt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  unserer  eigentlichen 
Aufgabe  zu,  aus  den  in  den  Figuren  45  und  44  gegebenen  Konstruktionen 
zweier  projektiven  Strahlbüschel  und  Punktreihen  eine  Gleichung  für  die 
von  ihnen  erzeugte  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse  abzuleiten. 

DarsleUuny  eweier  projektiven  Strahlbüschel  durch  planimetrische  Pr(h 
dtikie.     Man  ersetze  zunächst  in  der  Figur  45 
die  Buchstaben  s,,  G^,  a,  ö,,  s, 

durch  die  Buchstaben  a,   B,    c,   D,    e. 

Dabei  ist  C'^[BD]y  und  es  geht  (vgl.  Seite  67)  die  Gerade  B  nicht  durch 
a  und  D  nicht  durch  e.  Außerdem  bezeichne  man  noch  einen  einstweilen 
beliebig  angenommenen  Punkt  der  Ebene  mit  x  (vgl  Figur  63).   Dann  laßt 


Abschnitt  10,  Gleichung  (8)  bis  (6).    SaU  68. 
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Fig.  6S. 


sich  ein  beliebiger  Strahl  Ux  des  Strahl- 
büschels mit  dem  Scheitel  a  durch  das 
Produkt 

(3)  ü,  -  [xa] 

ausdrücken;  der  entsprechende  Punkt  der 

zu    diesem    Strahlbüschel    Perspektiven 

Punktreihe    mit   dem    Trager   B  durch 

das  Produkt        ,      m 
[xaB], 

und  der  zugeordnete  Strahl  ü  des  zu 
dieser  Punktreihe  wieder  Perspektiven 
Hülfsstrahlbüschels  mit  dem  Scheitel  h 
durch  das  Produkt 

U^-lxaBh]', 
ferner  der  entsprechende  Punkt  der  zu 
diesem  Strahlbüschel  abermals  Perspek- 
tiven Punktreihe  mit  dem  Träger  D  durch  das  Produkt 

[xaBhD]', 
endlich  der  entsprechende  Strahl  ü^  des  zu  dieser  Punktreihe  Perspektiven 
Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  e  durch  das  Produkt 

(4)  U^^[xaBhDe]. 

Dieses  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  e  ist  dann  vermöge  der  Punktreihe  B, 
des  Hülfsstrahlbüschels  h  und  der  Punktreihe  D  projektiv  auf  das  Strahlbüschel 
mit  dem  Scheitel  a  bezogen,  wobei  übrigens  nach  Seite  67  der  Scheitel  h  des 
Hülfsstrahlbüschels  weder  der  Geraden  B  noch  der  Geraden  D  angehört. 

Übergang  zu  dem  Erzeugnis  zweier  projektiven  Strahlbüschel.  Soll 
jetzt  der  ursprünglich  beliebig  angenommene  Punkt  x  des  Strahles 
Ui  =  [xa]  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  a  zugleich  dem  zugeordneten 
Strahle  ü^  des  projektiven  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  e  angehören,  so 
muß  er  der  Gleichung  [Uxl^O 

Genüge  leisten,  die  man  wegen  (4)  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

(5)  [xaBhDex]='0, 

Diese  Gleichung  aber  ist  in  bezug  auf  x  eine  Zahlgleichung  zweiten  Grades, 
und  da  sie  überdies,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  nicht  durch 
jeden  Punkt  x  der  Ebene  erfüllt  wird^),  so  zeigt  sie  von  neuem,  daß  das 

1)  Dies  ist  ausführlich  bewiesen  in  der  Ausdehnnngslehre  meines  Vaters  vom 
Jahre  1862,  Nr.  323  (H.  Grafimanns  gesammelte  mathematische  und  physikalische 
Werke,  Bd.  1,  Teil  2  (1896),  S.  196). 
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Erzeugnis  zweier  projektiven  Strahlbüschel  eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
ist  (vgl.  Seite  71). 

Übrigens  kann  man  der  Gleichung  (5)  mit  Rücksicht  auf  ihre  geo- 
metrische Bedeutung  natürlich  auch  die  Gestalt  verleihen: 

(6)  [x€DhBax]r=^0, 

welche  aus  (5)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  in  ihr  die  Reihenfolge  aller 
Faktoren  der  linken  Seite  umkehrt. 

Man  kann  dann  leicht  außer  dem  Punkt  x  noch  fünf  weitere  Punkte 
angeben,  die  auf  der  durch  die  Gleichungen  (5)  oder  (6)  dargestellten 
Kurve  zweiter  Ordnung  liegen  müssen. 

Erstens  nämlich  gehört  ihr  der  Scheitel  a  des  ersten  Strahlbüschels 
an.     Denn  es  wird  für  x  ==  a  bereits  das  Produkt 

[a;a]  =  0; 

folglich  verschwindet  für  a;  =  a  auch  die  linke  Seite  von  (5). 

Zweitens  enthält  sie  aber  auch  den  Scheitel  e  des  zweiten  Strahl- 
büschels.    Denn  für  a:  -=  e  wird  das  Produkt 

es  verschwindet  also  für  a;  «=  e  die  linke  Seite  von  (6). 
Drittens  liegt  auf  ihr  der  Punkt 

a;  -  c  =  [BD] . 
Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  der  Punkt 

[caBhD] 

mit  dem  Punkt  c  zusammenfallt.  Dies  ist  schon  geometrisch  klar,  folgt 
aber  auch  analytisch  ohne  Schwierigkeit  durch  zweimalige  Anwendung  der 
Reduktionsregel  (Satz  58).  Da  nämlich  der  Punkt  c,  nicht  aber  der  Punkt 
a,  der  Geraden  B  angehört,  so  wird  nach  der  Reduktionsregel  das  Produkt 

also  das  Produkt  [caB]^c, 

[caBhD]^[chD], 

Da  aber  auch  andererseits  der  Punkt  c,  nicht  aber  der  Punkt  Ä,  der  Ge- 
raden D  angehört,  so  wird  wieder  nach  der  Reduktionsregel 

also  auch  J  —    > 

[caBhD]:^c. 

Die  linke  Seite  von  (5)  nimmt  also  für  o;  —  c  (abgesehen  von  einem  von 
Null  verschiedenen  Zahlfaktor)  die  Form  [cec]  an  und  verschwindet  somit 
nach  den  Grundformeln  (41)  des  zweiten  Abschnitts.  Folglich  gehört 
wirklich  auch  der  Punkt  c  der  Kurve  zweiter  Ordnung  an. 
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Viertens  gilt  dasselbe  von  dem  Punkt 

denn  der  Punkt  '■         J  "    » 

[haBhD] 

fallt,  wie  geometrisch  sofort  einleuchtet,   mit   dem  Punkt  h  zusammen,^) 
so  daß  für  x  -^h  die  linke  Seite  von  (5)  (von  einem  von  Null  verschie- 
denen Zahlfaktor  abgesehen)   die  Form   [beb]   erhalt   und   also   ebenfalls 
verschwindet.     Endlich  liegt  aber 
fünftens  auch  der  Punkt 

[ehB]  =-  d 
auf  der  Kurve  zweiter  Ordnung,  was  man  ebenso  wie  bei  dem  Punkt  b 
auf  Grund  der  Gleichung  (6)  beweist 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  59:  Bezieht  man  ein  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  a 
vermittelst  der  Punktreihe  vom  Träger  B,  des  Hülfsstrahl- 
büschels  vom  Scheitel  h  und  der  Punktreihe  vom  Träger  D 
projektiv  auf  ein  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  e,  so  läßt 
sich  die  von  den  projektiven  Strahlbüscheln  a  und  e  erzeugte 
Kurve   zweiter  Ordnung  durch  die  Gleichung  darstellen 

[xaBhI)ex]'^0, 
in  der  x  den  laufenden  Punkt  der  Kurve  bedeutet.    Diese  Kurve 
zweiter  Ordnung  geht  außer  durch  die  Punkte  e,  a  und  c  —  [57)] 
auch  noch  durch  die  Punkte 

b  =-  [ahD]     und     d  =  [ehB] 
hindurch,  in  welche  der  Scheitel  h  des  Hülfsstrahlbüschels  von 
den  Scheiteln  a  und  e  der  beiden  die  Kurve  erzeugenden  Strahl- 
büschel beziehlich  auf  die  Träger  D  und   B  der   beiden   Hülfs- 
punktreihen  projiziert  wird. 

Das  Pascalsche  Sechseck.  Aus  diesem  Satze  kann  man  einen  wich- 
tigen allgemeinen  Satz  über  Kurven  zweiter  Ordnung  herleiten,  wenn  man 
noch  berücksichtigt,  daß,  wie  später  gelegentlich  gezeigt  werden  wird,  auch 
umgekehrt  jede  Kurve  zweiter  Ordnung  als  geometrischer  Ort  der  gemein- 
samen Punkte  entsprechender  Strahlen  zweier  projektiven  Strahlbüschel 
dargestellt  werden  kann. 

Denkt  man  sich  nämlich  an  Stelle  der  fünf  Elemente  a,  B,  Ä,  Z>,  e, 
welche  unsere  Kurve  zweiter  Ordnung  bestimmen,  die  fünf  Punkte 
, a,  6,  c,  flf,  e 

1)  Übrigens  läßt  sich  dies  aoch  wieder  leicht  analytisch  durch  zweimalige  An- 
wendung der  Reduktionsregel  beweisen- 
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gegeben,  durch  die  sie  nach  Satz  59  hindurchgeht,  so  kann  man  ihre 
Gleichung  ebenso  leicht  finden.  Man  hat  nämlich  nur  die  oben  benutzten 
Hülfsgrößen  B,  D,  h  durch  die  fünf  Punkte  a,  6,  c,  d,  e  auszudrücken, 
wodurch  sich  ergibt  ß  __  r^^l 

D  »  [hc] 

h  —  [ah  •  de] , 

und  diese  Werte  in  die  Gleichung  (5)  einzusetzen.  Dadurch  erhalt  man 
an  Stelle  derselben  die  Gleichung 

(7)  [xa{cd) {ah  •  de) {hc)ex]  =  0, 

und  dieser  kann  man,  wenn  man  berücksichtigt^  daß  die  Produkte 

[xa{cd){ab  •  de)]     und    [hc] 
zwei  Stabe  darstellen,  wegen  (1)  auch  die  Gestalt  geben: 

(8)  [{xa  •  cd)  (ah  •  de)  {hc  -  ex)]  =  0, 

in  welcher  sie  eine  wichtige  Eigenschaft  ausdrückt,  die  einem  jeden  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  eingeschriebenen  Sechseck  zukommt.  Betrachtet 
man  nämlich  das  „einfache''  Sechseck  ahcdex,  das  man  erhält,  wenn  man 
die  sechs  Punkte  a,  6,  c,  d,  e^x  in  dieser  Reihenfolge  miteinander  verbindet 
und    den  erhaltenen  Linienzug  schließt,   so  kann  man  in  ihm   die  Seiten- 

P***^  xa    und     cd 

ah     und     de 
hc     und     ex 

als  die  drei  Paare  Gegenseiten  bezeichnen.  Die  drei  Faktoren  auf  der 
linken  Seite  von  (8)  stellen  also  die  drei  Schnittpunkte  der  drei  Paare 
Gegenseiten  des  einfachen  Sechsecks  dar,  und  die  Gleichung  (8)  sagt  aus, 
daß  diese  drei  Schnittpimkte  in  einer  Geraden  liegen. 

Aber  auch  umgekehrt  besteht  für  ein  einfaches  Sechseck  ahcdex, 
dessen  drei  Paare  Gegenseiten  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden  schneiden, 
die  Gleichung  (8),  woraus  wiederum  folgt,  daß  die  Ecken  eines  solchen 
Sechsecks  auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  liegen.    Man  hat  also  den  Sati: 

Satz  60:  Der  Satz  von  Pascal:  In  jedem  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  eingeschriebenen  einfachen  Sechseck  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  drei  Paare  Gegenseiten  in  einer  Geraden,  und 
umgekehrt:  Sobald  bei  einem  einfachen  Sechseck  sich  die  drei 
Paare  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden  schneiden, 
läßt  sich  dem  Sechseck  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  umschrei- 
ben (vgl.  die  Figuren  64  und  65). 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Satz  nennt  man  ein  Sechseck,  welches  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  eingeschrieben  ist,   oder   was  nach  dem  Pascal- 


AbschniH  10,  Oleich ang  (7)  und  (8).     Satz  60. 
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sehen  Satze  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, ein  einfaches  Sechseck, 
dessen  drei  Paare  Gegenseiten  sich 
in  drei  Punkten  einer  Geraden  schnei- 
den, ein  ,,Pa8calsches  Sechseck" 
und  jene  Gerade  die  „Pascalsche 
Gerade^'  dieses  Sechsecks. 

In   der   Figur  64   ist   ebenso 
wie   in   der  obigen  Figur  63  das 
Pascal  sehe   Sechseck    in    solcher 
Weise    „üherschlagen"    gezeichnet, 
daß   sich  seine  drei  Paare   Gegen- 
seiten auf  diesen  Seiten  selbst  und 
nicht  erst   in   ihrer  Verlängerung 
schneiden.     Natürlich    kann    aber 
das  Pascal  sehe  Sechseck  auch  so 
liegen,    daß   zur  Konstruktion    der 
drei  ausgezeichneten  Punkte  seiner  Pas- 
calsehen Geraden  eine  Verlängerung  der 
Gegenseiten   des   Sechsecks    nötig   wird. 
Diese  Anordnung  des  Sechsecks  wird  durch 
die  Figur  65  veranschaulicht^). 

Schließlich  bemerken  wir  noch  fol- 
gendes: Bei  der  dem  Pascal  sehen  Satze 
gegebenen  Fassung  ist  vorausgesetzt,  daß 
die  Scheitel  a  und  e  der  die  Kurve  zweiter 
Ordnung  erzeugenden  projektiven  Strahl- 
büschel nicht  etwa  eine  ausgezeichnete 
Lage  auf  der  Kurve  einnehmen,  sondern 
zwei  ganz  beliebige  Punkte  derselben  sind. 

Um  noch  nachträglich  den  Beweis  hierfür  zu  erbringen,  zeige  man, 
daß  die  Kurve  zweiter  Ordnung  (8 )  auch  von  zwei  beliebigen  ihrer  Punkte 
j'  und  y  aus  durch  zwei  projektive  Strahlbüschel  projiziert  wird,  sich  also 
auch  als  Schnitt  entsprechender  Strahlen  dieser  beiden  Strahlbüschel  er- 
zeugen läßt. 

In  der  Tat  nimmt  die  Gleichung  (8)  durch  bloße  Umstellung  der 
Faktoren  die  Form  an 


Fig.  •&. 


1)  Vgl.  hierzu  J.  CoUinB,  An  elementary  expoeition  of  Graßmanns  Ansdeh- 
nuDgälehre,  or  theorj  of  extension.  The  American  Mathematical  Monthlj.  Vols.  VI 
and  Vn  (1901).  Nr.  116. 

GraBin»nn,  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.    L  7 
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(9)  [(ah  '  de)(bc  -  ex) (cd  -  xaj]  -  0; 

nnd  denkt  man  sich  in  dieser  Gleichung  die  Punkte  x,  h,  e,  d,  e  fest,  den 
Punkt  a  aber  veränderlich  und  setzt  etwa  noch 
I  [de]  -  E 

(10)  j  [pc  '  ex'\  —  Ä,  und  wie  bisher 

io  läßt  sich  die  Gleichung  (9)  auch  in  der  Form  schreiben 

(11)  [ahEh^Bxa\^0, 

in  welcher  sie  aussagt,  daß  das  Strahlbüschel,  das  die  laufenden  Punkte  a 
der  Kurve  von  h  aus  projiziert,  projektiv  ist  mit  dem  Strahlbüschel,  dss 
dieselben  Punkte  von  x  aus  projiziert.  Zwischen 
den  beiden  Strahlbüscheln  mit  den  Scheiteln  h  und 
x  wird  nämlich,  wie  die  Gleichung  (11)  zeigt,  durch 
die  Punktreihe  vom  Träger  Ey  das  Strahlbüschel 
mit  dem  Scheitel  \  und  die  Punktreihe  vom  Träger 
B  eine  projektive  Beziehung  vermittelt  (vgl.  Figur  66  j. 
Nun  folgt  aber  aus  der  Wülkürlichkeit  der 
\x  Lage  des  Punktes  x  auf  der  Kurve  zweiter  Ord- 
nung (11),  daß  das  soeben  benutzte  Strahlbüschei, 
das  die  laufenden  Punkte  a  der  Kurve  vom  Punkt 
h  aus  projiziert,  auch  projektiv  ist  mit  dem  Strahl- 
büschel, das  dieselben  Punkte  von  einem  weitereu 
beliebig  gelegenen  Punkt  y  der  Kurve  projiziert. 

Und  hieraus  wiederum  folgert  man,  daß  auch 

die  beiden  Strahlbüschel,  welche  die  laufenden  Punkte 

a  der  Kurve  von  x  und  y  aus  projizieren,  zueinander 

projektiv 

Damit  ist  aber  wirklich  gezeigt,  daß  die  Ecken  a  und  v  des  Pascal- 
sehen  Sechsecks  nicht  etwa  eine  Ausnahmestellung  auf  der  ihm  umschrie- 
benen Kurve  zweiter  Ordnung  einnehmen,  und  man  hat  zugleich  den  Satz: 
Satz  61:  Die  Punkte  einer  jeden  Kurve  zweiter  Ordnung 
werden  von  je  zwei  beliebigen  Punkten  der  Kurve  aus  durch 
«wei  projektive  Strahlbüschel  projiziert. 

Spestidlisierungen  des  Pascalsthen  Satzes.  Man  kann  aus  dem  Pascal- 
sehen  Satze,  der  durch  die  Gleichung  (8)  ausgedrückt  wird,  einige  beson- 
dere Sätze  dadurch  ableiten,  daß  man  das  Pascal  sehe  Sechseck  in  ein 
Viereck  oder  Dreieck  übergehen  läßt 

So  erhält  man  einen  Satz  über  ein  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  ein- 
geschriebenes   Viereck,    indem    man    zwei    gegenüberliegende    Seiten    des 
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Pascal  sehen  Sechsecks  unendlich  klein  werden  läßt,  so  daß  die  Linien 
dieser  Seiten  des  Sechsecks  zu  Tangenten  der  ihm  umschriebenen  Kurre 
zweiter  Ordnung  werden. 

Laßt  man  zum  Beispiel  in  dem  Pascal  sehen  Sechseck  ahcdex  (ygl. 
Figur  65)  den  Punkt  b  unendlich  nahe  an  a,  und  d  unendlich  nahe  an  e 
rücken  und  bezeichnet  die  Tangenten  in  a  und  e  mit  Ä  und  Ey  setzt  also 

[ah]  =.  A,     [de]  -  E 

(vgl.  Figur  67),  so  verwandelt  sich  das  der  Kurve  zweiter  Ordnung  ein- 
geschriebene einfache  Sechseck  ahcdex  mit  seinen  drei  in  einer  Geraden 
liegenden  Schnittpunkten  der  Gegenseiten  (vgl. 
Figur  65)  in  das  der  Kurve  zweiter  Ordnung  ein- 
geschriebene einfache  Viereck  acex  mit  seinen 
zwei  Schnittpunkten  der  Gegenseiten  usd  dem 
Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  A  und  Ej 
die  sicii  in  den  beiden  Gegenecken  a  und  e 
an  die  Kurve  legen  lassen  (vgl.  Figur  67),  und 
die  Gleichung  (8)  nimmt  die  Form  an: 
{12)  [{xa  '  ce){AE){ac  •  ex)]  =  0, 

in  der  sie  den  Satz  ausdrückt: 

Satz  62:  Der  Satz  von  Pascal  fürs  ein-  — 
fache  Viereck:  In     o^  l*< 

jedem  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung 
eingeschriebenen 
einfachen  Viereck 
liegen  die  beiden 
Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  mit 
dem  Schnittpunkt 
der  Tangenten  von 
irgend  zwei  Gegen- 
ecken in  einer  Ge- 
raden. 

Will  man  aus  die- 
sem Satze  den  ent- 
sprechenden Satz  füis  volistäfklige  Viöieck  herleiten,  so  braucht  man  nur 
den  Satz  62  sechbmal  zu  benutzen,  nämlich  auf  sUe  drei  iü  uein  vollsiänuigeu 
Viereck  enthaltenen  einfachen  Vierecke  anzuwenden,  und  zwar  jedesmal 
auf  die  Tangenten  in  den  beiden  Paaren  Gegenecken  dieser  3  einfachen  V  ier- 
eeke.     Man  erhält  auf  diese  Weise  den  Satz  (vgl.  Figur  68): 


[ao'tm} 
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Satz  63:  Der  Satz  von  Pascal  fürs  vollständige  Viereck: 
Wird  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  ein  vollständiges  Viereck 
eingeschrieben  und  zugleich  in  dessen  Ecken  ein  vollständiges 
Viereck  umschrieben,  so  liegen  auf  jeder  der  drei  Nebenseiten 
des  vollständigen  Vierecks  zwei  Gegenecken  des  vollstän- 
digen Vierseits.  Oder  anders  ausgedrückt:  Die  Nebenseiten  eines 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung  umschriebenen  vollständigen 
Vierseits  gehen  durch  die  Nebenecken  des  in  den  Berührungs- 
punkten eingeschriebenen  vollständigen  Vierecks.  Oder  noch 
etwas  kürzer:  Die  Nebenseiten  eines  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung umschriebenen  vollständigen  Vierseits  sind  zugleich  die 
Nebenseiten  des  ihr  in  den  Berührungspunkten  eingeschrie- 
benen vollständigen  Vierecks. 

In  entsprechender  Weise  leitet  man  aus  dem  Pascal  sehen  Satze 
einen  Satz  über  ein  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  eingeschriebenes  Dreieck 
ab,  wenn  man  von  den  sechs  Seiten  eines  Pascal  sehen  Sechsecks  eine  um 
die  andere  unendlich  klein  werden  läßt,  so  daß  wieder  die  Linien  dieser  drei 
Seiten  des  Sechsecks  zu  Tangenten  der  ihm  umschriebenen  Kurve  zweiter 
Ordnung  werden. 

Läßt  man  zum  Beispiel  in  dem  Pascal  sehen  Sechseck  ahcdex  (vgl. 
Figur  65)  ^^^  ^^^^^  ^  unendlich  nahe  an  a, 


rücken  und  bezeichnet  die  Tangenten  in  den  Punkten  a^Cye  an  die  Kurve 

gezogen  mit  A,  CyEy  setzt  also 

[xa'\  =  A,     [6c] -C,    {de'\  =  E, 

80  verwandelt  sich  das  der  Kurve  zweiter  Ordnung  eingeschriebene  Sechs- 
eck ahcdex  in  das  ebenfalls  der  Kurve  ein- 
geschriebene Dreieck  accj  in  dessen  Ecken 
der  Kurve  zugleich  das  Dreiseit  ACE  um- 
schrieben ist  (vgl.  Figur  69),  und  die  Glei- 
chung (8)  nimmt,  wenn  man  noch  in  dem 
mittleren  Produkte  die  Faktoren  umstellt,  die 
Form  an 

(13)        [{A  .  ce){E  •  ac){C  •  ea)]  -  0, 
in  der  sie  den  Satz  enthält: 

Satz  64:    Der   Satz   von   Pascal   fürs 
Dreieck:  Bei  jedem  einer  Kurve  zweiter 

Ordnung    eingeschriebenen    Dreieck    schneiden    sich     die    drei 

Seiten    mit    den    drei   Tangeuten,  die    man    in    den    gegenüber- 
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liegenden  Ecken  an  die  Kurve  legen  kann^  in  drei  Punkten  einer 
Geraden. 

Darstellung  zweier  projektiven  Punklreihen  durch  plammdnsche  Produkte. 
Um  femer  die  den  Sätzen  59  bis  64  dualistisch  entsprechenden  Sätze 
zu  entwickeln,  gehe  man  aus  von  der  in  der  Figur  44  gegebenen  Kon- 
struktion zweier  projektiven  Punktreihen  und  ersetze  in  dieser  Figur 
die  Buchstaben 

^i>  ^1}  ^y  ^%y  -^i 
durch  die  Buchstaben 

Ä,    6,  C,  d,  E, 
(vgl.  Figur  70).     Dabei  ist 

C^lhdl 
und  es  liegt  (vgl.  Seite  66)  der  Punkt 
b   nicht    auf   der   Geraden    Ä    und    d, 
nicht  auf  E.   Außerdem  bezeichne  man 
noch    einen    einstweilen    beliebig    an- 
genommenen Stab   der  Ebene    mit    U,  ^^'  ^^ 
Dann  läßt  sich  ein  beliebiger  Punkt  x^  der  Punktreihe  mit  dem  Träger  A 
durch  das  Produkt 

(14)  X,  =  [UÄ] 

ausdrücken;  der  entsprechende  Strahl  des  zu  dieser  Punktreihe  Perspek- 
tiven Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  b  durch  das  Produkt 

[UAb], 
und   der  zugeordnete   Punkt  x  der   zu   diesem   Strahlbüschel   wieder  Per- 
spektiven Hülfspunktreihe  mit  dem  Trager  H  durch  das  Produkt 

[UÄbH]', 
ferner  der  entsprechende  Strahl   des   zu   dieser  Hülfspunktreihe   abermals 
Perspektiven  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  d  durch  das  Produkt 

[UÄbHdU 
endlich  der  entsprechende  Punkt  x^  der  zu  diesem  Strahlbüschel  Perspek- 
tiven Punktreihe  mit  dem  Träger  E  durch  das  Produkt 

(15)  x,  =  [UAbHdEl 

Diese  Punktreihe  mit  dem  Träger  E  ist  dann  vermöge  des  Strahlbüschels  bt 
der  Hülfspunktreihe  Hund  des  Strahlbüschels  d  projektiv  auf  die  Punktreihe 
mit  dem  Träger  Ä  bezogen,  wobei  übrigens  nach  Seite  66  der  Trager  ifder 
Hülfspunktreihe  weder  durch  den  Punkt  fe  noch  durch  den  Punkte  hindurchgeht 

Übergang  zu  dem  Erzeugnis  zweier  projektiven  Punklreihen,  Soll  jetzt 
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der  ursprünglich  beliebig  angenommene  Stab  üy  welcher  den  Punkt  x^ 
aus  der  Geraden  A  ausschneidet^  zugleich  durch  den  zugeordneten  Punkt  x^ 
der  Punktreihe  mit  dem  Träger  E  hindurchgehen,  so  muß  er  der  Gleichung 

[a:,  (7]  -  0 
Genüge  leisten,    die  man  wegen  (15)  auch   in   der  Form  schreiben  kann: 

(16)  [UAhEdElT\^0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  in  bezug  auf  ü  eine  Zahlgleichung  zweiten 
Grades,  und  da  sie  überdies,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  nicht 
durch  jeden  Stab  Z7  der  Ebene  ei-füllt  wird,  so  zeigt  sie  von  neuem,  daß 
das  Erzeugnis  zweier  projektiven  Pnnktreihen  eine  Kurve  zweiter  Klasse 
ist  (vgl.  Seite  75). 

Übrigens  kann  man  die  Gleichung  (16)  mit  Rücksicht  auf  ihre  geo- 
metrische Bedeutung  auch  in  der  Form  schreiben: 

(17)  lUEdmAir\^0, 

welche  aus  (16)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die  Reihenfolge  aller  Fak- 
toren der  linken  Seite  umkehrt. 

Man  kann  dann  leicht  außer  der  Geraden  UnoaYi 
fOnf  weitere  Geraden  angeben,  welche  der  durch 
die  Gleichung  (16)  oder  (17)  dargestellten  Kurve 
zweiter  Klasse  als  Tangenten  angehören  (vgl.  Fi- 
gur  71). 

Erstens  nämlich  gehört  ihr  der  Träger  A  der 
ersten  Punktreihe  an.  Denn  es  wird  für  C/  ==«  -4.  be- 
reits das  Produkt      \tt^  =,  q. 

folglich    verschwindet   für    ü  ^  A   auch   die   linke 
Seite  von  (16). 

Zweitens  aber  enthält  sie  auch  den  Träger  ^ der 
zweiten  Punktreihe.  Denn  für  [7— jB  wird  das  Produkt 
[ÜE]-0, 

es  verschwindet  also  fllr  Z7—  -K  die  linke  Seite  von  (17). 
Drittens  gehört  ihr  aber  auch  die  Gerade 

an.     Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  Gerade 

[CAbHd] 
mit  der  Geraden  C  zusammenfällt.     Da  nämlich  die  Gerade  C,  nicht  aber 
die  Gerade  A  durch  den  Punkt  h  hindurchgeht,  so  wird  nach  der  Reduk- 
tionsregel  (Satz  58)  das  Produkt 

[CAb]^C, 
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also  das  Produkt 

[CÄbHd]^[CHdl 

Da  aber  auoh  andererseits  die  Gerade  C,  nicht  aber  die  Gerade  H,  durch 
den  Punkt  d  hindurchgeht^  so  wird  wieder  nach  der  Reduktionsregel 

[CHd]  =  C, 
also  auch 

[CAbHd]  ^  C. 

Die  linke  Seite  7on  (16)  nimmt  also  für  ü"  —  C  (abgesehen  von  einem  von 
Null  verschiedenen  Zahlfaktor)  die  Form  [CEC]  an  und  verschwindet  so- 
mit nach  den  Formeln  (34)  des  dritten  Abschnitts.  Folglich  gehört  wirk- 
lich auch  die  Gerade  C  zu  den  Tangenten  der  Kurve  zweiter  Klasse  (16). 
Viertens  gilt  dasselbe  von  der  Geraden 

[ÄHd]  =  5; 
denn  die  Gerade 

[BÄbHd] 

fällt,   wie  geometrisch  sofort  einleuchtet,  mit  der  Geraden  B  zusammen, 
so  daß  f^T  U  =  B  die  linke  Seite  von  (16)  (von  einem  von   Null   ver- 
schiedenen Zahlfaktor  abgesehen)  die  Form  [BEB]  erhält  und  also  eben- 
falls verschwindet.     Endlich  berührt  aber 
fünftens   auch   die   Gerade 

[EHb]  =  D 

die  Kurve  zweiter  Klasse,  was  man  ebenso  wie  bei  der  Geraden  B  auf 
Grund  der  Gleichung  (17)  beweist. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  65:  Bezieht  man  eine  Punktreihe  mit  dem  Träger  Ä 
vermittelst  des  Strahlbüschels  vom  Scheitel  6,  der  Hülfspunkt- 
reihe  vom  Träger  H  und  des  Strahlbüschels  vom  Scheitel  d 
projektiv  auf  eine  Punktreihe  mit  dem  Träger  E,  so  läßt 
sich  die  von  den  projektiven  Punktreihen  A  und  E  erzeugte 
Kurve  zweiter  Klasse  durch  die  Gleichung  darstellen 

[ÜÄhHdEÜ]  =  0, 
in    der    ü  die    laufende    Tangente    der    Kurve    bedeutet     Diese 
Kurve    zweiter    Klasse    enthält    als    Tangenten    außer    den    Ge- 
raden Ef  A  und  C=  \bd\  auch  noch  die  Geraden 
B^\Äßd\    und    2) -[Em], 

welche  die  Schnittpunkte  [ÜA\  und  [RE\  des  Trägers  E  der 
Hülfspunktreihe  mit  den  Trägern  A  und  E  der  die  Kurve  er- 
zeugenden projektiven  Punktreihen  beziehlich  von  den  Schei- 
teln d  und  h  der  beiden  Hülfsstrahlbüschel  aus  projizieren. 
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Bas  Brianchonsche  Sechsseit.  Aus  diesem  Satze  kann  man  den  dem 
Pascalschen  Satze  entsprechenden  Satz  über  Kurven  zweiter  Klasse  her- 
leiten,  wenn  man  noch  berücksichtigt,  daß,  wie  später  gelegentlich  gezeigt 
werden  wird,  auch  umgekehrt  jede  Kurve  zweiter  Klasse  als  Hällkurve 
der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier  projektiven  Punkt- 
reihen dargestellt  werden  kann. 

Denkt  man  sich  nämlich  an  Stelle  der  fOnf  Elemente  A,  6,  H,  d,  E, 
welche  unsere  Kurve  zweiter  Klasse  bestimmen,  die  fünf  Geraden 

Ä,  B,  C\  D,  E 
gegeben,  die  sie  nach  Satz  65  zu  Tangenten  hat,  so  kann  man  ihre  Glei- 
chung  ebenso   leicht   finden.     Man   hat   nämlich  nur  die  oben  benutzten 
Hülfsgrößen  h^  d,  H  durch  die  fünf  Geraden  Äj  B,  C,  7),  E  auszudrücken, 
wodurch  sich  ergibt  (vgl.  Figur  71) 

h  =  [CD] 
d  =  [BC] 
H==[ÄB'DE], 
und  diese  Werte  in  die  Gleichung  (16)  einzusetzen.     Dadurch  erhält  man 
an  Stelle  derselben  die  Gleichung 

(18)  [UÄ{CD)(ÄB  .  DE){BC)EU]  =  0, 

und  dieser  kann  man,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  Produkte 

[UA{CB){AB'DE)\     und     [BC] 
zwei  Punkte  darstellen,  wegen  (2)  auch  die  Gestalt  geben: 

(19)  Y(TJA  .  CD) {AB .  DE){BC'EU)]  =  0, 

in  welcher  sie  eine  wichtige  Eigenschaft  ausdrückt,  die  einem  jeden  einer 
Kurve  zweiter  Klasse  umschriebenen  Sechsseit  zukommt.     Betrachtet  man 
nämlich  das  „einfache"  Sechsseit  ABC D EU,  das  man  erhält,  wenn  man 
von   den  sechs  Geraden  Aj  By  0,  /),  JE,   U  jede  mit  der  folgenden  und 
die   letzte  mit  der  ersten    zum   Schnitt  bringt  (vgl. 
Figur  72),   so   kann  mau  in  ihm  die  Punktpaare 
UA    und     CD 
AB    und     DE 
BC    und    EU 
als  die  drei  Paare  Gegenecken  bezeichnen.     Die  drei 
Faktoren  auf  der  linken  Seite  von  (19)  stellen  also 
die  drei  Verbindungslinien  der  drei  Paare  Gegenecken 
dieses  einfachen   Sechsecks   dar,    imd   die  Gleichung 
(19)  sagt  aus,  daß  diese  drei  Verbindungslinien  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen. 
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Aber  auch  umgekehrt  besteht  für  ein  einfaches  Sechsseit  ABC D EU, 
dessen  drei  Paare  Gegenecken  drei  gerade  Linien  bestimmen,  die  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen,  die  Gleichung  (19),  woraus  wiederum 
folgt,  daß  die  Seiten  eines  solchen  Sechsecks  Tangenten  einer  Kurre 
zweiter  Klasse  bilden.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  66:  Der  Satz  von  Brianchon:  In  jedem  einer  Kurve 
zweiter  Klasse  umschriebenen  einfachen  Sechsseit  gehen  die 
Verbindungslinien  der  drei  Paare  Gegenecken  durch  einen  und 
denselben  Punkt,  und  umgekehrt:  Sobald  bei  einem  einfachen 
Sechsseit  die  Verbindungslinien  der  drei  Paare  Gegenecken 
durch  denselben  Punkt  hindurchgehen,  läßt  sich  dem  Sechsseit 
eine  Kurve  zweiter  Klasse  einschreiben. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Satz  nennt  man  ein  Sechsseit,  welches  einer 
Kurve  zweiter  £[lasse  umschrieben  ist,  oder  was  nach  dem  Brianchon- 
schen  Satze  aaf  dasselbe  hinauskommt,  ein  einfaches  Sechsseit,  dessen  drei 
Paare  Gegenecken  drei  Linien  bestimmen,  die  sich  in  demselben  Punkt 
schneiden,  ein  „Brianchonsches  Sechsseit"  und  jenen  Punkt  den 
„Brianchonschen  Punkt"  dieses  Sechsseits. 

Daß  wirklich,  wie  in  der  Fassung  des  Brianchonschen  Satzes  voraus- 
gesetzt ist,  die  Träger  A  und  E  der  beiden  projektiven  Punktreihen  keine 
ausgezeichneten  Tangenten  der  Kurve  zweiter  Klasse  sind,  sondern  zwei 
ganz  beliebige  Tangenten  derselben  bilden,  kann  man  in  ganz  entsprechen- 
der Weise  wie  bei  der  dualistischen  Entwicklung  zeigen.  Es  gilt  daher 
auch  der  Satz: 

Satz  67:  Die  Tangenten  einer  Kurve  zweiter  Klasse  schneiden 
auf  je  zwei  beliebigen  Tangenten  der  Kurve  zwei  projektive 
Punktreihen  aus. 

Spezialisierungen  des  Brianchonschen  Satzes.  Man  kann  aus  dem 
Brianchonschen  Satze,  der  durch  die  Gleichung  (19)  ausgedrückt  wird, 
noch  einige  besondere  Sätze  dadurch  herleiten,  daß  man  das  Brianchon- 
sche  Sechsseit  in  ein   Vierseit  oder  Dreiseit  übergehen  läßt. 

So  findet  man  einen  besonderen  Satz  über  ein  einer  Kurve  zweiter 
Klasse  umschriebenes  Vierseit,  indem  man  zwei  gegenüberliegende  Winkel 
des  Sechsseits  sich  unbegrenzt  der  Größe  eines  gestreckten  Winkels  nähern 
läßt,  ohne  dem  Sechsseit  den  Charakter  eines  Brianchonschen  Sechsseits 
zu  nehmen.  Dabei  werden  die  beiden  Tangenten  der  Kurve  zweiter  Klasse, 
welche  die  Schenkel  eines  solchen  Winkels  bilden,  in  eine  einzige  Tangente 
zusammenfallen;  der  Scheitel  des  Winkels  aber  wird  in  den  Berührungs- 
punkt dieser  Tangente  übergehen. 

Läßt  man  zum  Beispiel  in  dem  Brianchonschen  ^wAL^aeii  ABCDEÜ 
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(vgl.  Figur  72)  die  Seite  B  mit  der  Seite  Ä  und  die  Seite  D  mit  der 
Seite  E  zusammenfallen,  so  verwandeln  sich  die  Schnittpunkte 
^  [AB]  -  a  und  [DE]  =  e 

der  zusammengerückten  Tangenten  in  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  Ä  und   E  (vgl   Figur  73), 
^l\  ^  ^^^  j  yy  und  die  Gleichung  (19)  nimmt  die  Form  an: 

^^J^^^""^  (20j         [(ÜA-  CE) (ae) {AC  •EU)]^0, 
E  in  der  sie  den  Satz  enthält: 

Satz  68:  Der  Satz  von  Brianchon  fürs 
einfache  Vierseit:  In  jedem  einer  Kurve  zweiter  Klasse  um- 
schriebenen einfachen  Vierseit  geht  die  Verbindungslinie  der 
Berührungspunkte  zweier  Gegenseiten  durch  den  Diagonalen- 
schnittpunkt des  Vierseits  hindurch.  Will  man  aus  diesem  Satze 

den  entsprechenden  Satz  fürs 
vollständige  Vierseit  herleiten, 
80  braucht  man  nur  den  Satz 
68  sechsmal  zu  benutzen,  näm- 
lich auf  alle  drei  in  dem  voll- 
ständigen Vierseit  enthaltenen 
einfachen   Vierseite    anzuwen- 
den, und  zwar  jedesmal  auf  die 
Berührungspunkte  in  den  bei- 
den Paaren  Gegenseiten  dieser 
drei  einfachen  Vierseite.   Man 
erhält  auf  diese  Weise  den  Satz 
^'  ^^  (vgl.  Figur  74): 

Satz  69:  Der  Satz  von 
Brianchon  fürs  vollstän- 
dige Vierseit:  Wird  einer  Kurve  zweiter  Klasse  ein  vollständiges 
Vierseit  umschrieben  und  zugleich  in  den  Berührungspunkten  sei- 
ner vier  Seiten  ein  vollständiges  Viereck  eingeschrieben,  so  gehen 
durch  jede  Nebenecke  des  vollständigen  Vierseits  zwei  Gegen- 
seiten des  vollständigen  Vierecks.  Oder  anders  ausgedrückt:  Die 
Nebenecken  eines  einer  Kurve  zweiter  Klasse  umschriebenen 
vollständigen  Vierseits  sind  zugleich  die  Nebenecken  des  ihr 
i^  den  Berührungspunkten  eingeschriebenen  vollständigen  Vier- 
ecks. 

In  entsprechender  Weise  leitet  man  ans  dem  Brianchon  sehen  Satze 
einen  Satz  über  ein  einer  Kurve  zweiter  Klasse  umschriebenes  Dreiseit 
ab;  wenn  man  von  den  sechs  Winkeln  des  Brianchonschen  Sechsseits 
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einen  um  den  anderen  sich  unbegrenzt  der  Ghröße  eines  gestreckten  Winkels 
nähern  läßt.  Dabei  werden  wieder  die  beiden  Tangenten  der  Kurve  zweiter 
Klasse,  welche  die  Schenkel  eines  solchen  Winkels  bilden,  in  eine  einzige 
Tangente  zusammenfallen,  der  Scheitel  des  Winkels  aber  wird  in  den  Be- 
rührungspunkt dieser  Tangente  übergehen. 

Laßt  man  zum  Beispiel  in  dem  Brianchonschen  Sechsseit  ABC  DE  ü 
(vgl.  Figur  72)  j.^  g^j^  ^  ^.^.  ^^j.  g^.^^  ^^ 

ff        n        -^     ff        ff         ff        ^f 

ff        n        ^     ff        ff        ff        ^ 

zusammenfaUen,  so  verwandeln  sich  die  Schnittpunkte 

\lJA^^  =  a,    [-BC]-c,     [Z)E]-e 

der  zusammengerückten  Tangenten  in  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 

A,  C,  E 

und  das  der  Kurve  zweiter  Klasse  umschriebene  einfache  Sechsseit  ABC  DE  U 
in  das  ebenfalls  der  Kurve  umschriebene  Drei- 
seit  ACE  mit  den  Berührungspunkten  a,  c^e 
seiner  drei  Seiten   (vgl.  Figur  75).     Zugleich 
aber  nimmt  die  Gleichung  (19)  die  Form  an: 

(21)       [(a  .  aJB)(e  •  AC){c  -  EA)  =-  0, 

in  der  sie  den  Satz  enthält: 

Satz  70:  Der  Satz  von  Brianchon  fürs  Dreiseit.  Bei  jedem 
einer  Kurve  zweiter  Klasse  umschriebenen  Dreiseit  gehen  die 
drei  Linien,  welche 
seine  drei  Ecken  mit 
den  Berührungspunk- 
ten ihrer  Gegenseiten 
verbinden,  durch  einen 
und  denselben  Punkt 
hindurch. 

Zusammenliang  zwi- 
schen den  Kurven  zweiter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse. 
Man  kann  noch  bemerken, 
daß  die  in  den  Sätzen  63 
und  69  für  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  aus- 


Fig.  75. 
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gesprochenen  Eigenschaften  voUkommen  identisch  sind,  und  es  drängt 
sich  daher  die  Frage  auf,  ob  zwischen  den  beiden  Begriffen  ,,Kurve 
zweiter  Ordnung*'  und  „Kurve  zweiter  Klasse*'  überhaupt  ein  Unterschied 
besteht. 

Um  hierüber  Aufschluß  zu  erhalten,  denke  man  sich  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  ein  vollständiges  Viereck  ah  cd  eingeschrieben  und  zu- 
gleich in  seinen  vier  Ecken  ein  vollständiges  Vierseit  ABCD  umschrieben 
(vgl.  Figur  76).  Bezeichnet  man  dann  die  Nebenecken  des  vollständigen 
Vierecks  mit  p,  q,  r  und  die  Nebenseiten  des  vollständigen  Vierseits  mit 
P,  Qf  11,  so  wird 

p  =^\hc '  ad] 

(22)  \q  =  [ca'bd]      und     (23) 

r  =  [ah-  cd] 


P  =  [BC .  AD] 

Q-^[Cä-  BD] 

[R-^lÄBCn], 


Nun  sind  nach  Satz  63  die  Nebenseiten  des  der  Kurve  zweiter  Ordnung 
umschriebenen  Vierseits  zugleich  die  Nebenseiten  des  in  seinen  Be- 
rührungspunkten eingeschriebenen  Vierecks,  das  heißt,  es  gelten  die  drei 
Gleichungen 

(24)  iQ^lrp] 

\R^[pq]. 

Und  aus  ihnen  folgen  noch,  wenn  man  sie  paarweise  miteinander  multi- 
pliziert und  die  Formel  (21)  des  dritten  Abschnitts  anwendet,  die  dua- 
listisch entsprechenden  Gleichungen: 

(25)  U^[RF] 

deren  Richtigkeit  übrigens  auch  sofoi*t  geometrisch  einleuchtet. 

Will  man  jetzt  zeigen,  daß  die  Tangenten  der  betrachteten  Kurve 
zweiter  Ordnung  gleichzeitig  der  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Klasse 
genügen,  so  hat  man  nur  die  Tatsache  analytisch  auszudrücken,  daß  etwa 
die  Nebenecke  (/  des  vollständigen  Vierecks,  die  nach  (22)  als  Schnitt- 
punkt der  Gegenseiten  ca  und  hd  des  der  Kurve  zweiter  Ordnung  ein- 
geschriebenen Vierecks  definiert  ist,  zugleich  nach  (25)  der  Schnittpunkt 
der  Nebenseiten  R  und  P  des  in  den  Punkten  o,  ft,  c,  d  derselben 
Kurve  zweiter  Ordnung  umschriebenen  vollständigen  Vierseits  ABCD  ist. 

Als  Schnittpunkt  der  Gegenseiten  ca  und  hd  genügt  der  Punkt  q 
insbesondere  der  Gleichung 

[q  .  ca]  -  0 . 
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Ersetzt  man  aber  in  ihr  den  Punkt  q  durch  das  nach  (25)  kongruente 
Produkt  [BP],  so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an 

[BP'Caj^O 
oder  wegen  (23)  die  Form 

[(AB .  CD)(BC  •  ÄD)(ca)]  -  0, 

ftir  die  man  unter  Umstellung  der  Faktoren  auch  schreiben  kann: 

(26)  [(BC .  AB)  (ca) {BC  •  ^D)]  -  0 . 

Diese  Gleichung  (26)  aber  enthält  bereits  das  gewünschte  Ergebnis.  Denkt 
man  sich  nämlich  von  den  in  ihr  vorkommenden  sechs  Größen^,  B,  C,  DfC^a 
die  drei  Tangenten  A,  By  C  der  Kurve  zweiter  Ordnung  und  die  Be- 
rührungspunkte a  und  c  der  Tangenten  A  und  C  fest  gegeben,  (wodurch 
dann  übrigens  nach  Satz  64  auch  noch  der  Berührungspunkt  h  der  Tan- 
gente B  mit  bestimmt  ist),  so  bleibt  in  der  Gleichung  (26)  als  einzige 
Veränderliche  der  Stab  D  übrig.  Und  da  diese  Gleichung  in  bezug  auf 
D  vom  zweiten  Grade  ist,  so  zeigt  dieselbe,  daß  die  veränderliche  Tan- 
gente D  eine  Kurve  zweiter  Klasse  umhüllt. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Gleichung  (26)  nicht  überhaupt 
durch  jeden  Stab  D  der  Ebene  erfüllt  wird.     Das  letztere  tritt  ein,  wenn 

[AB\^0,     also 

(27)  A  =  By    oder  wenn 

[BC]^0,    also 

(28)  B=Cj    oder  endlich  auch,  wenn 

(29)  A~C 
ist.     In  diesem  Falle  nämlich  muß  auch 

[AE]^[BC] 
und  ferner  für  beliebiges  D 

[DC]^[AD],     also  auch 

[DC'AB]~[BC'AD] 

sein.  Das  heißt,  es  sind  dann  für  beliebige  Werte  von  D  zwei  Faktoren 
der  linken  Seite  von  (26)  bis  auf  einen  Zahlfaktor  einander  gleich;  die 
Gleichung  (26)  wird  also  in  der  Tat  für  die  drei  Fälle  (27),  (28)  und  (29 ) 
identisch  erfüllt. 

Wenn  aber  die  Tangenten  zweier  verschiedenen  Punkte  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  in  eine  Gerade  zusammenfallen,  so  gehören  dieser  Ge- 
raden vier  Punkte  der  Kurve  zweiter  Ordnung  an,  insofern  ja  eine  jede 
Tangente  an  ihrer  Berührungsstelle  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein  hat.  Nach  Seite  71  aber  muß  eine  gerade  Linie, 
die  mehr  als  zwei  Punkte  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  enthält,  ganz  auf 
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der  Kurve  liegen,  and  nach  Seite  72 f.  zerfallt  alsdann  die  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  ein  Linienpaar. 

Schließen  wir  aber  'den  Fall  einer  in  ein  Linienpaar  zerfallenden 
Kurve  zweiter  Ordnung  von  der  Betrachtung  aus,  so  stellt  die  Gleichung 
(26),  welcher  die  Tangenten  der  Kurve  zweiter  Ordnung  zu  genügen 
haben,  sicher  eine  Kurve  zweiter  Klasse  dar,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  71:  Die  Tangenten  einer  jeden  nicht  zerfallenden  Kurve 
zweiter  Ordnung  umhüllen  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Übrigens  kann  man  auch  leicht  zwei  projektive  Punktreihen  angeben, 
durch  die  sich   die  durch   die  Gleichung  (26)   dargestellte   Kurve   zweiter 
Klasse  erzeugen  läßt;  denn  schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 
(30)  [DC\ÄB)(ca)(BC)ÄD]==0, 

so  zeigt  dieselbe,  daß  jene  Kurve  zweiter  Klasse  das  Erzeugnis  derjenigen 
beiden  projektiven  Punktreihen  mit  den  Trägem  C  und  Ä  ist,  die  ver- 
mittelst des  Hülfsstrahlbüschols  mit  dem  Scheitel  [-45],  der  Hülfispunkt- 
reihe  mit  dem  Träger  [ca]  und  des  Hülfsstrahlbüschels  mit  dem  Scheitel 
[BC]  projektiv  aufeinander  bezogen  sind. 

Genau  ebenso  wie  den  Satz  71  beweist  man  den  dualistisch  ent- 
sprechenden Satz: 

Satz  72:  Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  einer  nicht 
zerfallenden  Kurve  zweiter  Klasse  bilden  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung. 


Dritter  Hauptteil. 
Die  Projektiyitäten  in  der  Geraden  nnd   im  Strahlbfischel. 

Abschnitt  11. 
Die  ProjektlYitätsbrfiche. 

Einleitung:  Bein  Geometrisches  über  die  Doppelpunkte  einer  Prqjekli- 
vität  in  einer  Geraden.  Es  seien  zwei  projektive  Pnnktreihen  auf  derselben 
Geraden  G  gegeben  durch  die  beiden  Tripel  zugeordneter  Punkte  ej,  c,,  e 
und  a^,  d^,  a.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  die  durch  die  Zuordnung 
dieser  beiden  Punkttripel  bestimmte  „Projektivität"  Doppelpunkte  besitzt, 
das  soll  heißen,  ob  die  erste  von  den  beiden  Punktreihen  Punkte  enthält, 
die  mit  den  zugeordneten  Punkten  der  zweiten  Punktreihe  zusammenfallen. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  projiziere  man  die  beiden  Punkt- 
tripel «i,  c,,  c  und  «j,  flTj,  a  von  zwei  nicht  in  der  Geraden  G  liegenden, 
sonst  aber  beliebigen  Punkten  s  und  t  aus  durch  die  beiden  Strahltripel 

[seil  [se^l  [se]     und     [ta^],  pa,],  [ta]. 
Dann   erzeugen    die   beiden    durch    die  Zuordnung  dieser  Strahltripel  be- 
stimmten projektiven  Strahlbüschel  nach  Satz  50  eine  Kurve  zweiter  Ordnung, 
der  die  fQnf  Punkte 

^y  ^y  ^1  =  [^^i  *  ^^J»  ^  ==  L*^  *  ^"tL  c  =-[se  '  ta] 
angehören  (vgl.  Fig.  77). 

Nun  wird  aber,  wie 
oben  gezeigt  ist,  (vgl. 
Seite  71),  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  von 
einer  jeden  Geraden,  die 
nicht  alle  ihre  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein 
hat,  in  zwei  getrennten 
reellen,  zwei  zusammen- 
fallenden reellen  oder  in 
zwei  konjugiert  komple- 
xen Punkten  geschnitten.  Sieht  man  daher  zunächst  von  dem  genannten 
Ausnahmefalle  ab,  wo  sämtliche  Punkte  der  Geraden  G  der  Kurve  zweiter 
Ordnung  angehören,  und  bezeichnet  die  beiden  Punkte,  welche  die  Kurve 
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aus  der  Geraden  G  aasschneidet,  mit  (i^  und  d^y  so  ist  jeder  von  diesen 
beiden  Punkten  der  Schnittpunkt  zweier  entsprechenden  Strahlen  der  beiden 
die  Kurve  erzeugenden  Strahlbüschel.  Die  beiden  Punkte  d^  und  d^  sind 
daher  in  den  beiden  zu  diesen  Büscheln  Perspektiven  Punktreihen  der  Ge- 
raden G  sich  selbst  zugeordnet,  das  heißt,  sie  sind  die  gesuchten  Doppel- 
punkte der  gegebenen  Projektivität  auf  der  Geraden  G,  und  außer  diesen 
beiden  Doppelpunkten  entspricht  kein  Punkt  der  beiden  Punktreihen  sich 
selbst. 

In  dem  erwähnten  Ausnahmefalle  aber,  wo  die  Gerade  G  alle  ihre 
Punkte  mit  der  Kurve  zweiter  Ordnung  gemein  hat,  wo  also  sämtliche 
Punkte  der  Geraden  G  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  der  beiden 
betrachteten  projektiven  Strahlbüschel  sind,  liegen  diese  beiden  Strahl- 
büschel perspektiv  und  die  Gerade  G  ist  ihre  Perspektivitätsachse.  Die 
von  ihnen  erzeugte  Kurve  zweiter  Ordnung  zerfällt  daher  nach  Satz  51  in 
das  Linienpaar,  das  durch  die  Geraden  G  und  [st]  gebildet  wird.  In  den 
beiden  projektiven  Punktreihen  der  Geraden  G  entspricht  alsdann  jeder 
Punkt  sich  selbst,  das  heißt,  wir  haben  den  Fall  der  Deckung,  wo  die 
beiden  projektiven  Punktreihen  dieser  Geraden  punktweise  zusammen- 
fallen. Insbesondere  müssen  dann  also  auch  die  drei  Punkte  e^,  6,,  e 
beziehüch  auf  die  drei  Punkte  %,  a^jU  fallen.   Man  hat  somit  das  Ergebnis: 

Satz  73:  Haben  zwei  projektive  Punktreihen  derselben  Ge- 
raden nicht  alle  ihre  Punkte  entsprechend  gemein,  so  besitzen 
sie  zwei  getrennt  liegende  reelle,  zwei  zusammenfallende  reelle 
oder  zwei  konjugiert  komplexe  Doppelpunkte. 

Ebenso  findet  man  den  dualistisch  entsprechenden  Satz: 

Satz  74:  Haben  zwei  projektive  Strahlbüschel  mit  demselben 
Scheitel  nicht  alle  ihre  Strahlen  entsprechend  gemein,  so  be- 
sitzen sie  zwei  getrennt  liegende  reelle,  zwei  zusammenfallende 
reelle  oder  zwei  konjugiert  komplexe  Doppelstrahlen. 

Die  Grundpunhie  und  der  Einheitspunkt  einer  Punktreihe.  Das  soeben 
entwickelte  Verfahren  gibt  bereits  ,über  die  Möglichkeit  und  die  Anzahl 
von  Doppelelementen  bei  zwei  projektiven  Grundgebilden  auf  dem  näm- 
lichen Träger  genügenden  Aufschluß.  Um  indes  einen  genaueren  Einblick 
in  die  bei  zwei  solchen  projektiven  Grundgebilden  vorkommenden  Be- 
ziehungen zu  gewinnen  und  insbesondere  auch  eine  deutliche  Vorstellung 
von  der  geometrischen  Bedeutung  des  Auftretens  konjugiert  komplexer 
Doppelelemente  zu  erhalten,  behandeln  wir  denselben  Gegenstand  auch 
noch  analytisch.  Dabei  erscheint  eine  Bevorzugung  projektiver  Punkt- 
reihen  derselben  Geraden  um  so  mehr  erlaubt,  als  sich  die  entsprechenden 
Eigenschaften  zweier  projektiven  Strahlbüschei  mit  demselben  Scheitel  ohne 
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weiteres  durch  Projektion  aus  den  Beziehungen  projektiver  Punktreihen 
derselben  Geraden  ableiten  lassen. 

Zur  analytischen  Darstellung  der  Punkte  in  der  Geraden  benutze  man 
als  „Grundpunkte^^  zwei  nicht  zusammenfallende  vielfache  Punkte 

deren  Massen  m^  und  m,  in  der  Weise  bestimmt  sein  mögen,  daß  ein  der 
Lage  nach  beliebig  gewählter  dritter  Punkt  e  der  betrachteten  Geraden, 
der  nur  nicht  gerade  mit  einem  der  beiden  Grundpunkte  e^  und  e^  za- 
sammenfallen  darf,  sich  als  Summe  der  beiden  Grundpunkte  darstellt^  so 
daß  also 
(1)  e  =  ej  +  e, 

wird.  Durch  diese  Forderung  sind  die  Massen  m^  und  m,  der  beiden 
Grundpunkte  bis  auf  einen  willkürlich  bleibenden  Proportionalitätsfaktor 
bestimmt.  Und  hat  man  über  diesen  verfügt,  so  ist  damit  auch  die  Masse 
des  Hülfspunktes  e  festgelegt. 

Fassen  wir  die  Grundpunkte  e^  und  e^  und  den  Hülfspunkt  e  speziell 
als  Punkte  der  ersten  von  den  beiden  Puuktreihen  auf,  die  projektiv  auf- 
einander bezogen  werden  sollen,  so  läßt  sich  jeder  weitere  Punkt  x  dieser 
Pimktreihe  als  Vielfachensumme  der  beiden  Grundpunkte,  das  heißt  durch 
eine  Summe  von  der  Form 

ausdrücken,  in  der  ^*,  und  \^  zwei  Zahlgrößen  sind. 

Diese  Zahlgrößen  besitzen  der  Formel  (1)  zufolge  für  den  oben  be- 
nutzten Hülfspunkt  e  die  Werte  jj  =  jg  ==  1.  Aus  diesem  Grunde  möge 
der  Punkt  e  der  „Einheitspunkt  der  ersten  Punktreihe"  genannt 
werden. 

Jetzt  läßt  man  den  Punkten  e^  und  e^  der  ersten  Punktreihe  in  der 
zweiten  Punktreihe  der  betrachteten  Geraden  zwei  beliebige  reelle  Punkte 
ttj  und  Og  entsprechen.  Liegen  dabei  diese  Punkte  a^  und  o,  vonein» 
ander  getrennt,  so  wird  es  wiederum  möglich,  über  ihre  Masse  in  der 
Weise  zu  verfügen,  daß  ein  beliebiger  dritter  Punkt  a  ihrer  Geraden,  der 
nur  nicht  mit  einem  von  den  Punkten  a,  und  o^  zusammenfallen  darf, 
der  „Einheitspunkt  der  zweiten  Punktreihe"  wird,  das  heißt  in 
bezug  auf  die  Punkte  a^  und  o^  wieder  die  Ableitzahlen  Ji  -•  Jt  *"  ^  besitzt, 
so  (laß  also  die  Gleichung  besteht 
(3)  a  «a,  -j-Oj. 

Die  so  definierten  Punkte  a^  und  a^  der  zweiten  Punktreihe  lassen 
sich  mittelst  vier  reeller  Zahlen  a^^  (/,  Ä*  —  1,  2)  als  Vielfachensummen  der 

<rrafni»nn,  ProjekÜTe  Geometrie  d.  Ebene.   L  8 
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Gmndpunkte  6}  und  e^  der  ersten  Pimktreihe  darstellen;  es  möge  etwa  «ein: 


(4) 

Ordnet  man  schließlicli  nicht  nur  den  beiden  Gh*undpunkten  e,  und  e^ 
der  ersten  Punktreihe  die  beiden  Grundpunkte  a^  und  a,  der  zweiten 
Punktreihe  zu,  sondern  außerdem  noch  dem  Einheitspunkt  e  der  ersten 
Punktreihe  den  Einheitspunkt  a  der  zweiten,  so  ist  dadurch,  wie  wir 
wissen,  eine  gewisse  projektive  Beziehung  zwischen  den  beiden  Punkt- 
reihen festgelegt. 

Der  Abhildungsfaktor  einer  Projektivität.  Will  man  jetzt  einen 
„Abbildungsfaktor"  p  bestimmen,  der  einen  beliebigen  Punkt  der 
ersten  Punktreihe  bei  der  Multiplikation  in  den  projektiv  zugeordneten 
Punkt  der  zweiten  Punktreihe  überführt,  wobei  die  projektive  Beziehung 
der  beiden  Punktreihen  in  der  soeben  beschriebenen  Weise  gegeben  ist, 
so  müssen  für  diesen  Faktor  |i 

erstens  die  3  Gleichungen  bestehen: 

(5)  e^^  =  Oj,     e^p  =  a^     und 

(6)  e^  =  a, 

von  denen  sich  die  letzte  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (3)  in 
der  Form  schreiben  läßt: 

(7)  {e,  -f  e,)|i  =  «1  -f  o, 
oder  wegen  (5)  auch  in  der  Form: 

Ein  Faktor  |i,  der  diesen  Gleichungen  genügt,  bewirkt  bereits  eine 
Abbildung  der  Punkte  «i,  c^,  e  der  ersten  Punktreihe  auf  die  Punkte 
(i^yü^^a  der  zweiten  Punktreihe.  Da  aber  zugleich  die  ganze  erste  Punkt- 
reihe projektiv  auf  die  zweite  Punktreihe  abgebildet  werden  soll,  so 
hat  man 

zweitens  dafür  Sorge  zu  tragen,  daß  jedem  Punkt  e^  4-  J«i  der  ersten 
Punktreihe  der  mit  demselben  Parameter  f  behaftete  Punkt  a^  -f  fa,  der 
zweiten  Punktreihe  zugewiesen  wird  (vgl.  Seite  60).  Dies  erzielt  man  sehr 
einfach  dadurch,  daß  man  die  Gleichung  (7)  verallgemeinert,  indem  man 
fordert,  es  solle  allgemein 

sein,  das  heißt,  es  solle  jeder  Punkt  o*,  der  durch  die  Zahlgrößen  jr^  und  i^ 
aus  den  Gnmdpunkten  ^  und  e^  der  ersten  Punktreihe  abgeleitet  ist, 
durch  die  Multiplikation  mit  dem  Abbildungsfaktor  |i  in  denjenigen  Punkt 
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xp  yerwandelt  werden,  der  aus  den  Grundpunkten  a^  und  o,  der  zweiten 
Punktreihe  durch  dieselben  Ableitzahlen  entwickelt  wird. 

Übrigens  enthält  die  Gleichung  (9)  nicht  nur  die  Gleichung  (7), 
durch  deren  Verallgemeinerung  sie  entstanden  ist,  sondern  auch  die 
Gleichungen  (5)  als  Spezialfall  in  sich  und  faßt  also  die  bisher  dem  Faktor 
p  beigelegten  analytischen  Eigenschaften  vollBtandig  zusammen. 

An  dieser  Begriffsbestimmung  des  Abbildungsfaktors  <l,  die  durch 
die  Gleichung  (9)  ausgedrückt  wird  und  zunächst  an  den  Fall  angelehnt 
war,  wo  die  drei  Punkte  a^,  o,  und  a  räumlich  voneinander  verschieden 
sind,  wollen  wir  auch  in  dem  Falle  festhalten,  wo  die  beiden  Punkte  a^ 
und  a,  in  einen  Punkt  zusamn^enfallen.  Dann  stellt  der  Abbildungsfaktor 
p  eine  „entartende  Projektivität^  dar.  Denn  es  fallen  in  jenen  Punkt 
nicht  nur   die   beiden  Punkte  a^   und  o,,   sondern   ebenso   auch  der  Ein- 

der  zweiten  Punktreihe  und  überhaupt  jeder  Punkt 
welcher  einem  beliebigen  Punkt 

der  ersten  Punktreihe  zugeordnet  wird. 

Aus  der  Gleichung  (9)  folgt  insbesondere  noch,  daß  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  der  ersten  Punktreihe  auch  stets  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  der  zweiten  Punktreihe  entsprechen. 

Denn  sind  x  und  y  zwei  zusammenfallende  Punkte  der  ersten  Punkt- 
reihe, und  ist  wie  oben 

SO  wird  der  Punkt  y,  da  er  mit  x  zusammenfallen  soll,  sich  von  x  nur 
um  einen  Zablfaktor  9  unterscheiden  können,  das  heißt,  es  wird 

(*)  y  -  Ö^  =  öJi  ^1  +  Qh  ^' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Grundeigenschaft  (9)  des  Abbildungsfaktors  | 
wird  femer  ^^  _  ^^^^  ^  ^^^^     ^„^  ^^^  (♦) 

y^  =  (9^)1»  =  Öfi  «1  +  ÖJj  «f  -  9feö4  +  h<h)  -  ö(iP<»), 
das  heißt,  man  erhält  allgemein  die  Gleichung 

(10)  {^x)p  -  9(a:|i), 

die  man  unter  Vermeidung  der  Klammem  auch  in  der  Form  schreiben 
kann: 

(11)  ^X'p^^'Xp. 

Diese  Gleichung  sagt  in  der  Tat  aus: 
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Die  ,;Bilder" 

QX '  p     und     xp 

der  zusammenfallenden  Punkte 

Qx    und     X 

in  der  Abbildung  p  sind  nichts  anderes  als  die  Punkte 

Ö  •  xp     und     xpf 

das  heißt^  sie  sind  wieder  zwei  zusammenfallende  Punkte  und  überdies 
um  denselben  Zahlfaktor  g  voneinanderj  unterschieden  wie  die  Original- 
punkte 

Qx     und     X. 

Darstellung  des  Ahbildungsfaktors  einer  Frojektivität  durch  einen  exten- 
siven Bruch,  den  Prajektivüätshruch.  Der  durch  die  beiden  oben  (Seite  1141) 
gestellten  Forderungen  sachlich  definierte  Abbildungsfaktor  p  läßt  sich  nun 
aber  formell  durch  einen  Bruch  mit  den  beiden  Nennern  e^  und  e^ 
und  den  beiden  entsprechenden  Zählern  a^  und  Oj  darstellen^  das 
heißt,  in  der  Form 

(12)  "-^ 

ausdrücken.  Durch  eine  solche  Bruchdarstellung  kann  man  nämlich  andeuten, 
daß  aus  jeder  von  den  beiden  in  den  Nenner  gestellten  Größen  e^  bei  der  Multi- 
plikation mit  p  der  entsprechende  Zähler  a^  hervorgeht,  daß  also  die  beiden 
Gleichungen  bestehen: 

(13)  e,p  =  a,,    ^  =  1,2. 

Diese  beiden  Gleichungen  bildeten  die  erste  von  den  beiden  Forde- 
rungen, die  wir  oben  an  den  Abbildungsfaktor  p  gestellt  haben.  Um  aber 
auch  der  allgemeinen  Forderung  gerecht  zu  werden,  welche  durch  die 
Gleichung  (9)  ausgedrückt  wird,  fügen  wir  die  definitorische  Bestimmung 
hinzu,   der  „extensive  Bruch"  oder  „Abbildungsbruch"  p  solle  sich 

erstens  einer  Vielfachensumme  seiner  Nenner  Cj  und  e,  gegenüber 
distributiv  verhalten,  so  daß  also 

(14)  xp  -  (jiCj  -I-  x.iC^)p  =  J,c,  •  I»  -f-  he^  •  P 
wird,  und 

MweUens  solle  er  assoziativ  sein  gegenüber  einem  Produkte  ans  einer 
Zahlgröße  g  und  einem  der  beiden  Nenner  e^,  das  heißt,  es  solle 

(lö)  fl«i  •  |i  -  Ö  •  e,p 

sein.     Damit  ist  die  oben  entwickelte  Formel  (11)  wenigstens  für  den  Fall 

postuliert,   wo   der   in   ihr  auftretende  Faktor  x  einer  der  beiden  Grund- 
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punkte  €f  ist,  und  man  kann  jetzt  ihre  AUgemeingültigkeit  leicht  beweiseiL 
In  der  Tat  wird 

-  (öJi  «i  +  0^t  ^)¥ 
und  das  wird  nach  (14) 

=-  ÖJi  «i  •  |i  +  Oft  «f  •  I» 
und  dies  nach  (15) 

und  dies  wieder  nach  (15) 
oder  nach  (14) 

Es  wird  also  wirklich  wie  oben  in  (11) 
(11)  QX-p^'q-xp. 

Bei  Anwendung  der  Formel  (15)  der  Assoziativität  kann  man  jetzt 
übrigens  die  Formel  (14)  der  Distributivitat  vereinfachen,  denn  dieselbe 
verwandelt  sich  in 

(16)  ^P  =  (fi^i  +  h^i)P  =  h  '  eip  -^h-^¥ 

oder  wegen  (13)  in 

(1'7)  ^¥  =-  (?i«i  +  h^)P  =  Ji«i  +  J,«j; 

sie  geht  also  gerade  in  die  Formel  (9)  über,  welche  nach  Seite  114  er- 
füllt sein  muß,  wenn  die  durch  den  Bruch  p  vermittelte  Abbildung  eine 
Projektivität  sein  soll. 

Aus  der  Formel  (16)  folgert  man  noch  leicht  die  Distributivitöt  des 
Abbildungsbruches  p  gegenüber  einer  Summe  von  beliebig  vielen  Punkten 
a;,  y, .  .  .    der  durch    seine   Nenner  e, ,  e,    bestimmten   Geraden,   das  heißt 
die  Formel 
(18)  {x  +  y-{"")p=-xp']-yp  +  '". 

Erhebung  des  Projehivitätshruches  zum  Range  einer  Größe.  Bisher 
sind  die  extensiven  Brüche,  welche  die  projektive  Abbildung  in  einer 
Geraden  vermitteln,  nur  als  Multiplikatoren  in  Produkten  aufgetreten, 
deren  Multiplikand  ein  Punkt  jener  Geraden  war.  Um  indes  die  Ab- 
bildungsbrüche zum  Range  selbständiger  Größen  zu  erlieben,  haben  wir  noch 
eine  Bestimmung  darüber  zu  treffen,  unter  welcher  Bedingung  zwei  solche 
Brüche  untereinander  und  mit  anderen  Größen  gleich  gesetzt  werden 
sollen.     Wir  bestimmen,  es  sollen  zwei  Abbildungsbrüche,  welche  Punkte 
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einer  Geraden  in  Punkte  derselben  Geraden  yerwandeln^  dann  und  nur 
dann  einander  gleich  gesetzt  werden,  wenn  sie  bei  der  Multiplikation 
beide  einen  jeden  Punkt  dieser  Geraden  in  denselben  Punkt 
überführen,  und  zwar  nicht  nur  seinerLage,  sondern  auch  seiner 
Masse  nach.  Dadurch  ist  dann  der  Abhildungsbruch  p  auch  als  Größe 
vollständig  definiert. 

Es  ergibt  sich  femer  sofort,  daß  es  für  die  Gleichheit  zweier  Abbildungs- 
brüche derselben  Geraden  hinreicMy  wenn  die  Brüche  zwei  nicht  zusammen- 
fallende Funkte  dieser  Geraden  in  dieselben  Punkte  überführen. 

Sind  nämlich  |i  und  |i'  zwei  derartige  Abbildungsbrüche,  welche  zwei 
Punkte  \  und  h^  ihrer  Geraden  in  dieselben  Punkte  verwandeln,  für  die 
also  die  Gleichungen  bestehen: 

(19)  hp  =  h,)^'    und     h^)^^\J^\ 

80  wird  sicher  auch  für  jeden  beliebigen  Punkt  x  dieser  Geraden 

(20)  ^<»  =  ^<>; 

so  daß  man  nach  der  obigen  Begriffsbestimmung  der  Gleichheit  extensiver 
Brüche  auch  setzen  kann 

(21)  ii-r. 

In  der  Tat  läßt  sich  ja  jeder  beliebige  Punkt  jener  Geraden  aus  den 
beiden  nicht  zusammenfallenden  Punkten  h^  und  \  numerisch  ableiten; 
es  sei  etwa  ^  _  ^^^^  ^  ^^^       D^^^  ^^ 

xl^  ^^  a^  '  h^p  •{-  a^  '  h^)^     oder  wegen  (19) 
=  (Oi^-f  a,6,)|i' 

womit  wirklich  der  Satz  bewiesen  ist: 

Satz  75:  Zwei  Projektivitätsbrüche  („Projektivitäten**)  der- 
selben Geraden  sind  einander  gleich,  sobald  sie  beide  bei  der 
Multiplikation  zwei  nicht  zusammejifallende  Punkte  dieser  Ge- 
raden in  dieselben  Punkte  überführen,  und  zwar  nicht  nur  ihrer 
Lage,  sondern  auch  ihrer  Masse  nach. 

Einführung  neuer  Nenner.     Erweiterungsformd.     Planimetriscke  Er- 
Weiterung,     Aus  dem  Satze  75  folgt  ohne  weiteres  der  andere: 
Satz  76:  Jeder  extensive  Bruch 

der  eine  Projektivität  in  der  Geraden  darstellt,  läßt  sich  in  der 
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Weise  umformen,  daß  seine  Nenner  zwei  beliebige  nicht  zu- 
sammenfallende  Punkte 

fln^i  +  Öiiei     »ad     öjjei  +  fl,,«, 
dieser  Geraden  werden,  und  zwar  ist 

(22)  ^»  <»«  ^  9n<*i  -hfli»<»i.  flti«|-f  8t»<h 

das  heißt,  die  neuen  Zähler  sind  aus  den  alten  Zählern  durch 
dieselben  Zahlgrößen  abgeleitet  wie  die  neuen  Nenner  aus  den 
alten  Nennern. 

In  der  Tat  wird 

(0*1^1 +  9.,c,)^^]-^  =- 9<iöi  +  9<i«f .  »  -  1,  2, 

und  ebenso 

woraus  nach  Satz  75  die  Gleichheit  der  beiden  Brüche  folgt. 

Die  Formel  (22)  ermöglicht  es,  zwei  Projektivitätsbrüche  derselben 
Geraden,  deren  entsprechende  Nenner  voneinander  verschieden  sind,  gleich- 
namig zu  machen. 

Als  speziellen  Fall  enthält  die  Formel  (22)  noch  die  „Erweiterungs- 
former^: 

(23)  5j  J?«  =  ÖiiSiJt«! 

«1 »  «»      öl  «1 .  fit  «•« ' 
in  welcher  der  Satz  liegt: 

Satz  77:  Man  kann  in  jedem  Projektivitätsbrüche  unbeschadet 
seines  Wertes  die  entsprechenden  Zähler  und  Nenner  gleich- 
zeitig mit  je  einer  beliebigen  Zahlgröße  multiplizieren. 

Insbesondere  läßt  also  die  Erweiterung  des  ganzen  Bruches  |i  —  -Ll>3 

mit  einer  und  derselben  Zahlgröße  g  den  Bruch  invariant,  das  heißt,  66 
besteht  die  Formel  ^^^  ^  ^^^^^^ 

Dagegen  führt  die  planimetrische  Erweiterung  eines  Projektivitats- 
bruches  |i  mit  einem  außerhalb  der  transformierten  Punktreihe  liegenden 
Punkt  s  den  Bruch  p  in  einen  Bruch 

von  anderer  Bedeutung  über. 

Unterwirft  man  nämlich  einen  Bruch  1|^,  dessen  Zahler  und  Nenner 
je  zwei  Stäbe  eines  und  desselben  Strahlbüschels  sind,  den  entsprechenden 
Rechengesetzen  wie  oben  den  Bruch  |i,  so  ruft  derselbe  ofifenbar  in  dem 
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Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  8  die  2u  der  Projektivitat  p  perspektiT 
liegende  Projektivitat  hervor.     Denn,  wie  die  Gleichungen 

zeigen,  sind  die  beiden  Strahlbüschel 

welche  durch  den  Bruch  fß  aufeinander  bezogen  werden,  die  Scheine  der 
beiden  projektiven  Punktreihen 

die  durch  den  Bruch  p  einander  zugeordnet  sind.  Die  durch  den  Bruch  ff 
dargestellte  projektive  Abbildung  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  s 
kann  also  als  der  Schein  der  Projektivitat  p  der  Geraden  e^e^  vom  Punkt  s 
aus  aufgefaßt  werden,  und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  78:    Aus  jeder  Projektivitat  in  der  Geraden  geht  durch 
planimetrische  Erweiterung  ihres  Abbildungsbruches 

mit  einem  außerhalb  jener  Geraden  liegenden  Punkt  s  die  zu  p 

Perspektive  Projektivitat  im  Strahlbtischel  mit  dem   Scheitel  s 

hervor. 

Ist  andererseits  .       . 

m       A «  -^ 

^  J^i,  JE?« 
der  extensive  Bruch  für  die  projektive  Beziehung  zweier  konzentrischen 
Strahlbüschel,  sind  also  E^  und  i^,,  Ä^  und  A^  vier  Stabe,  deren  Geraden 
von  einem  und  demselben  Punkt  s  ausgehen,  und  ist  G  ein  Stab  einer 
beliebigen  Geraden,  welche  nicht  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  s  der 
beiden  projektiven  Strahlbüschel  hindurchgeht,  so  führt  die  planimetn9^e 
Erweiterung  mit  dem  Stabe  G  den  Bruch  tp  in  den  Bruch 

^       [GE,],  [GE^] 
über,  welcher  die  zu  der  Projektivitat  ff  des  Strahlbüschels  s  perspektiv 
liegende  Projektivitat  p  in  der  Geraden  G  darstellt,   und   man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  79:  Aus  einer  jeden  Projektivitat  im  Strahlbüschel  geht 
durch  planimetrische  Erweiterung  ihres  Abbildungsbruches 

mit  einem  nicht  dem  Büschel  angehörenden  Stabe  G  die  zu  ^ 
Perspektive  Projektivitat  in   der  Geraden  des  Stabes  G  hervor. 
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Begriff  einer  Vidfachensumme  von  Prqjeküvitäien.  Nachdem  wir  oben 
einen  extensiven  Bruch,  der  die  projektive  Abbildung  in  einer  Oenden 
vermittelt,  als  Größe  charakterisiert  haben,  können  wir  die  Summe  Mweier 
Prcjektimtäten  |i  und  ^  derselben  Geraden  wieder  rein  formell  durch  die 
Forderung  definieren,  daß  für  die  Multiplikation  eines  jeden  Punktes 
dieser  Geraden  mit  einer  solchen  Summe  das  distributive  Gesetz  gültig 
sein  solle,  daß  also  für  jeden  beliebigen  Punkt  x  dieser  Geraden  die 
Gleichung  bestehe: 

(24)  xip  +  n)  -  a:^i  -h  x^. 

Hieraus  folgt  dann  ohne  weiteres,  daß  für  die  Summe  zweier  Pro- 
jektivitaten  p  und  ^  derselben  Geraden  das  Vertauschungsgesetz: 

(25)  H  +  I,  =  q  H-  I, 

und  für  die  Summe  dreier  solcher  Projektivitäten  p,  ^,  t  das  assoziative 
Gesetz : 

(26)  Ii^(q  +  t)  =  |i  +  i|  +  r 
gelten  muß. 

Femer  ergibt  sich   aus  der  Gleichung  (24),  indem  man  q  =—  |  setzt, 

x2p=^2'Xp 

und  bei  wiederholter  Anwendung  der  Formel  (24)  zunächst  für  jedes 
positive  ganze  g  und  dann  vermöge  der  bekannten  Schlußweise  auch  für 
negatives  und  gebrochenes  g  die  Formel 

(27)  x-qp^Q'xp, 

während  für  irrationale  Werte  von  g  die  Formel  (27)  als  Definitionsformel 
des  Produktes  g|i  dienen  kann. 

Schließlich  kann  man  die  Formeln  (24)  und  (27)  in  der  allgemeineren 
Formel  zusammenfassen: 

(28)  x{ap  -{^h^^^'^')==a'Xp^{-h'X^-\-^^', 

in  der  a,  b,  •  •  •  beliebige  Zahlgrößen  sind. 

Aus  den  Formeln  (24)  und  (27)  ergeben  sich  femer  för  die  Addition 
gleichnamiger  Projektivitätsbrüche  und  für  die  Multiplikation  eines  solchen 
Bmches  mit  einer  Zahl  die  Formeln 

(29)  «»i.^^^ii._^L±Ai_?i+i:«    \uid 

(30)  j^.lfL^. 
Denn  es  wird  nach  (24) 

ef'h'Jh  +  »mJ.)  _  e,?i^  +  «,*uis  -  «,  +  6„  <  -  1,  2; 
'\«i.  «t      «I.  V        '«1.  «.        '«i.  «I         «^    "  '     ' 
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andererseits  wird  nach  (27) 

Die  Formeln  (29)  und  (30)  kann  man  dann  wieder  in  einer  Formel 
zusammenfassen  und  zugleich  auf  mehr  als  zwei  Summanden  ausdehnen, 
wodurch  man  die  Formel  erhält: 

(31)         a^^-*  4-  b  ^"  ^'  + gg^  +  b^-h--,  flg,4-b6,4-'-- . 

und  da  man  nach  Satz  76  Projektivitätsbrüche  derselben  Geraden  stets 
gleichnamig  machen  kann,  so  zeigt  diese  Formel,  daß  jede  Vielfachen- 
Bumme  von  Projektivitätsbrüchen  derselben  Geraden  wieder  eine  Pro- 
jektivitat  dieser  Geraden  darstellt. 

Die  Zahlgröße  als  Projektivitätshruch:  Die  Deckung  und  die  Identität. 
Es  möge  schließlich  noch  bemerkt  werden,  daß  auch  die  Zahlgrößen  als 
spezielle  Fälle  der  von  uns  betrachteten  Abbildungsbrüche  erscheinen.    So 

hat  zum  Beispiel  der  Bruch  ^^^^   mit  der  Zahlgröße  1    die  Eigenschaft 

gemein,  jeden  Punkt  x  der  Geraden  e,  e,  bei  der  Multiplikation  unverändert 
zu  lassen,  und  man  kann  jenen  Bruch 

(32)  l;H:  - ' 

setzen.  Dadurch  eröffnet  sich  zugleich  die  Möglichkeit,  einen  Abbildungs- 
brach von  der  Form  (12)  mit  einer  beliebigen  Zahlgröße  durch  Addition 
oder  Subtraktion  zu  verknüpfen. 

Geometrisch  entspricht  der  Bruch  (32)  und  der  etwas  allgemeinere 
Bruch 

(33)  ^  -  f , 

unter  f  eine  Zahlgröße  verstanden,  dem  Falle  der  „Deckung  zweier 
Punktreihen",  denn  durch  Multiplikation  mit  dem  Bruche  (33)  wird 
jeder  Punkt  der  Punktreihe  höchstens  seiner  Masse  nach,  nicht  aber  seiner 
Lage  nach  geändert 

Der  Bruch  (32)  dagegen  ändert  die  Punkte  der  Punktreihe  auch  nicht 
einmal  ihrer  Masse  nach  und  kann  daher  als  „Identitätsbruch"  be- 
zeichnet werden. 
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Abschnitt  12. 
Das  Folgeprodnkt  Ton  ProjektiTÜäteu  derselben  Geraden.^) 

Die  BesuUctnte  zweier  ProjeJdivitäten  als  Folgeprodukt  dersdbm.  Zo 
einer  eigentümlichen  Multiplikation  extensiver  Brüche  gelangt  man,  wenn 
man  die  „Folgen  von  Projekiivifäten*^  in  Betracht  zieht. 

Wird  eine  Pnnktreihe  x  durch  die  Projektivitat  p  in  eine  zweite  Punkt- 
reihe y  ihres  eigenen  Trägers  übergeführt  und  diese  durch  die  Projek- 
tivitat q  in  eine  dritte  Punktreihe  z  desselben  Trägers,  so  sind  die  beiden 
Punktreihen  x  und  z  zu  der  Punktreihe  y  projektiv  und  also  nach  Satz  40 
auch  untereinander  projektiv.  Die  Abbildung  r,  welche  direkt  die  Punkt- 
reihe X  in  die  Punktreihe  z  überführt,  ist  also  ebenfalls  eine  Projektivitat 
und  möge  die  „Folge"  oder  „Resultante"  der  Projektivitäten  p  und  q 
genannt  werden.  Die  Abbildungen  p  und  q  dagegen,  aus  denen  sie  re- 
sultiert, mögen  die  „Komponenten"  der  Abbildung  t  heißen. 

Man  überzeugt  sich  dann  leicht,  daß  diese  Resultante  t  zweier  pro- 
jektiven Abbildungen  |i  und  q  als  eine  Art  Produkt  dieser  Abbildungen 
aufgefaßt  werden  kann.     Nach  dem  Obigen  sollte  nämlich 

(1)  xp  =  y    und 

(2)  y^  =  z 
und  andererseits 

(3)  XX  ^z 

sein.  Setzt  man  aber  den  Wert  von  y  aus  der  Gleichung  (1)  in  die 
Gleichung  (2)  ein,  so  nimmt  diese  die  Fomr  an: 

(4)  rp^-Zy 

durch  deren  Vergleichung  mit  der  Gleichung  (3)  die  für  jeden  beliebigen 
Punkt  der  Punktreihe  x  geltende  Gleichung  resultiert: 

(5)  a;|»q  — xr. 

Diese  Gleichung  aber  führt  direkt  zu  der  gewünschten  Produktdarstellung 
der  Resultante  t. 

Definiert  man  nämlich  ein  „Folgeprodukt"  |iq  zweier  Projektivi- 
täten p  und  q  derselben  Geraden  durch  die  beiden  Forderungen,  es  solle 

erstens  ein  solches  Produkt  wieder  eine  Projektivitat  dieser  Geraden 
darstellen  und  sich 


1)  Vgl.  zu  diesem  Abschnitt  sowie  zu  den  drei  letzten  Abschnitten  des  vor- 
liegenden Bandes:  Th.  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  zweite  Abteilung,  dritte  Anfluge, 
1892,  wo  der  Verfasser  im  zehnten  und  zwölften  YortrAge  eine  sosammenhängende 
Darstellung  der  Verwandtschaftsrechnung  gibt 
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zweitem  bei  der  Multiplikation  eines  Punktes  dieser  Geraden  asso- 
ziativ verhalten,  also  der  Gleichung  genügen 

(6)  a:(|iq)=-a:<iq, 

so  läßt  sich  die  Gleichung  (5)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(7)  x{j^i)^xx 

und   zieht,   da   sie    fQr  jeden  Punkt  x   der   zugehörigen   Punktreihe   gilt, 
nach  Seite  117  f.  die  Gleichung  nach  sich 

(8)  |iq  =  t. 

Die  Bruchdarstdlumi  des  Folgeproduktes  zweier  Frojektimtäten.  Gruppe 
von  Abbildungen.  Um  zu  der  Bruchdarstellung  des  so  definierten  Folge- 
produktes zu  gelangen,  stelle  man  das  in  der  Gleichung  (5)  auftretende 
Produkt  xp^  als  Produkt  des  Punktes  x  und  eines  extensiven  Bruches 
dar.  Dann  ist  dieser  extensive  Bruch  der  Wert  des  Folgeproduktes  p^. 
Setzt  man  wie  gewöhnlich 

(9)  «•=e"?       ""d 

(10)  X  =  Ji«!  +  J262,     so  wird 

oder   bei  Anwendung  der  Formeln  (18)  und  (11)  des  vorigen  Abschnitts 

«1»  «1 

Bezeichnet  man  also  noch  das  Folgeprodukt  von  p  und  ^  wie  oben  mit  r, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

(11)  ,_„_^^.,_M^*, 

und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  80:  Die  Bruchdarstellung  des  Folgeproduktes  zweier 
Projektivitäten  p  und  q  derselben  Geraden  wird  gebildet,  indem 
man  in  dem  Bruche  der  ersten  Projektivität  p  die  Zähler  mit 
der  zweiten  Projektivität  ^  multipliziert. 

Aus    diesem   Satze   läßt   sich   noch   eine   wichtige   Folgerung  ziehen, 
wenn    man   dem   zweiten   Bruche   eine   solche   Form   verleiht,   daß  9eme 
Nenner  mit  den  entsprechenden  Zoldem  des  ersten  Bruches  überei$%stimmen, 
so  daß  also 
(12)  p^'^^     und 


I 
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(13)  ,-^^3 

ist;  daDn  wird 

a^^'^b^     und     a,q  =- 6,, 
und  die  Formel  (11)  nimmt  daher  die  Gestalt  an: 

(14)  ^  V  3  .  ^  lJ^l  «  ^»  ^ 

in  der  sie  den  Satz  enthält: 

Satz  81:  Stimmen  die  Zähler  eines  Projektivitätsbruches  mit 
den  entsprechenden  Nennern  eines  zweiten  ProjektiTitätsbruches 
öberein,  so  ist  das  Folgeprodukt  beider  Brüche  derjenige  Pro- 
jektivitätsbruch,  dessen  Nenner  die  Nenner  des  ersten  Faktors 
und  dessen  Zähler  die  Zähler  des  zweiten  Faktors  sind. 

Besitzt  andererseits  der  zweite  Bruch  ^  diesdben  Nenner  wie  der  erste 
Bruch  py  ist  also 

(15)  ^'t^     -'1 

(16)  '-H' 

imd  dracken  sich  die  Zähler  von  p  und  i|  durch  die  gemeinsamen  Nenner 
vermöge  der  Formeln  aus: 

so  kann  man  auch  die  Zähler  des  „Folgebruches"  x  leicht  als  Vielfachen- 
summe der  Nennerpunkte  e.  darstellen.    In  der  Tat  folgt  aus  den  Formeln 

(17)  und  (16),    daß  die  Zähler  a^^  und  a^^  des  Folgeproduktes  r   (ygl. 
die  Formel  (11))  die  Werte  besitzen: 

und  führt  man  in  diese  Ausdrücke  anstatt  b^  und  6,  ihre  Werte  am  (18) 
ein,  so  erhält  man 

Die  Gleichung  (11)  verwandelt  sich  also  in: 

)    x-pa--  (fl»^n-hft««b»)g,H-(ttiitii-hgit^«)g„  (fliitn-hfltt>ti)<?i+(tt»,btt-i-att>«t)^ 

Setzt  man  schließlich  noch 

(20)  r  -  ^»i^     und 


k 


126  I^M  Folgeprodukt  von  Projektivitäten  derselben  Geraden. 

.^^.  Ki-qie,  +  c„e, 

80  daß  also 

wird,  so  zeigt  die  Vergleichung  von  (19)  und  (22),  daß 
(23)  c,,  =  0,1  b,t  +  a,,b,t,  i,  k^l,2, 

und  man  hat  also  den  Satz: 

Satz  82:  Die  Ableitzahlen  c^^^  einer  Projektivität, 

welche  die  Folge  zweier  Projektivitäten, 

«,,  g,  «1,  f, 

ist,    drücken    sich    durch    die    acht    Ableitzahlen    dieser    beiden 
Projektivitäten  vermöge  der  Formeln  aus: 

Die  Ableitzahlen  der  Zähler  des  Folgebruches  stehen  nach  diesem 
Satze  zu  den  Ableitzahlen  der  Zähler  seiner  Faktoren  in  derselben  Be- 
liehung  wie  nach  dem  Multiplikationssatze  der  Determinanten  die  Eleniente 
der  Froduktdeterminante  zu  den  Elementen  der  Falioren, 

Die  Tatsache,  daß  das  Folgeprodukt  zweier  Projektivitäten  in  einer 
Geraden  wieder  eine  Projektivität  in  dieser  Geraden  darstellt,  giht  noch 
Anlaß  zur  Einführung  eines  wichtigen  Begriffs,  nämlich  des  Begriffs  einer 
„Gruppe  von  Abbildungen": 

Man  sagt  von  einer  Mannigfaltigkeit  von  Abbildungen,  welche  die 
Eigenschaft  hat,  daß  die  Folge  je  zweier  Abbildungen  dieser  Mannigfaltig- 
keit eine  Abbildung  darstellt,  die  ebenfalls  der  betrachteten  Mannigfaltig- 
keit von  Abbildungen  angehört,   sie  bilde  eine  Gruppe  von  Abbildungen. 

Diese  Bedingimg  aber,  durch  welche  eine  Mannigfaltigkeit  von  Ab- 
bildungen zum  Range  einer  Gruppe  erhoben  wird,  ist,  wie  wir  soeben 
gezeigt  haben,  gerade  für  die  Projektivitäten  in  der  Geraden  erfüllt,  und 
man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  83:  Alle  Projektivitäten  in  der  Geraden  bilden  zu- 
sammen eine  Grappe. 

DistribiUivüät  und  AssoziativUäi  der  Folgeprodukte.  Nach  dieser  Ein- 
schaltung über  den  Gruppenbegriff  kehren  wir  zu  den  Eigenschaften  des 
Folgeproduktes   zurück.     Man   beweist  sehr  leicht  die  Di^tributit-ität  eines 
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Folgeproduktes   yon   Projektiyi taten.     Dazu   multipliziere   man  die  obigt 
Gleichung  (28)  des  vorigen  Abschnitts,  nämlich  die  Gleichung 

(24)  x(ap'\-b^-\-"^)''a'xp-{^b'X^i"", 

hinten  mit  einer  beliebigen  Projektivitat  t  und  erhält  so  die  Gleichung: 

ä?(a|  -{-  hm- '  ")x  "  {a  '  xp  +  h  '  xn  -{- '  ")t 
oder  indem   man  rechter  Hand  die  Formeln  (18)  und  (11)  dee  Yorigen 
Abschnitts  anwendet,  ^  a    xpt +  h  -  x^t -\-    •       oder  wegen  (6) 

x[{ap  -f  b^  -h  . .  ')t]  -  a  -xipt)  +  b  •  x(^x)  +  •  •  -, 

oder  wenn  man  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  der  jetzt  von  rechts  nach  links 
zu  lesenden  Formel  (24)  umgestaltet, 

x{{ap  -i-  h^  -{"  -)x\  ==  X  (a  pti-  h  qx  -\-  "  -). 
Da  aber  diese  Gleichung  fOr  jeden  Punkt  x  der  zu  transformierenden 
Punktreihe  gilt,  so  kann  man  auch  setzen: 

(25)  (ap-\-hm-'-')x  =  apx -\-h^x  + "'. 

Es  bedarf  aber  auch  noch  das  Gegenstück  dieser  Formel,  nämlich  die 
Formel 

(26)  x(ap-\-h^-\-^'^)  =  axp-{-hx^-\-^". 

eines  Beweises,  da  die  Faktoren  eines  Folgeproduktes  im  allgemeinen  nicht 
Yertauschbar  sind. 

Um  diesen  Beweis  zu  erbringen,  gehe  man  aus  von  dem  Ausdruck 

xx(ap  +  bq  -f  •  •  •), 
in    welchem   das   Produkt   xx    das    Bild    des    Punktes  x   in   der  Projek- 
tivität  r,    also    ebenfalls    ein    Punkt    ihres    Trägers    ist.      Es    läßt    sich 
daher  auf  den  angegebenen  Ausdruck   die  Formel  (24)  anwenden.     Nach 
ihr  wird 

xr  (a|i  -h  bq  +  •••)  =  tt  ^^P  +  ^  ^^^  H 

oder  wegen  (6) 

x[x(ap  +  bq  +  . .  •))  =  ax(r|i)  +  b  xixn)  +  •  •  •, 

oder    wenn    man    die   rechte   Seite   mit  Hülfe    der   rückwärts   gelesMien 
Formel  (24)  umformt: 

x{x{ap  +  bq  +  ..))-  x(o  rm-  b  rq  +  ..  •). 
Es  ist  daher  wirklich  auch 
(26)  r  (q|»  4-  bq  -f  •••)  -  ö  rn-h  b  rq  -h  ••  •. 

Damit  ist  die  Distributivität  der  Folgeprodukte  Ton  Projektivitäten 
für  die  beiden  in  Betracht  kommenden  Fälle  bewiesen,  und  man  erhält 
den  Satz: 
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Satz  84:  Das  Folgeprodukt  von  Projektivitäten  einer  Geraden 
ist  distributiv. 

Schließlich  bleibt  noch  der  Übergang  zu  den  Folgeprodukten  von 
drei  und  mehr  Abbildungen  zu  machen.  Zunächst  läßt  sich  aus  der  für 
ewei  Abbildungen  p  und  q  postulierten  Formel 

(6)  x{p^)^xp^ 

leicht  die  entsprechende  Formel  für  drei  oder  mehr  projektive  Abbil- 
dungen p,  ^,  t,' ' '  herleiten^  nämlich  die  Formel 

(27)  x(p^t      )^xpqt'-, 

welche  aussagt ^  daß  das  Produkt  pi^t  ■  -  sich  assoeiativ  verhaU  hei  der 
Multiplikation  eines  Punktes  x  der  zu  transformierenden  Punktreihe.  In 
der  Tat  erhält  man  durch  zweimalige  Anwendung  der  Formel  (6) 

x(p^t)  '~x((pq)x)  =  a:(|iq)r  =  {xp^)x  =  xp^t,, 
und   ebenso    beweist  man   die  entsprechende  Formel  för  vier   und    mehr 
Abbildungen. 

Jetzt  aber  überzeugt  man  sich  leicht ,  daß  das  Folgeprodukt  p^t  -  •  - 
auch  in  sich  assoziativ  ist.  Es  genügt^  die  Assoziativität  für  drei  Faktoren 
zu  beweisen,  also  zu  zeigen,  daß 

(28)  p(^t)=>p^t 

ist.  Nach  dem  Begriff  des  Folgeproduktes  qr  zweier  Projektivitäten  ^ 
und  r  ist  qr  diejenige  Abbildung,  durch  welche  jeder  beliebige  Punkt  der 
zu  transformierenden  Punktreihe  in  denselben  Punkt  übergeführt  wird, 
wie  wenn  man  ihn  nacheinander  den  Abbildungen  q  und  r  unterworfen 
hätte.  Wendet  man  diese  Begriffsbestimmung  speziell  auf  den  Punkt  xp 
an,  unter  x  ein  beliebiger  Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe 
verstanden,  so  erhält  man  die  Formel 

xp(^v)  =  xp^t, 

oder  wenn  man  beide  Seiten  mittelst  der  Formel  (27)  umwandelt, 

x{p{^t))==x{p^x). 

Diese  Gleichung  aber  liefert,  da  x  nach  der  Voraussetzung  ein  ganz 
beliebiger  Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe  war,  wirklich  die 
obige  Gleichung 

(28)  M«|t)-M», 

und  ans  ihr  folgt  endlich  durch  wiederholte  Anwendung,  daß  man  in 
einem  Folgeprodukte  von  beliebig  vielen  Faktoren  diese  Faktoren  in  ganz 
willkürlicher  Weise  zusammenfassen  kann.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  85:  In  einem  Folgeprodukte  von  Projektivitäten  der- 
selben Geraden    kann    mnu    die   Faktoren   in   ganz   willkürlicher 
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Weise  zusammenfassen,  oder  anders  aasgedrflckt:  Das  Folgeprodakt 
von  Projektivitaten  in  einer  Geraden  ist  assoziativ. 

Die  inverse  Abbildung  einer  Prajektivität  und  einer  Folge  von  Pro- 
jektivitaten. Zyklische  Vertauschung  der  Faktoren  eines  Folgeproduktes,  Die 
oben  getroffenen  Festsetzungen  über  die  Lage  und  die  Massen  der  beiden 
Nennerpunkte  e,  und  der  beiden  Zählerpunkte  a,  des  Bruches  |i  weichen 
nur  insofern  voneinander  ab,  als  für  die  Zähler  a^,  a,  des  Bruches  |i  auch 
zwei  zusammenfallende  Punkte  zugelassen  sind,  während  die  beiden  Nenner- 
punkte ßj,  e^  stets  zwei  räumlich  verschiedene  Punkte  sein  sollten;  und 
diese  letztere  Festsetzung  war  notwendig,  weil  sonst  der  Bruch  |i  über- 
haupt gar  nicht  für  jeden  Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe 
eine  Zuordnung  festlegen  würde. 

Durch  diesen  Unterschied  zwischen  den  Nenner-  und  Zählerpunkten 
aber  wird  es  bedingt,  daß  der  aus  dem  Bruche 

(12)  ,  -  ^ 

durch  Vertauschung  seiner  Zähler  mit  seinen  Nennern  entstehende  Bruch 

nur  dann  ebenfalls  eine  Projektivität  darstellt,  wenn  seine  Nenner  0^,0^^ 
das  heißt  die  Zähler  des  Bruches  ^,  voneinander  räumlich  verschieden 
sind,  oder  was  dasselbe  ist,  wenn  das  äußere  Produkt  dieser  Zähler,  das 
heißt  das  Produkt  [ajO,], 

(29)  [«!«,] +  0 

ist.  Sobald  diese  Bedingimg  erfüllt  ist,  sagen  wir,  der  Bruch  |i  sei  „um- 
kehrbar",   und    bezeichnen  den    durch  jene    Vertauschung   entstehenden 

Bruch  - '  -*  durch  das  Symbol  -    oder  li "  \  setzen  also 

(30)  ^  =  ^-^ 

und  nennen  die  durch  ihn  dargestellte  Projektivität  -  die  zur  Projek- 
tivität p  „inverse  Projektivität"  oder  auch  wohl  die  „ümkehrung" 
der  Projektivität  |i. 

Die    geometrische   Bedeutung    der   inversen   Projektivität    -    besteht 

darin,  daß  sie  bei  der  Multiplikation  die  Punkte  x)^  der  zweiten  Punkt- 
reihe der  Projektivität  |i  in  die  Punkte  x  der  ersten  Punktreihe  zurück- 
verwandelt.    Denn  nach  dem  Begriff  des  extensiven  Bruches  wird 

(31)  a,J-e„    <-l,2. 

GrftBmann,  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.  L  9 
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Ist  also  wieder 

und  somit  ^  , 

10  wird 


^^-^-^  h^i  +  X,e,  -  a: 


(32)  xp^^^x. 


das  heißt  ^  es  wird  wirklich 

Ebenso  beweist  man,  daß 

(33)  x^P'X, 

und  da  diese  beiden  Formeln  för  jeden  Punkt  x  der  betrachteten  Punkt- 
reihe gelten^  so  lassen  sie  sich  auch  in  der  Form  schreiben: 

(34)  <»J  =  1     "^<1 

(35)  i^  =  l. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  86:    Die  Folge  einer  umkehrbaren  Projektivitat  p  und 
ihrer  inversen  Projektivitat  -,  oder  die  umgekehrte  Folge  ist 

gleich  1. 

Dieses  Ergebnis  ermöglicht  es,  eine  Gleichung  von  der  Form 

(36)  Xp    =    Xy 

in  der  p  eine  umkehrbare  Projektivitat  darstellt,  nach  x  aufzulösen.    Multi- 
pliziert man   nämlich   beiderseits  hinten   mit  der  zu  p   inversen  Projek- 
tivitat ^  ,  so  erhält  man 
P 

xp^  =  x^^ 


oder  wegen  (32) 


(37)  X'-x'^ 


womit  der  Satz  bewiesen  ist: 

Satz  87:     Ist   ^   eine   umkehrbare   Projektivitat,    so    ist   die 
Gleichung 

xp  —  rc' 

nach  X  auflösbar  und  ergibt  für  x  den  Wert 

,  1 
oj  —  a;   ^  • 

Wir   gehen    dazu  über,    die  inverse  Abbildung   zu  einer  Folge  von 
Projektivitaten  derselben  Geraden  zu  bestimmen.     Es  seien  also  n  um- 
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kehrbare  ProjektiTitäten  derselben  Geraden  p^,  ¥%»'•'¥%  S^®^®°»  deren 
Folgeprodukt  »  r  sein  möge^  für  die  somit  die  Gleichung  besteht: 

(38)  <l,<l,.,.^«.r; 

es  soll  die  Umkehrong  -   der  resultierenden  Projektivitat  r  durch  die  kom- 
ponierenden Projektiyitäten  ^ij,  p^, , . .  p^  ausgedrückt  werden. 

Um  die  gesuchte  Umkehrung  -  in  die  gegebene  Gleichung  (38)  ein- 
zuführen, multipliziere  man  diese  Gleichung  vom  mit  ^  und  erhält,  indem 
man  rechter  Hand  die  Gleichung  (35)  verwertet, 

Sodann  schaffe    man    die  Abbildungen  p^,  Pn-if  •  -    Pi  ^^  dieser  Reihen- 
folge   nacheinander   auf   die    rechte    Seite.      Dazu    multipliziere    man    die 

Gleichung  (39)  zuerst  hinten  mit  —  und  erhält,   wenn  man  linker  Hand 
den  Satz  85  und  die  Gleichung  (34)  benutzt: 

Die     gewonnene     Gleichung     multipliziere     man     wiederum     hinten    mit 
- — ,  wodurch  sich  ergibt: 


und  indem  man  so  fortfährt,  bekommt  man  schließlich  die  Gleichung 

rÄ(\\  1111 

(40)  _. ^^  _-__...  ^, 

die,   wenn  man  noch  für  t   seinen  Wert  aus  (38)  substituiert,  die  Form 
annimmt: 

1  111 


(41) 


PxPf'P,        >.  >_,  P 


Diese  Gleichung  aber  enthält  den  Satz: 

Satz  88:  Erster  Satz  von  Stephanos^):  Man  erhält  zu  einer 
Folge  beliebig  vieler  umkehrbarer  Projektivitäten  die  Um- 
kehrung, indem  man  die  umgekehrte  Folge  aus  den  Umkehrun- 
gen jener  Projektivitäten  bildet. 

Es  sei  weiter  ein  Folgeprodukt  von  beliebig  vielen  umkehrbaren  Pro- 


1)  Vgl.  C.  St^phanoß,   Memoire   sur  la  repr^sentfttion    des  homographies  bi- 
naires  par  des  points  de  Tespsce,  Math.  Ann.  Bd.  22  (1888),  S.  316. 

9* 
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jektivitaten  Pi,  P^y  •  -  P^  g^g^^^n?  das  einer  Zahlgröße  f  gleich  ist^  so  daß 
eine  Gleichung  von  der  Form 

(42)  PlP,pB'"Pn-^ 

besteht.  Es  läßt  sich  dann  leicht  zeigen,  daß  sich  der  Wert  dieses  Folge- 
produktes nicht  ändert,  wenn  man  seine  Faktoren  zyklisch  miteinander 
vertauscht.     In  der  Tat,  multipliziert '  man  die  Gleichung  (42)  vom  mit 

— -  und  hinten  mit  p^,  so  erhält  man 

y^PiPtPi'PnPi-ii^Pi'. 

und  berücksichtigt  man,  daß  rechter  Hand  der  Zahlfaktor  !  an  die  erste 
Stelle  gesetzt  werden  kann,  und  wendet  beiderseits  Satz  86  an,  so  ergibt 
sich  die  Gleichung: 

(43)  P2P3  PnPi-h 

und  ebenso  beweist  man  die  Gleichungen: 

iPsPl-  •      PnPlPi    =  ' 

(44)  


}PnPlP2         'Pn-l  =  ^' 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  89:  Erster  Satz  von  H.  Wiener*):  Ist  das  Folgeprodukt 
einer  Anzahl  umkehrbarer  Projektivitäten  gleich  einer  Zahl- 
größe, so  kommt  derselbe  Zahlwert  auch  allen  denjenigen 
Folgeprodukten  zu,  die  sich  aus  jenem  Folgeprodukte  durch 
zyklische  Vertauschung  seiner  Faktoren  ergeben. 

f 
V  Überführung  von  Projektivitäten. 

Es    seien    zwei    Projektivitäten    p 

und  q  gegeben,  von  denen  die  erste, 

I»,  einen    beliebigen   Punkt  x  der 

zu    transformierenden    Punktreihe 

in  den  Punkt  y  verwandelt,  während 

die  zweite  Abbildung,  q,  von  der 

wir  noch  voraussetzen  wollen,  daß 

sie  umkehrbar  sei,   die  Punkte  x 

und   y   in   die  Punkte  x'  und  y' 

überfahren  möge,  so  daß  also  die 

Gleichungen  bestehen  (vgl.  Figur  78): 

(45)  y  —  ^|i     lind 

1)  Vgl.  H.  Wiener,  Über  geometrische  Analysen,  Berichte  der  math.-phys.  EUtae 
der  Sachs.  Ges.  der  Wissenschaften.    Juli  1890.     Nr.  35.     S.  868. 
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1(46)  x'^xn 

1(47)  y'-yq. 

Es  soll  die  Abbildang  p*  bestimmt  werden,  welche  allgemein  die 
Punkte  x'  in  die  Punkte  i/  verwandelt;  die  also  der  Gleichung  genQgt: 

(48)  y'  =  x'p\ 

Man  kann  dann  die  Abbildung  p'  als  diejenige  Abbildung  bezeichnen, 
in  welche  die  Projektivität  p  durch  die  Projektivitat  i|  übergeführt  wird. 
Um  die  gesuchte  Abbildung  p'  durch  die  Projektivitaten  p  und  ^ 
auszudrücken,  setze  man  zunächst  den  Wert  von  y  aus  (45)  in  die  Glei- 
chung (47)  ein  und  erhält  so  die  Gleichung 

(49)  y'-xp^, 

Diese  Gleichung  gibt  die  Beziehung  an,  die  zwischen  y'  und  x  herrscht 
Es  handelt  sich  aber  um  die  Beziehung  zwischen  y'  und  x'.  Man  hat 
also  noch  x  durch  x'  auszudrücken.  Aus  der  Gleichung  (46)  folgt,  da  ^ 
nach  der  Voraussetzung  umkehrbar  ist,  durch  Auflösung  nach  x  (vgL 
Satz  87): 

(50)  ^  =  ^'^; 

und  setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (49)  ein,  so  findet  man  die 
Gleichimg 

y'  =  ic'  -  im     oder  nach  (27) 

(51;  .v'  =  ^' ({!•<)• 

Durch  Vergleichung  dieser  Formel  mit  der  Formel  (48)  aber  ergibt  sich 
für  p'  der  Wert 

(52)  P'  =  lp^f 

das  heißt,  die  gesuchte  Abbildung  p'  ist  die  Folge  der  drei  Projektivi- 

täten      ,  p  und  q  und  somit  nach  Seite  123  selbst  eine  Projektivitat. 

Übrigens  kann  man  der  Gleichung  (52)  noch  zwei  andere  Formen 
verleihen.  Multipliziert  man  nämlich  die  Gleichung  (52)  vom  mit  ^  und 
vertauscht  dann  die  beiden  Seiten  der  entstehenden  Gleichung  miteinander, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

und  multipliziert  man  diese  Gleichung  wiederum  hinten  mit  -,  so  ergibt 

sich  die  dritte  Gleichungsform 

(54)  »-O'J- 
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Diese  drei  Gleichungen  (52)  bis  (54)  müssen  also  bestehen,  wenn  die 
Projektivitat  p  durch  die  Projektivitat  i|  in  die  Abbildung  p'  übergeführt 
werden  soll.  Durch  Umkehrung  der  angewandten  Schlußfolge  überzeugt 
man  sich  femer,  daß  andererseits  eine  Abbildung  p',  welche  einer  von 
diesen  drei  Gleichungen  (und  damit  auch  den  anderen)  Genüge  leistet, 
aus  der  Projektivitat  p  durch  die  Projektivitat  q  erzeugt  wird. 
Man  erhält  daher  den  Satz: 

Satz  90:  Jede  von  den  3  Gleichungen 

(52)    p-'-]jP<t,        (53)    H  =  •)<•;       (ö4)    «i  =  0'J 

ist  eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die 
Projektivitat  |>  durch  die  umkehrbare  Projektivitat  q  in  die  Ab- 
bildung p'  übergeführt  wird;  diese  Abbildung  p'  ist  selbst  eine 
Projektivitat. 

Es  möge  dabei  noch  bemerkt  werden,  daß  sich  die  Gleichung 

(53)  P^  =  ^P' 

bequem   in    die  Worte  kleiden  läßt:  „p  wird  durch  q  in  p*  übergeführt. 

Aus  dem  Satze  90  folgert  man  leicht,  daß  jede  lineare  homogene 
Gleichung  oder  Ungleichung  zwischen  der  Identität  1  und  einer  willkür- 
lichen Anzahl  von  Folgeprodukten  beliebiger  Projektivitäten  invariant  bleibt, 
wenn  man  sämtliche  in  der  Gleichung  vorkommende  Projektivitäten  einer 
Transformation  durch  eine  und  dieselbe  umkehrbare  Projektivitat  x 
unterwirft. 

In  der  Tat,  ist 

(65)  (^Plp2'Pm  +  ^^i^2-'^n  +  -"^^ 

eine  Vergleichung  der  genannten  Art,  und  unterwirft  man  die  Abbildungen 

sämtlich  der  umkehrbaren  Projektivitat  r,  wodurch  sie  übergehen  mögen 
in  die  Projektivitäten: 

p'ifp'i, . .  pmf^lf^i, '  ^^'4, '  -f 

80  bestehen  nach  Satz  90  die  Gleichungen: 


(56) 


Pi^^Pi-\f  »-l,2,..w, 


Setzt  man   aber  diese  Werte  in  die  in  der  Vergleichung  (55)  enthaltene 
Gleichung 
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ein,  80  nimmt  sie  die  Form  an: 

Und  faßt  man  hierin  auf  Grund  des  Satzes  85  die  Faktoren  der  ein- 
zelnen Glieder  immer  in  der  Weise  zusammen,  daß  flberall  die  nebenein- 
ander stehenden  Faktoren  -  und  r  zu  dem  Produkte  r  —  1  yereinigt 
werden,  und  multipliziert  die  so  entstehende  Gleichung 

vom  mit        und   hinten   mit  r   und   berücksichtigt,   daß    die   2^ahlgr56en 

a,by .  .t  in  den  entstehenden  Produkten  wieder  an  die  erste  Stelle  gesetzt 
werden  dürfen,  so  erhalt  man  die  Gleichung 

(58)  ap'ipi  ..pin-^  bqlqi  ..^n  + f. 

Damit  ist  die  Invarianz  der  in  der  Vergleichung  (55)  enthaltenen 
Gleichung  bewiesen.  Daß  auch  die  entsprechende  Ungleichung  sich  geg«i- 
über  der  Abbildung  t  invariant  verhält,  erkennt  man  am  leichtesten  durch 
ein  indirektes  Beweisverfahren:  Wäre  trotz  des  Bestehens  der  Ungleichung 

(59)  a<i,|i,..|»„  +  bq,q,..q, +  •••  +  ! 
die  Gleichung 

(60)  ap\pi . .  ^m  +  bq'iq; . .  q;  4-  •  •  •  -  f 

erfüllt,   so  würde  sich  aus    dieser  Gleichung  ganz  entsprechend  wie  oben, 
aber  vermöge  der  umgekehrten  Substitutionen 

Pi-^Pi^y  *=  1,2,..  m, 


(61) 


r 


die  Gleichung  ableiten  lassen: 

(62)  ap,p,.,p^-{^h^,^,..^,-h^'^^ty 

welche  mit  der  Ungleichung  (59)  in  Widerspruch  steht.     Man  hat  somit 
wirklich  den  Satz  bewiesen: 

Satz  91:  Jede  lineare  homogene  Gleichung  oder  Ungleichung 
zwischen  der  Identität  und  einer  willkürlichen  Anzahl  Ton 
Folgeprodukten  beliebiger  Projektivitäten,  das  heißt  jede  Ver- 
gleichung von  der  Form  __ 
(55)  ap,p, . .  |i«  +  bq^q, . .  q,  +  •  •  +  «, 
verhalt  sich  invariant,  wenn  man  sämtliche  in  ihr  vorkommende 
Projektivitäten  einer  und  derselben  umkehrbaren  Projektiritit 
T  unterwirft. 
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Abschnitt  13. 

Dm  kombinatorische  Produkt  zweier  Projekti  vi  täten  derselben  Geraden. 

Gleichläufige  und  gegenläufige  Prajeliivitäten.  Wir  gehen  von  der 
Frage  aus:  Wann  werden  zwei  projektive  Punktreihen  auf  dem  nämlichen 
Trager,  deren  projektive  Beziehung  durch  den  Bruch 

(1)  >  _  ^. 

vermittelt  wird,  in  demselben  Sinne,  wann  in  entgegengesetztem  Sinne  durch- 
laufen? Wir  werden  beweisen,  daß  das  erstere  oder  das  letztere  der  Fall  ist, 
je  nachdem  der  Bruch 

[«1  «t] 

positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  also  der  Stab,  der  durch  das  äußere 
Produkt  [«laj]  der  Zähler  des  Bruches  p  dargestellt  wird,  denselben  oder 
den  entgegengesetzten  Sinn  hat  wie  derjenige  Stab,  der  durch  das  äußere 
Produkt  [^iCj]  seiner  Nenner  ausgedrückt  wird. 

Wir  setzen  dazu  zunächst  voraus,  daß  die  Massen  der  vier  Punkte 
Cijßj,  ai,aj  sämtlich  positiv  seien.  Dann  werden  bei  gleichem  Sinne 
der  beiden  Stäbe  [e^e^]  und  [ajag],  das  heißt  in  dem  Falle,  wo  der  Wert 
des  Bruches 

ist,  auch  die  beiden  Punktreihen  i^e^  +  fgC^  und  JiOi  -f  J,a,  in  demselben 
Sinne  durchlaufen;  bei  entgegengesetztem  Sinne  jener  beiden  Stäbe 
aber,  das  heißt  in  dem  Falle,  wo  der  Wert  des  Bruches 

ist,  haben  auch  jene  beiden  Pimk treiben  entgegengesetzten  Sinn. 

In  der  Tat,  bezeichnet  man  wie  oben  die  mit  den  Nennerpunkten 
6j  und  6,  zusammenfallenden  einfachen  Punkte  mit  f\  und  /^  und  die 
Massen  der  Punkte  e^  und  e,,  die  nach  unserer  soeben  gemachten  Vor- 
aussetzung vorderhand  als  positiv  angenommen  werden  sollten,  mit  mj 
und  tn,,  femer  die  mit  den  Zählerpunkten  a^  und  a,  zusammenfallenden 
einfachen  Punkte  mit  h^  und  h^  und  die  ebenfalls  als  positiv  voraus- 
gesetzten Massen  von  Oj  und  o,  mit  n^  und  n^,  so  läßt  sich  der  Ausdruck 
^■"  Ji^i  +  Jj^  für  einen  beliebigen  Punkt  x  der  ersten  Punktreihe  auch 
in  der  Form  schreiben: 
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andererseits  nimmt  der  Ausdruck  x\ß  -fiaj  +  j,a,  für  den  entaprechenden 
Punkt  xlß  der  zweiten  Punktreihe  die  Gestalt  an: 

und  es  sind  die  beiden  Verhältnisse 

IO?t     ^d     itü. 

der  Ableitzahlen,  mittelst  deren  die  Punkte 

X    und  xp 

als  Vielfiachensummen  der  einfachen  Punkte /i,/*,  und  6j,6,  dargestellt 
sind,  für  alle  Punkte  innerhalb  der  LinienstOcke  e^e^  und  a^a^  positiv  und 
für  alle  Punkte  außerhalb  dieser  Linienstücke  negativ. 

und  dasselbe  gilt  dann,  da  die  vier  Massen  nii,  m,,  Hj,  n,,  als  positiv 

vorausgesetzt  sind,  auch  von  dem  Verhältnis  ^*  • 

Für  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Trägers  der  beiden  Punktreihen 
femer  besitzen  jene  beiden  Verhältnisse  den  Wert  —  1,  das  heißt,  es  ist  für 
diesen  Punkt 

^«-"**  =  -  1  und  ebenso  ^'^  -  -  1 ; 

also  nimmt  das  Verhältnis  '  für  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ersten 
Piinktreihe    den    Wert   an: 

und  für  den  unendlich  fernen  Punkt  der  zweiten  Punktreihe  den  Wert: 

5«  =  _  "i . 

Endlich  hat  das  Verhältnis  ^'  für  die  Punkte  e^  und  aj  den  Wert  0  und 

für  die  Punkte  e^  und  o,  den  Wert  +  oo.    Während  also  das  Verhältnis 

*  von  —  oo  über  —  ^  (und  —  — )  und  0  bis  +  oo  wächst, 

läuft  der  Punkt  x  von  c^   unter  Vermeidung  von  c,  ins  Unendliche 

und  kehrt  dann  aus  dem  Unendlichen  über  e^  nach  e^  zurück,  und  gleichzeitig 

geht  der  zugeordnete  Punkt  xp  von  a,  unter  Vermeidung  von  o, 

ins  Unendliche,  (das  aber  von  ihm  im  allgemeinen  nicht  für  denselben 

Wert  des  Verhältnisses  ^'  erreicht  wird  wie  vom  Punkt  x);  aus  dem  ünend- 

liehen  kommt  dann  schließlich  der  Punkt  xp  über  o,  nach  o,  zurück. 

Sind   daher   die   beiden    Stäbe  [/i/*,]    und    [h^h^]    überdies   noch    von 
gleichem  Sinne,  woraus  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  der  vier  Massen 
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dasselbe   für   die   beiden  Stäbe   [e^e^]   und  [ajO,]  folgt,   so   daß  also  der 
Brucli 


w 


>0 


ist,  80  werden  die  beiden  Punktreihen  x  ttnd  xp  in  demselben  Sinne  durch- 
laufen (vgl.  die  Figur  79,  a  und  b,  in  welcher  der  Übersichtlichkeit  halber 
die  beiden  einander  entsprechenden  Punktreihen  auf  zwei  verschiedenen 
einander  parallelen  Geraden  gezeichnet  sind). 

Sind  dagegen  die  beiden  Stäbe  [/i/i]  und  [b^^b^]  von  entgegengesetztem 
Sinne,  woraus  dasselbe  für  die  beiden  Stäbe  [e^e^]  und  [ajOj]  folgt,  so  daß 
also  der  Bruch 


(5) 


<0 


wird,  so  werden  die  beiden  Punktreilien  in  entgegengesäztem  Sinne  durch- 
laufen. 

Nachdem  so  unsere  Behauptung  für  den  Fall  bewiesen  ist,  wo  die 
Massen  der  vier  Punkte  Cj,  e^,  a^,  a,  sämtlich  positiv  sind,  ist  es  auch 
nicht  mehr  schwer,  sie  nunmehr  allgemein  zu  beweisen.  Ändert  man 
nämlich    das   Vorzeichen    der   Masse    irgendeines  jener   vier  Punkte,    so 

ändert   sich    damit    sowohl   das  Vorzeichen  des  Bruches  ^^—^^   wie   auch 
der    Durchlaufungssinn  . 


derjenigen  Punktreihe, 
der  jener  Punkt  an- 
gehört, vorausgesetzt, 
daß  man  wie  bisher  das 

Verhältnis  ^'  von  —  oo 

bis  -f  <x>  wachsen  läßt. 
Denn  da  auch  jetzt  noch 
die  beiden  Verhältnisse 


^  wächst 
h 

von  —  oo  bis  — 


ii^     und     ^-i"^ 

für  alle  Punkte  inner- 
halb der  Linienstücke 
«^e,  und  a^a^  positiv, 
für  alle  Punkte  außer- 
halb derselben  negativ 
sind,  so  wird  für  die- 
jenige Punktreihe,  bei 
der  die  Masse  eines 
Orundpunktes    negativ 


*'  wächst 
h 
von  0  big  -f-  oo . 


unendlichen:  ^*  =-  ~  -V 


Wt^t 


^ll«X+ll«t 


^0  «H/i 


St 


St 


wächst 


von  —  ^  bit  0. 


im  Unendlichen  :•*-■—  5» 
St  ^ 


Fig.  79  a. 
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ist,  gerade  umgekehrt  das  Verhältnis  ^'  fttr  die  Punkte  twisehen  den  beiden 

Grundpunkten  der  betreffenden  Punktreibe  negaHv  und  ftlr  die  Ponkte  außer- 
halb des  zwischen  diesen  Grundpunkten  gelegenen  LinienstflckB  positiv. 
Während  also  das  Verhältnis 

h  von  —  oo  über  0  bis  +  oo  wächst, 

läuft  in  dieser  Punktreihe  der  bewegliche  Punkt  vom  zweiten  Grundpnnkt 
unter  Vermeidung  des  Unendlichen  zum  ersten  Grundpunkt  und  von  diesem  durchs 
Unendliche  zum  zweiten  Grimdpunkt  zurück  (vgl.  die  Figur  80,  a  und  b,  in  der 
vorausgesetzt  ist,  daß  eine  von  den  beiden  Massen  nii  und  m,  negativ  ist, 
während  die  Massen  Hj  und  m  wie  bisher  als  positiv  angenommen  sind;  femer 
ist  in  ihr  den  Stäben  f/^/i]  und  [fcjft^L  welche  durch  die  zu  d^n  Grund- 
punkten gehörenden  einfachen  Punkte  bestimmt  werden,  ebenso  wie  in 
der  Figur  79  derselbe  Sinn  beigelegt.) 

Damit   i^   aber  wirklich  gezeigt,   daß   die  Vorzeichenänderung  einer 
beliebigen   von  den  vier  Massen  der  Grundpunkte  sowohl  einen  Zeichen- 


wechsel des  Bruches 


wie   auch   eine  Änderung   des  Durchlaufungs- 


wächst 


von  — oo  bis 


^  wächst 

von  0  bis  -f  oo 


im  Unendlichen :  —  =  — 


«t^ 


^J>ö?l«X+Jl«J 


^=-:Foo. 


sinnes  einer  der  beiden  Punktreihen  zur  Folge  hat;  und  daraus  wiederum 

folgt,  daß  durch  eine  sol- 
che Vorzeichenänderung 
das  oben  für  positive 
Massen  bewiesene  Krite- 
rium nicht  berührt  wird. 
Nennt  man  schließ- 
lich noch  eine  Projek- 
ti  vität  y,gleichläufi(f*  oder 
y^egetUäufig^fje  nachdem 
die  beiden  durch  die- 
selbe aufeinander  bezo- 
genen Punktreihen  in 
demselben  oder  in  ent- 
gegengesetztem Sinne 
durchlaufen  werden,  so 
kann  man  das  gewon- 
nene Ergebnis  in  dem 
Satze  darstellen: 

Satz 92:  Eine Pro- 
jektivität  in  der  Ge- 
Fi«.  T9b.  raden 


ß^A  n,  6| 


von 


rächst 
«1 


bisO. 


im  unendlichen :  ~  -■  —  -- 
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^=- 


«11«« 


von 


wächst 


5? 


h 


)bi.+ 


oo. 


wächst 


von  —  (x>  bis  0 


im  Unendlichen : 


H-^) 


^  wächst 


T^ft 


^öl.«i  +  lf «« 


t'^  Q  ^x  fx 


5t       ^ 


0. 


im  Unendlichen :  — 


Ix     ^  V    ^^/ 


Fig.  80a. 


ist  gleichläufig 
oder  gegenläu- 
fig, je  nachdem 
das  Verhältnis 

der  äußeren 
Produkte  aus 
den  Zählern 
and  Nennern 
i  hres  Abbil- 
dungsbruches 
positiv  oder 
negativ  ist. 

von  0  bis  -f  ( ^ ) 

Das  komhinor  ^     ^' 

torische  Produkt 
[yz  '  p^].  Man 
kann  nun  aber  dem 

fQr  die  Beschaffenheit  der  projektiven  Beziehung  p  charakteristischen  Bruche 
LOj^j  ^^^j^   einige   andere  Formen   verleihen.     Nach  dem  Begriff  des  ex- 

tensiven  Bruches  (1)   bestehen   zwischen  seinen  Zählern  und  Nennern  die 
Formeln 

(6)  1^==^^ 

man  erhält  daher  für  den  obiiren  Bruch  v**^s   die  neue  Form: 

^^  [ex  es)  [exe,] 

Um  den  Zähler  derselben  noch  weiter  umzugestalten,  führe  man  durch 
das  Symbol  [yz  -  p((],  in  welchem  p  und  q  die  extensiven  Brüche  zweier 
Projektivitäten  derselben  Geraden,  y  und  g  aber  zwei  Punkte  dieser  Ge- 
raden bedeuten,  eine  neue  Art  kombinatorischer  Multiplikation  ein.  Das 
Produkt  [^^liq]  möge  nämlich  durch  die  Formel  definiert  werden: 

Es  möge  also  unter  dem  Produkte  [yz  •  p^]  das  arithmetische 
Mittel  der  Ausdrücke  verstanden  werden,  die  hervorgehen,  wenn  man  die 


Abschnitt  18,  Gleichung  (6)  bis  (10).    Satz  9t. 
im  Unendlichen :     ^ 


141 


^'   wftchßt 
h 

Ton  —  oo  bis ~ 


^  wichst 
h 
von  0  bis  <x> 


-Bi 


n,^ 


HFc» 


I 


jr|)0Ji«i  4-5,0, 


^  6  »i&i 


^  wachst 
von  — -i- biso. 


^»0 
5i 


Punkte  y  und  §  in  den 
beiden  möglichen  Fol- 
gen y,  if  und  e,  y  mit 
den  beiden  Bruchfak- 
toren 1  und  ^  multi- 
pliziert, die  erhaltenen 
Produkte  jedesmal  zu 
einem  planimetrischen 
Produkte  vereinigt  und 
dem  80  entstehenden 
Produkte  das  Zeichen 
4-  oder  —  vorsetzt,  je 
nachdem  man  die  erste 
oder  zweite  Folge  ge- 
wählt hat. 

Daß    in    der    Tat 
die   durch  das  Symbol 
[yjp-lHl  nach  (8)  dar- 
gestellte Funktion   von 
?i.      yyZypy^    als    ein    aus 
"*        diesen   vier  Größen  ge- 
bildetes   Produkt     auf- 
gefaßt werden  kann,  erkennt  man  daran,  daß 

erstens  jeder  ZahKaktor,  der  zu  einer  der  vier  Größen  y,  jer,  |i,  n  hin- 
zutritt, auch  vor  den  Ausdruck  [yz  •  p  q]  gestellt  werden  kann,  und  daß  sich 
zweitens  dieser  Ausdruck  distributiv  verhält  gegenüber  jeder  Summe,  die 
an  Stelle  einer  der  vier  Größen  y,  £r,  |i,  q  in  den  Ausdruck  eingesetzt  wird. 
Denn  nach  (8)  wird  erstens,  wenn  g  ein  Zahlfaktor  ist, 

das  heißt 

Und  es  wird  zweitens 


im  Unendlichen :  — 
Ix 


Fig.  80  b. 


[(tt  +  t;>.|in]  = 


[(•♦4-f)>M]-['>-(*«H-t»)<] 


oder  wenn  man  rechter  Hand  ausmultipliziert  und  die  Glieder  mit  w  und 
die  mit  t;  zusammenzieht, 


(10) 


[(tt  4-  v)z  •  |iq]  -  [uz  .  |iq]  +  [vz  •  iq]. 
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Ebenso  beweist  man  die  entsprechenden  Formeln  für  die  anderen  drei 
Faktoren. 

Das  Produkt  [yjs  -  p^\  verdient  aber  auch  den  Namen  eines 
Tcomhinatorischen  Produktes^  da  wenigstens  für  seine  Punktfaktoren  y  und  M 
die  Grundeigenschaft  eines  solchen  Produktes  gilt,  daß  das  Produkt  ver- 
schwindet, sobald  diese  Faktoren  einander  gleich  werden.    In  der  Tat  wird 

[^^;.^,]«&il^!LlJ^l^J,     das  heißt 

(11)  [^a;.|iq]-0. 

Und  aus  dieser  Grundformel  folgt  dann  in  gewöhnlicher  Weise,  indem 
man  x  •^  y  -\-  z  setzt  (vgl.  Seite  10),  daß  die  beiden  Punktfaktoren  y 
und  z  des  Produktes  \yz  -  pi(]  nur  mit  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind, 
daß  also 

(12)  [^y'P^]  =  -[y^^p^] 

ist.  Dagegen  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  beiden  Projektivitäts- 
faktoren  p  und  q  des  kombinatorischen  Produktes  [yj^  •  <iq]  ohne  Zeichen- 
wechsel vertauscht  werden  dürfen.     Denn  es  wird  wegen  (8) 

oder  wegen  der  Formel  (8)  des  zweiten  Abschnitts 

[y»  •  ^^]  -  ['P  •  y^] 

2 

Das  ist  aber  nach  der  Formel  (8)  des  jetzigen  Abschnitts  gerade  der 
Ausdruck  für  das  Produkt  [yz  •  pt(]j  so  daß  wirklich 

(13)  [y^'i\p]  =  {:y^'P^] 

wird.     Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  93:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  [yz  ^p^]  sind 
die  Punktfaktoren  y  und  z  mit,  die  Projektivitätsfaktoren  |i 
und  ^  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Das  kombinatorische  Produkt  [|iq].  Man  überzeugt  sich  nun  aber 
leicht,  daß  das  Produkt  [yz  •  pt(\  auch  als  ein  Produkt  auf ge faß  werden 
kann,  dessen  einer  Faktor  der  Stab  [yz]  ist.     Dazu  setze  man  noch 

(14) 
und 

(16) 


y 

-  9i«i  +  9t«« 

'-51^1+  5,«, 
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und  endlich 

16,-  0,1  Cj  +  b,,c,, 

Dann  zeigt  die  Erklärungsformel  (8)  des  Produktes  [ys  -  p^],  daß  dasselbe 
der  Ausdruck  eines  Stabes  der  Geraden  e^e^  ist.  Denn  nach  den  Glei- 
chungen (14)  bis  (16)  gehören  die  in  dem  Zähler  des  Bruches  Ton  (H) 
auftretenden  Punkte  ytßyy^y£p,ß^  sämtlich  den  Geraden  a^e,  an.  Daraus 
aber  folgt  weiter,  daß  der  Bruch 

ein  Quotient  zweier  Stabe  derselben  Geraden  ist  und  daher  eine  bloße 
Zahl  darstellt. 

Endlich  aber  läßt  sich  noch  beweisen,|  daß  diese  Zahlgröße  von  der 
Lage  und  Masse  der  beiden  FunTde  y  und  z  ganz  unabhängig  und  somit 
nur  noch  eine  Funktion  von  p  und  q  ist. 

Wir  zeigen  dazu,  daß  dieser  Bruch  seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn 
man  die  beiden  beliebig  gewählten  Punkte  y  und  z  der  Geraden  e^e^ 
durch  die  beiden  Grundpunkte  e^  und  e,  ersetzt,  beweisen  also  die  Richtig- 
keit der  Formel 

In  der  Tat  wird  mit  Rücksicht  auf  (14) 
oder  wegen  (9)  bis  (12) 

(9i8,-^ai)[«i«,] 

Damit   ist   aber   wirklich  gezeigt,    daß   die   Zahlgröße  t^--yJ  von  y 

und  B  unabhängig  ist,  und  es  erscheint  daher  zweckmäßig,  für  sie  eine 
neue  Bezeichnung  einzuführen,  durch  die  sie  als  Funktion  von  |l  und  i| 
allein  gekennzeichnet  wird.     Wir  setzen 

(18)  ^^;7r^-["] 

und  bezeichoen  den  Ausdruck  [^n]  als  das  kombinatoriscfte  Produkt  der 
extensiven  BrücJie  p  und  q. 

Aus   der  Gleichung  (18)  folgt  nun  aber  durch  Auflösung  nach  dem 
Zähler  ihrer  linken  Seite  die  Formel: 

(19)  [y««]-[y'][><L 

mit  der  jetzt  auch  unsere  obige  Behauptung  bewiesen  ist,  daß  der  nr- 
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spiünglich  durch  den  Bruch  (8)  definierte  Ausdruck  [^i^-|iq]  als  ein  Produkt 
aufgefaßt  werden  kann,  dessen  einer  Faktor  der  Stab  {yz]  ist.  Dadurch 
hat  dann  zugleich  dessen  Schreibweise  eine  Rechtfertigung  gefunden. 
Wegen  (18),  (17),  (8)  und  (15)  wird  femer  der  aridere  Faktor 

Es  ist  übrigens  wohl  zu  beachten,  daß  die  Faktoren  des  kombinatorischen 
Produktes  [|i  q]  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind,  daß  also  die  Gleichung 
besteht: 

(21)  [.q|>]  =  [t>qj; 

denn  es  wird  wegen  (18)  und  (13) 

Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  94:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  [|iq]  zweier 
Projektivitäten  ^  und  q  sind  die  Faktoren  ohne  Zeichenwechsel 
vertauschbar. 

Schließlich  möge  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  das  kombinatorische 
Produkt  [^q]  die  Hälfte  der  aus  den  acht  Elementen  o^^,  6,^^,  i,  ä:  =  1,  2 
gebildeten  kubischen  Determinante  darstellt,  das  heißt  die  Hälfte  der 
Summe  von  denjenigen  2*  Gliedern,  die  entstehen,  wenn  man  in  dem 
Produkte  Qu  bgj  dem  Gebinde  1,  2  der  vorderen  Indices  seiner  beiden  Fak- 
toren und  ebenso  dem  Gebinde  1,  2  der  hinteren  Indices  die  beiden  mög- 
lichen Anordnungen  1,  2  und  2, 1  erteilt  und  dem  dadurch  hervorgehenden 
Produkte  das  Zeichen  -f  oder  —  vorsetzt,  je  nachdem  in  ihm  die  An- 
ordnung 2,  1  der  vorderen  und  hinteren  Indices  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Anzahl  Male  auftritt^). 

Das  komhinatorisciie  Quadrat  eines  ProjekiivüätsbrudieSy  sein  Vorzeichen 
und  sein  Verschwinden.  Entartende  Projektivitäten.  Für  unsere  nächste 
Untersuchung  genügt  es  bereits,  einen  speziellen  Fall  des  kombinatorischen 
Projektivitätenproduktes  einzuführen,  nämlich  denjenigen  Ausdruck,  der 
aus  dem  Produkte  [|iq]  hervorgeht,  wenn  man  q  =- |l  setzt.  Wir  nennen 
ein  solches  Produkt  das  kombinatorische  Quadrat  oder  auch  wohl  den 
Potenzwert')  des  Bruches  p  und  bezeichnen  es  durch  das  Symbol  [|i'], 

1)  Vgl.  zum  Begriff  der  kubischen  Determinante:  E.  Pascal,  Die  Determinanten, 
deutsch  von  H.  Leitzmann.     Leipzig  1900.     S.  184  ff. 

S)  Man  versteht  n&mlioh  allgemein  unter  dem  Potenzwert  eines  extensiven  Bruches 
mit  n  Nennern  erster  Stufe,  die  einem  Gebiet  nt«r  Stufe  angehören,  und  mit  n  Zählern, 
die  aus  diesen  n Nennern  numerisch  ableitbar  sind,  die  kombinatorische  n^  Potenz 
dieses  Bruches,  die  entsprechend  definiert  wird  wie  das  kombinatorische  Quadrat  eines 
Bruches  mit  zirei  Nennern. 


Abschnitt  18,  Gleichnng  (SO)  bii  (95).     Sats  94  bis  97.  145 

setzen  also 

(22)  [>T-[W]. 

Der  Potenzwert  des  Bruches  p  läßt  sich  Qbrigens  leicht  durch  desteii 
Zähler  und  Nenner  ausdrücken.     Es  wird  nämlich 

I Hti  _  fe_VM]  _  k IL* e.rt-[e,><>»J 

oder  nach  Formel  (8)  des  zweiten  Abschnitts 

(23)  [^T  =  fi^»]    oder  weg«,  (6) 

(24)  [«^J-feS- 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  95:  Der  Potenzwert  [|»']  eines  Projektivitätsbruches 

ta  =„  ^'  °« 
«11  «t 
ist  gleich   dem   äußeren  Produkte  seiner  Zähler  dividiert  durch 
das  seiner  Nenner,  das  heißt,  es  gilt  die  Formel: 

Nun  entscheidet  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  das  Vorzeichen 

des  Bruches  ?^h  der  sich  uns  soeben  als  Ausdruck  für  den  Potenzwert 

des  Projektivitätsbruches  |i  ergeben  hat,  darüber,  ob  die  beiden  durch  den 
Bruch  p  aufeinander  bezogenen  projektiven  Punktreihen  in  demselben 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen  werden,  und  man  kann  daher 
dem  oben  gewonnenen  Kriterium  (vgl.  Satz  92)  auch  die  Form  verleihen: 

Satz  96:  Eine  Projektivität  |i  in  einer  Geraden  ist  gleich- 
läufig oder  gegenläufig,  je  nachdem  ihr  Potenzwert  [<l*]  positiv 
oder  negativ  ist*). 

Nebenbei  möge  noch  erwähnt  werden,  daß  das  kombinatorische  Quadrat 
der  Identität 

l  _  «I »«t 

den  Wert 


«11«! 


[1^.^-=.! 


[«i«t] 

hat,  daß  also  der  Satz  besteht: 

Satz  97:    Das   kombinatorische    Quadrat   der  Identität   I    ist 
gleich  der  Zahleinheit  1,  das  heißt,  es  gilt  die  Formel: 
(25)  [1«]-1. 


1)  Tgl.  St^phanos,  Math.  Ann.  Bd.  tt.     1888.    8.  809  f. 

OraBmann,  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.    L  10 
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Schließlich  bleibt  noch  die  geometrische  Bedeutung  einer  Projektivitat 

(26)  „-^ 

mit  verschwindendem  Potenzwert  zn  untersuchen  ^)y  das  heißt  einer  Pro- 
jektivitat, die  der  Gleichung 

(27)  [^»]  =  0 

Genüge  leistet,  oder  was  wegen  (24)  dasselbe  ist,  einer  Projektivitat,  deren 
Zähler  a^  und  a^  der  Gleichung  unterworfen  sind: 

(28)  Ka,]  =  0. 
Nach  Seite  129  war  nun  aber  die  Ungleichung 

(29)  Ka,]  +  0 

die  Bedingung  für  die  Umkehrbarkeit  der  Projektivitat  p.     Dieselbe  läßt 
sich  wegen  (24)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(30)  m+0, 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  98:  Eine  Projektivitat  in  der  Geraden  ist  dann  und  nur 
dann  umkehrbar,  wenn  ihr  Potenzwert  von  Null  verschieden  ist. 

Es  sagt  somit  die  Gleichung  (28)  oder  die  gleichwertige  Gleichung  (27) 
aus,  daß  die  Projektivitat  p  nicht  umkehrbar  ist. 

Man  hat  aber  dabei  noch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
Erstens  den  Fall,  wo  die  beiden  Faktoren  des  Produktes  [ajOj],  das  heißt 
die  beiden  Zähler  des  Bruches  py  gleichzeitig  verschwinden,  und 
zweitens  den  Fall,  wo  dies  nicht  zutrifft. 

In  dem  ersten  Falle  besitzt  der  Bruch  p  die  Form: 

er   ordnet   daher  jedem  Punkt  der  zu   transformierenden  Punktreihe  die 
Zahlgröße  0  zu  und  kann  deshalb  selbst  gleich  Null  gesetzt  werden,  so 
daß  man  hat 
(32)  II  -  0. 

Die  Projektivitat  p  möge  in  diesem  Falle  eine  „zweifach  entartende'^ 
oder  „uneigentliche"  Projektivitat  genannt  werden. 

Wichtiger  ist  der  zweite  Fall,  wo  das  Produkt  \a^a^  verschwindet, 
ohne  daß  seine  beiden  Faktoren  a^  und  o,  gleichzeitig  null  sind.  Dies 
wird  immer  dann  und  nur  dann  eintreten,  wenn  zwischen  diesen  Faktoren 
eine  Zahlbeziehung  herrscht,  das  heißt,  eine  Gleichung  von  der  Form  besteht: 

1)  Vgl.  vom  Folgenden  die  Arbeit  von  Aschieri,  Delle  omografie  topra  ona 
conica  e  dei  loro  sistemi  lineari,  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo,  Serie  II, 
Vol.  XXII,  fasc.  XV-XVI.     1889. 


Abschnitt  13,  Oleicbang  [26)  bis  (87).    Satt  98.  X47 

(33)  0,01  +  0,0,-0, 

in  der  nicht  die  beiden  Zahlgroßen  o^  gleichzeitig  null  sind*). 
Ist  etwa  der  zweite  Koeffizient 

(34)  C  +  O, 

so  läßt  sieb  die  Gleichung  (33)  nach  a,  anflögen  nnd  ergibt  fSr  o,  den  Weit 

oder  wenn  man 

(35)  -  ^  -  0     setzt, 

(36)  er, -Otti. 

Bei  Einführung  dieses  Wertes  aber  nimmt  der  Bruch  p  die  Form  an: 

(37)  f-Z-'-^' 

aus  der  hervorgeht,  daß  fQr  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Geraden  «|€^ 
das  Produkt 

^P  =  (fi«i  +  h^)P  =  Jiöi  -f  5,aoi  -  (j,  +  j,o)oi 
wird,  daß  somit  der  Bruch  p  jedem  Punkte  x  der  ersten  Punktreihe  einen 
und  denselben  Punkt  a^  zuweist.  Dieser  Punkt  o,,  in  den  samtliche 
Pimkte  der  ersten  Punktreihe  übergeführt  werden,  auf  den  sich  also  die 
ganze  zweite  Punktreihe  konzentriert,  möge  der  ,, Hauptpunkt^  der 
Projektivität  p  heißen,  die  Projektivität  selbst  möge  zum  Unterschiede 
von  der  uneigentlichen  oder  zweifach  entartenden  Projektivität  als  „ein- 
fach entartende"  Projektivität  oder  auch  kürzer  schlechtweg  als  „ent- 
artende" Projektivität  bezeichnet  werden,  eine  Bezeichnung,  die  schon 
oben  auf  Seite  115  gelegentlich  gebraucht  wurde. 

Der  Hauptpunkt  einer  entartenden  Projektivität  bildet  zugleich  einen 
Doppelpunkt  derselben',  denn  er  wird  insbesondere  auch  sich  selbst  zugeordnet. 
Neben  ihm  gibt  es  aber  noch  einen  zweiten  ausgezeichneten  Punkt  der 
entartenden  Projektivität.  Man  kann  nämlich  den  Bruch  p  für  eine  ent- 
artende Projektivität  stets  in  der  Weise  umformen,  daß  einer  seiner  Zähler 
den  Wert  NuU  annimmt.  Dazu  braucht  man  nur  an  SteUe  desjenigen 
Nenners,  der  dem  nicht  verschwindenden  Koeffizienten  der  Gleichung  (33) 
entspricht,  das  heißt  nach  (34)  anstatt  des  Nenners  €,,  den  neuen  Nenner 
^1^  +  0)^  einzuführen,  dessen  Ableitzahlen  mit  den  Koeffizienten  der 
Gleichung  (33)  übereinstimmen,  und  der  wegen  (34)  von  e^  raumlich  ver- 


1)  Vgl.  H.  Graßmann,  Die  Auadehnungslehre.  Berlin,  186«.  Nr.  61  und  «6.  (Qe- 
»ammelte  mathematische  und  physikalische  Werke,  Bd.  1,  Teil  S.    Leipxig,  1896.) 

10* 
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schieden  ist.  Bei  dieser  Umformung  nimmt  der  Bruch  nach  Satz  76  die 
Gestalt  an:  ^ 

(38)  ^      «i.ai«t+a««« 
Setzt  man  hierin  den  zweiten  Nenner 

(39)  a^ej -f-Ojej  =  a, 
80  erhält  man  für  den  Bruch  p  die  Darstellung 

(40)  ••=:::• 

Dieselbe  zeigt,  daß  das  Produkt 

(41)  ap^O 

ist,  daß  also  die  entartende  Projektivität  p  dem  Punkt  a  die  Zahlgröße 
0  zuweist.  Und  zwar  ist  offenbar  der  Punkt  a  der  einzige  Punkt,  der 
diese  Eigenschaft  hat;  er  möge  daher  als  der  „Nullpunkt"  der  ent- 
artenden Projektivität  p  bezeichnet  werden. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (41)  in  der  Form 

(42)  ap=Oz, 

wo  z  einen  ganz  beliebigen  Punkt  der  betrachteten  Punktreihe  bedeutet, 
so  sieht  man,  daß  der  Bildpunkt  des  Nullpunktes  a  seiner  Lage  nach 
ganz  unbestimmt  ist,  daß  ihm  aber  die  Masse  0  zukommt.  Man  ist  daher 
nicht  gerade  genötigt,  als  zugeordneten  Punkt  des  Nullpunktes  a  den 
Hauptpunkt  a^  der  Projektivität  p  anzusehen,  wie  bei  den  übrigen  Punkten 
der  Geraden,  sondern  man  kann  auch  jeden  anderen  Punkt  der  Geraden, 
insbesondere  den  Punkt  a  selbst,  dem  dann  freilich  die  Masse  0  beizulegen 
ist,  als  zugeordneten  Punkt  des  Nullpunktes  a  auffassen.  In  diesem  Sinne 
erscheint  also  der  NuUpunkt  a  zugleich  als  ein  zweiter  Doppelpunkt  der 
Projektivität  p.  Der  Hauptpunkt  und  der  Nullpunkt  zusammengenommen 
bilden  daher  „die  beiden  Doppelpunkte  der  entartenden  Projek- 
tivität |i". 

Die  Bruchdarstellung  (40)  bestätigt  übrigens  noch  das  obige  Ergebnis, 
daß  in  einer  entartenden  Projektivität  |i  jedem  Punkt  der  Geraden  e^e, 
ein  und  derselbe  Punkt  dieser  Geraden,  nämlich  der  Hauptpunkt  Oj  der 
Projektivität  p  entspricht. 

Man  kann  schließlich  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem  folgenden 
Satze  zusammenstellen: 

Satz  99:  Der  Potenzwert  einer  projektiven  Abbildung  in  der 
Geraden  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Projektivität 
nneigentlich  oder  einfach  entartend  ist,  das  heißt,  wenn  ent- 
weder sämtlichen  Punkten  der  zu  transformierenden  Punktreihe 
die  Zahlgröße  0  zugewiesen  wird  (uneigentliche  Projektivität), 
oder    wenn    jedem    Punkt    dieser   Punktreihe    ein   and    derselbe 


Abschnitt  18,  Gleichung  (88)  bis  (49);  Abschnitt  14,  Gleichung  (1).    Sats  99.     149 

Punkt  ihrer  Geraden  entspricht  In  dem  letzteren  Falle  heißt 
die  Projektivität  (einfach)  entartend,  jener  Punkt  ihr  Haupt- 
punkt. Derselbe  ist  zugleich  ein  Doppelpunkt  der  ProjektiritSt^ 
da  er  insbesondere  auch  sich  selbst  zugewiesen  wird.  Eine  ent- 
artende Projektivität  besitzt  dann  stets  noch  einen  zweiten 
ausgezeichneten  Punkt,  nämlich  einen  Punkt,  dem  durch  die 
Projektivität  die  Zahlgröße  0  zugeordnet  wird,  und  der  daher 
der  Nullpunkt  der  entartenden  Projektivität  heißt.  Man  kann 
auch  sagen,  daß  als  Bild  des  Nullpunktes  einer  eutartenden 
Projektivität  jeder  beliebige  Punkt  der  transformierten  Geraden 
aufgefaßt  werden  kann,  vorausgesetzt,  daß  man  diesem  Punkt 
die  Masse  0  beilegt.  Insbesondere  ist  also  der  Nullpunkt  auch 
sein  eigenes  Bild  und  stellt  somit  einen  zweiten  Doppelpunkt 
der  Projektivität  dar.  Aus  diesen  Gründen  werden  die  beiden 
ausgezeichneten  Punkte  der  entartenden  Projektivität  auch  mit 
gemeinsamem  Namen  als  die  Doppelpunkte  der  entartenden 
Projektivität  bezeichnet*). 


Abschnitt  14. 
Die  Doppelpunkte  und  die  Hauptzahlen  einer  ProjektiTität  in  der 

Geraden. 

Die  DoppelpunhtsgleicJmng  und  die  Hauptgleichung.  Die  bisher  ent- 
wickelten Eigenschaften  des  Projekt ivitätsbruches  p  genügen  nun  auch, 
um  die  oben  auf  geometrischem  Wege  behandelte  Frage  nach  den 
Doppelpunkten  zweier  projektiven  Punktreihen  auf  dem  nämlichen  Trager 
durch  Rechnung  zu  erledigen. 

Es  möge  also  untersucht  werden,  ob  es  in  der  durch  den  Bruch 

vermittelten  projektiven  Abbildung  Punkte  d^  gibt,  die  mit  ihren  Bildern 


1)  Aschieri  nennt  in  der  auf  Seite  146  zitierten  Arbeit  swei  entartende  Pro- 
jektivit&ten 

^»«-^  und  r-^^. 

die  auseinander  durch  Vertauschung  des  Hauptpunktes  mit  dem  Nullpunkt  hervorgehen, 

zueinander  invers  und  setzt  <l '  «=  .  •    Dies  erscheint  indes  nicht  xweckmäfiig,  da  «wel 

solche  Projektivitäten  )i  und  ^'  der  im  Satze  86  ansgesprochenen  Grundeigenschaft 
zweier  umkehrbaren  inversen  Projektivitäten  nicht  entsprechen. 
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afp  züsammenf allen;  die  sich  also  bei  der  Multiplikation  mit  dem  Projektivitats- 
bruche  p  höchstens  ihrer  Masse  nach  ändern,  nicht  aber  ihren  Ort  wechseln. 
Zunächst  ergibt  sich  für  diese  Punkte,  die  wir  «ben  als  Doppelpunkte  der 
Projektivität  bezeichneten,  die  Gleichung: 

(2)  d,p^x,d,, 

in  der  r^  einen  Zahlfaktor  bedeutet,  der  die  Massenänderung  des  Punktes 
df  bewirken  soll,  und  in  welcher  selbstverständlich  d^  nicht  null  sein  darf. 
Diese  Gleichung  läßt  sich  auch  in  der  Form  schreiben: 

(3)  0  -  d.it,  -  p) 

und  verwandelt  sich,  wenn  man  noch  die  Ableitzahlen  von  df  mit  b|  j 
und  b^  2  bezeichnet,  also 

''*'*' ^'^  b,,e,(r,-|i)  +  b„e,(r,-<.)  =  0 

oder  wegen  (1)  in 

(5)  Ki(^^t  -  »i)  +  ^,2 (^r,  -  o,)  »  0 . 

Die  Gleichung  (5)  kann  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Ableit- 
zahlen b^  i  und  b^  s  des  Punktes  d^  und  damit  zur  Bestimmung  dieses 
Doppelpunktes  dienen,  sobald  die  diesem  Punkt  nach  (2)  zugehörige 
Zahlgröße  r^  bekannt  ist.  Die  Gleichung  (5)  möge  daher  die  „Doppel- 
punktsgleichung'' der  Projektivität  p  genannt  werden.  Aus  der  Doppel- 
punktsgleichung (5)  folgert  man  leicht,  daß  die  beiden  in  ihren  Klammem 

auftretenden  Punkte  , 

CiXt  —  tti     und     e^r^  —  a, 

in  einen  Punkt  zusammenfallen.  In  der  Tat  dürfen  ja,  wenn  es  überhaupt 
einen  Doppelpunkt  d^  gibt,  nicht  die  beiden  Ableitzahlen  von  d^f  das  heißt 
die  beiden  Zahlgrößen  b,  ^  und  b^  j,  gleichzeitig  verschwinden.  Wenn  aber 
von  diesen  beiden  Zahlgrößen  auch  nur  eine,  etwa  b,  ,,  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  folgt  aus  der  Doppelpunktsgleichung  (5)  durch  äußere 
Multiplikation  mit  (^t^  — cfg)  wnd  Division  mit  b|  ^  die  Gleichung 

(6)  [(eit,-a,){e,x,-a,)]~o! 

Diese  Gleichung  aber  besagt  wirklich,  daß  die  beiden  Punkte 

ej  r,  —  ttj     und    c,  r,  —  a, 
in  einen  Punkt  zusammenfallen. 

Führt  man  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  die  Multiplikation 
aus,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

(7)  [c.«.lr?  -{[«le,]  +  [e,a,])r,  +  [0,0,]  -  0. 

In  dieser  Gleichung  zweiten  Grades  für  r,  sind  die  auftretenden  äußeren 
Produkte  sämtlich  Stäbe  derselben  Geraden  und  können  daher  wie  gleich- 


AbMhnitt  14,  Gleiobvig  (t)  bis  (•).  X51 

benannte  Zahlen  behandelt  werden;  daraus  folgt,  daß  sich  die  Gleichung  (7) 
wie  eine  gewöhnliche  Zahlgleichung  auflösen  laßt  Ihre  Wurzeln  mögen 
mit  tj  und  r,  bezeichnet  und  die  „Hauptzahlen  des  Bruches  )i  oder 
der  Projektivitat  |i"  genannt  werden,  während  die  Gleichung  (7)  selbst 
oder  die  gleichwertige  Gleichung  (6)  die  „Hauptgleichung"  der  Pro- 
jektivitat |i  heißen  mag. 

Bestimmung  der  Doppelpunkte  für  den  FaU  ungleicher  redler  und  hm- 
jiigiert  komplexer  oder  auch  entgegengesetsft  rein  imaginärer  Hauptgahlem. 
Sind  die  beiden  Hauptzahlen  r,  reell  und  voneinander  verschieden, 
so  ermittle  man  zu  jeder  von  ihnen  aus  der  ihr  entsprechenden  Doppel- 
punktsgleichung 

das  Verhältnis  b^,i:b,,s  ^^^  Ableitzahlen  des  zu  dieser  Hauptzahl  ge- 
hörenden Doppelpunktes  d^  und  erhält  so  die  beiden  Proportionen 

(8)  ^,1  '  Vi  -  -  (e,v,  -  a,)  :  (e,x,  -  a,),  < «-  1,  2. 

Das  Verhältnis  jener  beiden  Ableitzahlen  ist  also  durch  den  Quotienten 
zweier  zusammenfallenden  Punkte  mit  reellen  Massen  ausgedrückt  (vgl. 
Seite  150);  und  es  sind  somit  auch  die  beiden  Doppelpunkte  d^  reell  und 
bis  auf  einen  willkürlich  bleibenden  Proportionalitätsfaktor  eindeutig  be- 
stimmt^). 

Man  überzeugt  sich  femer  noch  leicht,  daß  unter  der  Voraussetzung 
zweier  ungleicJien  reellen  Hauptzahlen  die   beiden  Doppelpunkte   vonein - 


1)  Das  Yerbältnis  b,  i  :  b/  s  könnte  nor  unbestimmt  werden ,  wenn  die  beiden 
Glieder  des  rechten  Verhältnisses  der  Proportion  (8)  gleichzeitig  verschwinden.  Dieser 
Fall  ist  aber  dttrch  die  Voraussetzung  ausgeschlossen^  daß  die  beiden  HaupUahlen  der 
Projektivitat  voneinander  verschieden  sein  sollen.  Denn  aus  dem  gleichzeitigen  Ver- 
schwinden der  beiden  Größen  e^  Xf  —  a^  und  e,  r^  —  o,  würden  die  Gleichungen  folgen 

a^^e^Xf    und    o,— «,r^, 
die  man  wegen  (1)  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

e^p  =  x,e,    und    «,#  =  r,«,. 
Es  würde  somit  auch  für  jeden  beliebigen  Punkt 

der  zu  transformierenden  Punktreihe 

sein.  Die  Projektivitat  |l  würde  daher  überhaupt  einem  jeden  Punkt  x  dieser  Punki- 
reihe  sein  r^-faches  zuordnen,  also  die  schon  oben  auf  Seit«  182  behandelte  ,4)eckung 
zweier  Punktreihen*'  darstellen.  Diese  hat  sämtliche  Punkte  der  betrachteten 
Geraden  zu  Doppelpunkten ;  und  diese  Doppelpunkte  besitzen,  wie  die  letste  Gleichung 
zeigt,  alle  dieselbe  Hauptzahl  Xf.    Das  widerspricht  aber  unserer  Voraussetzong. 


i 
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ander  getrennt  liegen.  Denn  angenommen,  sie  wären  bis  auf  einen 
Zahlfaktor  einander  gleich,  also  etwa 

(•)  rf.-flrf,,* 

wo  g  eine  von  Null  verschiedene  Zahlgröße  bedeutet,  so  müßte  auch 
also  wegen  (2)  ^.^»ö^il», 

oder  wegen  (*)  ""'^  "  ^ti^ 

sein.  Da  aber  nach  der  Voraussetzung  g  und  dy^  von  Null  verschieden 
sind,  so  kann  diese  Gleichung  nicht  anders  bestehen,  als  wenn 

r,  =  ti 

ist,  was  oben  ausgeschlossen  wurde.  Folglich  liegen  die  beiden  Doppel- 
punkte d^  voneinander  getrennt.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  100:  Hat  eine  Projektivität  ^  in  der  Geraden  zwei  un- 
gleiche reelle  Hauptzahlen  tj  und  tj,  so  besitzt  sie  zwei  getrennt 
liegende  reelle  Doppelpunkte  d^  und  d^^  das  heißt  zwei  Punkte, 
die  bei  der  Multiplikation  mit  dem  Projektivitätsbruche  |i  nur 
um  einen  Zahlfaktor  geändert  werden,  und  zwar  multiplizieren 
sie  sich  beziehlich  mit  den  zugehörigen  Hauptzahlen  r^  und  r,, 
genügen  also  den  beiden  Gleichungen 

(9)  <^i^="i^i^i     und     d^t^^x^d^. 

Diese  Eigenschaft  einer  Projektivität  mit  zwei  ungleichen  reellen 
Hauptzahlen  ermöglicht  eine  besonders  einfache  Darstellung  ihres  Bruches 
|l.  Da  nämlich  nach  Satz  75  zwei  Projektivitätsbruche  einer  Geraden 
einander  gleich  sind,  sobald  sie  zwei  nicht  zusammenfallende  Punkte  dieser 
Geraden  in  dieselben  Punkte  überführen,  und  der  Bruch  |i  den  Glei- 
chungen (9)   zufolge   die  beiden  nicht   zusammenfallenden  Punkte  d^  und 

(2,  in  derselben  Weise  umwandelt  wie  der  Bruch  ^v '  %-* »  so  kann  man 
setzen : 

(10)  ,_'.A_.^^^. 

Die  so  gewonnene  Darstellung  (10)  des  Projektivitätsbruches  p  möge  die 
„Normalform  einer  Projektivität  mit  zwei  getrennten  reellen 
Doppelpunkten^'  genannt  werden. 

Sind  die  beiden  Hauptzahlen  t,  konjugiert  komplex  oder  auch 
entgegengesetzt  rein  imaginär,  ist  also  etwa 

(11)  I J'  "  '  "^  ll     wo  (12)  i  -  y^TT    and  (13)  i  +  0 
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ist,  80  verwandelt  sich  die  erste  der  beiden  Doppelponktsgleichnngen  (5)  in 
(14)  bii{ej(r  +  U)-aj)  +  b,,{«,(r+i»)-a,)  -0. 

Setzt  man  also  wie  gewöhnlich 


(15) 

so  erhält  man  die  Gleichung 

bu  («1  (t  +  i«)  -  (Oii«i  +  ölt ^,))  +  b,,  {e,(r  +  i«)  -  {a^,e^  +  o««,) )  -  0, 

für  die  man  auch  schreiben  kann 

(16)  bnKr  -  ajci  +  i^e,  -  a^^e,]  +  b^,!  -  a^^e^  -h  (r~a„)«,  +  i«e,)-0. 
Um  aus  dieser  extensiven  Gleichung  das  Verhältnis  der  Größen  bj,  und 
hf2  zu  bestimmen,  die  in  diesem  Falle  im  allgemeinen  ebenfallfl  komplex 
sein  werden,  setze  man 

(17)  b„-f,-tl.,  b.,-I,-it,'); 

dann  nimmt  die  Gleichung  (16)  die  Form  an: 

(^  -  i ^i)  ( (y  -  öii)«i  +  i^e,  -  Oi,e^ ) 


(19) 


(18) 

'  +  (l,  -  i  I,)  {  -  a,j  ej  +  (r  -  0,,)  e.  +  i » «,  1  -  0 

und  zerfällt,  wenn  man  ausmultipliziert  und  die  Koeffizienten  von  e^,  ie^, 
e^,  xe^  einzeln  gleich  Null  setzt,  in  die  vier  Gleichungen 

(t-an)!i+  3li  -  0,1  e,  -0 

«fi-(r-a,,)li  +         a,iI,-0 

-  Oij^  +(r-aj,)e,-f  «1,-0 

Oi»^    +  «!,-(r-a„)t,-0. 

Diese  vier  Gleichungen  sind  in  den  vier  Größen  fj,  Ij,  (,,  (^  linear  und 
homogen;  aber  nur  je  zwei  von  ihnen  sind  linear  unabhängig  voneinander,  die 
beiden  andern  sind  mit  Rücksicht  auf  die  aus  (7)  folgenden  Worte  von  r  und  « 
eine  Folge  jener  beiden  ersteren  Gleichungen.  Ist  fi,  Ij,  !,,  I,  ein  Löeungs- 
system  der  Gleichungen  (19),  und  beachtet  man,  daß  nach  (4) 

di  —  bii^i  +  bjse,, 
war,  80  wird  mit  Rücksicht  auf  (17) 

d,-{lt-ik)er  +  (t,-xU)et     oder 
(20)  c?,  =(tie,+f,e,)-i(I,6,  +  I,e,). 

Hieraus  erhalt  man  den  Ausdruck  für  den  zweiten  Doppelpunkt  d^,  welcher 
der  anderen  Hauptzahl  r  —  iS  entspricht,  wenn  man  t  mit  —  i  vertauscht, 
wodurch  sich  ergibt 
(21) d,-(t.e,  +  t,«.)  +  t(I,e, +  (,«,)• 

1)  Dadurch,  daß  man  hier  f,  —  ifi  schreibt  und  nicht  f,  +  i^i»  ^«  ni*°  erwartet, 
wird  die  Vergleichung  mit  einer  späteren  Entwickelang  erleichtert  (Tgl.  die  Glei- 
chung (47)  des  17.  Abschnitts). 
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Setzt  man  also  noch 

(22)  ^i«i  +  ^^1  -  «>     IjCi  +  (,e,  -  6 , 

so  ergeben  sich  für  die  beiden  Doppelpunkte  d^  und  d^  die  Ausdrücke 

(23)  rfi=-a  — i6,    rf,  =  a  +  i2>, 

und  man  findet  für  den  Bruch  p  die  „Normalform** 

r9A\  I.       (r4-tg)(a-i&)t  (i-ig)(a-f  i&) 

^^^^  ^■"  a-i6,  a-fifc* 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Projektivität  mit  konjugiert  komplexen 
Doppelpunkten  wird  weiter  unten  entwickelt  werden.  Vor  der  Hand 
interessiert  uns  das  folgende  Ergebnis: 

Für  den  Fall  konjugiert  komplexer  oder  entgegengesetzt  rein  imagi- 
ginärer  Hauptzahlen  einer  Projektivität  sind  ihre  beiden  Doppelpunkte 
konjugiert  komplex;  und  zwar  können  sich  diese  konjugiert  komplexen 
Doppelpunkte  nicht  etwa  auf  zwei  entgegengesetzt  rein  imaginäre  oder 
zwei  identische  reelle  Doppelpunkte  reduzieren.  Denn  wären  die  Doppel- 
punkte entgegengesetzt  rein  imaginär,  also 

fi  =  0     und       !8  =  0, 
so  würden  sich  die  erste   und    dritte  Gleichung  (19)    in    die  Gleichungen 
verwandeln:  gj^  _  q     ^^^^     «(^»O, 

aus  denen  wegen  (13)  folgen  würde 

Ij  =  0     und       Ij  =  0 ; 

die  Doppelpunkte  rfj  und  d^  würden  also  selbst  verschwinden,  was  oben 
ausgeschlossen  wurde.  Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  und  vierten  Glei- 
chung (19),  daß  die  beiden  Doppelpunkte  auch  nicht  reell  sein  können. 
Man  kann  schließlich  noch  bemerken,  daß  durch  die  beiden  in  (19)  ent- 
haltenen linear  unabhängigen  Gleichungen  die  „Komponenten"  a  und  b 
der  beiden  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  nicht  voUständig  fest  ge- 
legt werden,  sondern  daß  man  auf  dem  Träger  der  Projektivität  einen  von 
den  beiden  Punkten  a  und  h  noch  willkürlich  annehmen  kann,  nur  daß  er 
nicht  gerade  gleich  Null  gesetzt  werden  darf;  alsdann  ist  vermöge  der 
Gleichungen  (19)  der  andere  Punkt  eindeutig  bestimmt. 
Faßt  man  alles  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 
Satz  101:  Zwei  konjugiert  komplexen  und  ebenso  zwei  ent- 
gegengesetzt rein  imaginären  Hauptzahlen  einer  Projektivität 
in  der  Geraden  entsprechen  stets  zwei  konjugiert  komplexe, 
aber  niemals  zwei  rein  imaginäre  oder  reelle  Doppelpunkte. 

Neue  Form  der  Hauptgleichung.  SaU  über  die  Doppelpunkte  einer 
gegenläufigen  Projektivität.     Man  kann  übrigens  leicht  der  Hauptgleiohong 
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einer  Projektivität  noch  eine  etwa«  andere  Form  verieihen,  in  der  sie 
sich  bei  manchen  Untersuchungen  bequemer  handhaben  laßt 

Man  gehe  dazu  auf  die  Gleichung  (6)  znrQck  und  ersotM  in  ihr  die 
Punkte  a^  und  a,  durch  die  gleichwertigen  Produkte  €^p  und  c,<i,  schreibe 
die  Gleichung  also  in  der  Form: 

(25)  [^(t,-#)-€i(t,-|l)]-0. 

In  dieser  Gleichung  kann  die  Differenz  r,  —  |l  als  Symbol  einer  gewissen 
Projektivität  aufgefaßt  und  auch  durch  einen  extensiven  Bruch  dargestellt 
werden.     Nun  besteht  aber  für  jeden  Projektivitatsbruch  ^  die  Gleichung 

(26)  («.rM]  =  [«.e.^']-[«.«,]M. 

Die  Gleichung  (25)  läßt  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

oder  auch  [«i«i][(t/~  I»)']  -  0 

(27)  [(r,-|i)']-0, 

oder  endlich,  wenn  man  ausquadriert  und  beracksichtigt,  daß  nach  Satz  97 
[1^]  =-  1  ist,  in  der  Form 

(28)  rJ-2r,[l|»]4-[^«]-0, 

woraus  für  die  Hauptzahlen  r<  der  Projektivität  ^  die  Werte  folgen 

(29)  r,=[ni]±i/[i7]«^[ir«i: 

Man  sieht  somit,  daß  die  Hauptzahlen  der  Projektivität  p  reell   und  von- 
einander verschieden  sind,  wenn  die  Differenz 
(30)  [1|»]'-OT>0 

ist.  Diese  Bedingung  ist  sicher  erfüllt,  wenn  der  Potenzwert  [||*J  der 
Projektivität  p  negativ  ist,  das  heißt  nach  Satz  96,  wenn  die  beiden 
durch  die  Projektivität  p  aufeinander  bezogenen  Punktreihen  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  durchlaufen  werden.  Und  da  nach  Satz  100  zwei  un- 
gleichen reellen  Hauptzahlen  stets  zwei  getrennt  liegende  reelle  Doppel- 
punkte zugehören,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  102:    Eine  jede   gegenläufige   Projektivität   in   der  Ge- 
raden besitzt  zwei  getrennt  liegende  reelle  Doppelpunkte. 

Abschnitt  15. 
Die  InTolution  und  die  Deckung. 

Wann  tcerden  die  Hauptzahlen  einer  Projektivität  in  der  Geraden  ein- 
ander entgegengesetzt  gleich?     Ein  besonderes   Interesse   bieten   diejenigen 
Projektivitäten  einer  Geraden,  für  welche  die  beiden  Hanptzahlen  einander 
entgegengesetzt  gleich  sind,  für  welche  also 
(1)  t,  -  -  r. 
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ist.  Dies  wird  der  Fall  sein,  sobald  in  der  Hauptgleichong  (7)  des  vorigen 
Abschnitts  der  Koeffizient  von  r,  verschwindet,  das  heißt,  sobald  die 
Gleichung  besteht: 

(2)  0^[a,e,]  +  [e,a,]     oder 

wofür  man  wegen  der  Formel  (8)  des  zweiten  Abschnitts  auch  schreiben 
kann: 

(3)  [e,aj  »  [e^a^] 

oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (6)  des  13.  Abschnitts 

(4)  [e,'e,p]^[e,-e,p]. 

Um  Projektivitäten  von  diesem  besonderen  Charakter  auch  äußerlich 
kenntlich  zu  machen,  bezeichnen  wir  den  Abbildungsbmch  einer  Projek- 
tivität  von  entgegengesetzt  gleichen  Hauptzahlen,  das  heißt  einen  Projek- 
tivitätsbruch,  der  die  Gleichung  (4)  erfttllt,  mit  dem  besonderen  Buch- 
staben S  (Spiegelung).     Wir  setzen  also  einen  Projektivitätsbruch 

(6)  7^=«. 

sobald  derselbe  die  Gleichung  befriedigt: 

Aus  der  Gleichung  (5)  folgen  dann  noch  nach  dem  Begriff  des  exten- 
siven Bruches  die  Gleichungen 


(7) 

Man  kann  nun  zunächst  zeigen,  daß  die  durch  die  Gleichung  (6)  dar- 
gestellte Beziehung  des  Bruches  S  zu  den  beiden  Grundpunkten  e^  und  e^ 
die  entsprechende  Beziehimg  des  Bruches  zu  zwei  ganz  beliebigen  Punkten 
y  und  z  der  Geraden  e^e^  nach  sich  zieht,  daß  also  die  Gleichung  (6)  die 
allgemeinere  Gleichung 
(8)  [^.y»]-[y.«»] 

zur  Folge  hat.     In  der  Tat,  sind 

zwei  ganz  beliebige  Punkte  der  Geraden  6}^^  so  wird 
y  •  y»]  -  f(5i«i  +  h^)  •  (9iei  +  tj,e,)l] 

oder  wegen  (6) 


(•)  ir. 
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-  [y  •  -8^*1, 

womit  die  Gleichung  (8)  bewiesen  ist*). 

Setzt  man  insbesondere  voraus,  y  sei  ein  Punkt  der  ersten  Punktreihe 
und  2  der  zugeordnete  Punkt  der  zweiten  Punktreihe,  das  heißt^  ee  sei 

(10)  g  —  yl,     so  wird  das  Produkt 

(11)  [Z'y%]^0. 
Zufolge  der  Gleichung  (8)  wird  dann  auch 

(12)  [y*»]-0; 

und  diese  Gleichung  sagt  aus:  Derjenige  Punkt  e,  welcher  nach  der 
Gleichung  (10)  als  Punkt  der  zweiten  Punktreihe  dem  Punkte  y  der 
ersten  Punktreihe  zugewiesen  wurde,  wird,  wenn  man  ihn  als  Punkt  der 
ersten  Punktreihe  auffaßt,  durch  die  Projektivität  i  in  einen  Punkt  jfff 
übergeführt,  der  wieder  gerade  mit  dem  Punkt  y  zusammenfällt. 

Damit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  (8)  gefunden, 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  103:  Sind  bei  einer  Projektivität  in  der  Geraden  die 
beiden  Hauptzahlen  entgegengesetzt  gleich,  so  entsprechen  sich 
je  zwei  zugeordnete  Punkte  beider  Punktreihen  abgesehen  von 
ihren  Massen  wechselseitig. 

Nun  sagt  man  von  zwei  projektiven  Grundgebilden  auf  dem  näm- 
lichen Träger,  deren  zugeordnete  Elemente  sich  abgesehen  von  einem 
Zahlfaktor  wechselseitig  entsprechen,  „sie  seien  involutorisch"  oder 
„sie  bilden  zusammen  eine  Involution''.  Femer  nennt  man  zwei 
zugeordnete  Elemente  zweier  involu torischen  Grundgebilde  „ein  Paar  der 
Involution"  und  sagt  von  den  Elementen  eines  Paares  der  Involution, 
„sie  seien  in  der  Involution  einander  konjugiert"  oder  sie  seien  „involn- 
torisch  gepaarf'.  Endlich  bezeichnet  man  die  Verwandtschaft  zwischen 
zwei  involutorischen  Grundgebilden  als  „involutorische  Verwandtschaft"  oder 
geradezu  als  ,Jnvolution";  und  mit  Rücksicht  hierauf  sagt  man  von  zwei 
involutorischen  Grundgebilden  auch:  „sie  stehen  in  Involution",  das  soll 
heißen:  Sie  stehen  in  dem  Verwandtschaftsverhältnis  der  Involution. 

Insbesondere  heißt  noch  die  Involution  zweier  Punktreihen  eine  „Punkt- 
involution" und  die  Involution  zweier  Strahlbüschel  eine  „Strahlinvolution". 

Unter  Benutzung  dieser  Kunstausdrücke  kann  man  den  Satz  103  auch 
folgendermaßen  formulieren: 

1)  Vgl.  C.  Burali -Forti,  Lezioni  di  geometria  metrico-projettiv».  Torino,  1904. 
S.  146. 
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Satz  103  (Zweite  Fassung):  Besitzt  eine  Projektivität  in 
der  Geraden  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Hauptzablen,  so 
bilden  ihre  beiden  Pnnktreihen  zusammen  eine  Involution. 
Oder  auch:  Eine  Projektivität  in  der  Geraden  mit  entgegen- 
gesetzt gleichen  Hauptzahlen  ist  eine  Involution. 

Um  zur  ümkehrung  des  Satzes  103  zu  gelangen,  bemerke  man,  daß 
die  für  die  Involution  charakteristische  Gleichung 
(4)  k-e,|i]-K.6,|i], 

aus  der  alles  Übrige  gefolgert  wurde,  sich  bereits  ableiten  läßt,  sobald 
man  weiß,  daß  in  der  Projektivität  p  sich  irgend  ztvei  nicht  zusammen- 
fallende Punkte  u  und  v  wechselseitig  entsprechen,  so  daß  die  beiden 
Gleichungen  zusammen  bestehen: 

([w.v^]  =  0     und 
(^^)       •  l[t;.u|i]=0. 

Um  dies  zu  zeigen,  braucht  man  nur  die  beiden  Grundpuukte  e, 
und  ej  als  Vielfachensummen  der  beiden  Punkte  u  und  v  darzustellen,  wo- 
durch sich  ergeben  mag 

und  diese  Werte  in  das  Produkt  [eg-e,^]  einzuführen.  Dadurch  er- 
halt man 

das  heißt  mit  Rücksicht  auf  (13) 

=  U2Uj[w  •  ulfi\  +  Ö2tJi[t;  •  vJfi] 
=  Vi^\x^\u  '  up]  -f  Oit),[t;  •  vp] 

=  1^1' ^iPl 
Damit  ist  die  Gleichung  (4)  bewiesen.     Aus  ihr  aber  folgert  man 

erstens:  Wenn  sich  in  zwei  projektiven  Punktreihen  irgend  zwei  ge- 
trennt liegende  Punkte  wechselseitig  entsprechen,  so  entsprechen  sich 
überhaupt  je  zwei  zugeordnete  Punkte  wechselseitig,  die  beiden  Punkt- 
reihen stehen  also  in  Involution.     Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  104:  Entsprechen  sich  in  zwei  projektiven  Punktreihen 
auf  dem  nämlichen  Träger  irgend  zwei  getrennt  liegende  Punkte 
wechselseitig,  so  gilt  dasselbe  überhaupt  von  jedem  Paar  zu- 
geordneter Punkte,   die  Punktreihen  stehen  also  in  Involution. 

Zweitens  aber  folgt,  wenn  man  von  der  Gleichung  (4)  auf  die  Glei- 
chung (1)  zurückschließt,  der  Satz: 

Satz  105:  Die  Hauptzahlen  einer  jeden  Panktinvolution  sind 
entgegengesetzt  gleich. 
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Man  kann  schließlich  der  Bedingongsgleichong  (6)  für  eine  inToluto- 
rische  Projekt!  vitat  noch  eine  andere  Form  yerleiien.  Schreibt  man  di« 
Gleichung  nämlich  in  der  Form 

(16)  [eie,t]-[e,.e,t]~0 

und  beracksicbÜKt,  daß  nach  Formel  (20)  des  13.  Abschnitts 

(16)  [i^.bMI-hM] 

ist,  80  nimmt  dieselbe  die  Qettalt  an: 

(17)  [l»]-0; 

und  da  anch  umgekehrt  die  Gleichung  (17)  die  Gleichung  (6)  nach  sich 
zieht,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  106:  Eine  Projektivität  I  ist  dann  und  nur  dann  in- 
Yolutorisch;  wenn  die  Identität  1  mit  ihr  kombinatorisch  multi- 
pliziert den  Wert  Null  ergibt,  wenn  sie  also  der  Gleichung 
genügt: 

(17)  [II]  =  0. 

Diese  Form  der  Bedingung  folgt  übrigens  direkt  aus  der  Gleichung  (29) 
des  vorigen  Abschnitts,  wenn  man  fragt,  unter  welcher  Bedingung  die 
durch  diese  Gleichung  dargestellten  beiden  Hauptzahlen  einer  Projektivität  tß 
einander  entgegengesetzt  gleich  werden. 

Die  hyperbolische  und  die  elliptische  Involution.  Auf  eine  wichtige 
Unterscheidung  involutorischer  Punktreihen  wird  man  geführt,  wenn  man 
die  Hauptzahlen  einer  Involution  wirklich  bestimmt.  Mit  Rücksicht  auf 
die  Bedingungsgleichung  (2)  einer  Involution  nimmt  die  Hauptgleichung  (7) 
des  vorigen  Abschnitts  für  den  Fall  einer  Involution  §  die  Form  an: 

(18)  [e.e,]r;  +  [a,a,^  -  0 
und  liefert  für  r,  die  Werte 

(19)  ^■'±V^h 
für  die  man  nach  Satz  95  auch  schreiben  kann: 


(20)  r,»±>M»*]- 

Übrigens  kann  man  diese  Gleichung  (20)  auch  etwas  direkter  aus 
der  Gleichung  (29)  des  vorigen  Abschnitts  ableiten,  wenn  man  in  ihr 
den  Buchstaben  p  durch  das  Symbol  $  einer  Involution  ersetzt  und  die 
obige  Gleichung  (17)  benutzt. 

Die  Gleichung  (20)  enthält  den  Satz: 

Satz  107:  Die  Hauptzahlen  einer  Involution  sind  die  beiden 
Quadratwurzeln  aus  ihrem  negativ  genommenen  Potenzwert. 
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Ist  daher  der  Potenzwert  [h^]  negativ,  so  sind  die  Hanptzahlen  ent- 
gegengesetzt reell  und  von  Null  verschieden,  ist  er  positiv,  so  sind  sie 
entgegengesetzt  rein  imaginär. 

Nach  den  Sätzen  100  und  101  entsprechen  nun  aber  zwei  ungleichen 
reellen  Hauptzahlen  stets  zwei  getrennt  liegende  reelle  Doppelpunkte,  zwei 
entgegengesetzt  rein  imaginären  Hauptzahlen  aber  zwei  konjugiert  kom- 
plexe Doppelpunkte.     Man  kann  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  108:  Eine  Punktinvolution  besitzt  zwei  getrennt  liegende 
•reelle  oder  zwei  konjugiert  komplexe  Doppelpunkte,  je  nach- 
dem ihr  Potenzwert  negativ  oder  positiv  ist. 

Nennt  man  femer  noch  eine  Involution  mit  zwei  getrennt  liegenden 
reellen  Doppelelementen  „hyperbolisch",  eine  solche  mit  konjugiert  kom- 
plexen Doppelelementen  „elliptisch"^),  so  kann  man  diesem  Satze  auch 
die  Fassung  geben: 

Satz  109:  Eine  Punktinvolution  §  ist  hyperbolisch  oder  ellip- 
tisch, je  nachdem   ihr  Potenzwert   [1^]   negativ   oder  positiv   ist. 

Nach  dem  Satze  96  ist  nun  aber  überdies  eine  Projektivität  in  der 
Geraden  gleichläufig  oder  gegenläufig,  je  nachdem  ihr  Potenzwert  positiv 
oder  negativ  ist.  Für  den  Durchlaufungssinn  der  Punktreihen  einer  In- 
volution ergibt  sich  daher  der  folgende  wichtige  Satz: 

Satz  110:  Eine  elliptische  Involution  ist  stets  gleichläufig, 
«ine  hyperbolische  Involution  stets  gegenläufig. 

Die  Gültigkeit  dieses  Satzes  ist  oflfenbar  nicht  auf  die  Punktinvduiion 
hesctiränktf  was  bei  seiner  Fassung  sogleich  berücksichtigt  ist. 

Einführuiig  der  Punkte  eines  Paares  der  Involution  als  Nenner  des 
Involutionshruches.  Das  Folgequadrat  einer  Involution.  Die  speziellen 
Eigenschaften,  durch  welche  eine  Involution  vor  einer  beliebigen  Pro- 
jektivität ausgezeichnet  wird,  legen  es  nahe,  auch  nach  einer  besonderen 
analytischen  Darstellung  eines  luvolutionsbruches  zu  suchen.  Man  wird 
auf  eine  solche  geführt,  wenn  man  zu  Nennern  des  Involutionsbruches 
zwei  Punkte  wählt,  die  in  der  Involution  ein  Paar  bilden,  ohne  dabei  in 
«inen  Doppelpunkt  der  Involution  zusammenzufallen. 


1)  Wie  weiter  unten  gezeigt  werden  wird,  bildet  bei  einer  Hyperbel  die  Gesamt- 
heit aller  Paare  konjugierter  Durchmesser  eine  Strahlinvolution,  deren  Doppelstrahlen 
reell  sind,  nämlich  durch  die  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel  dargestellt  werden; 
bei  einer  Ellipse  dagegen  bilden  zwar  auch  die  Paare  konjugierter  Durchmesser  eine 
Strahlinvolution,  aber  diese  besitzt  keine  reellen  Doppelstrahlen.  Andererseits  ruft 
eine  Hyperbel  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  eine  Punktinvolution  herror  mit  zwei 
reellen  Doppelpunkten,  den  Schnittpunkten  der  unendlich  fernen  Geraden  mit  den 
beiden  Asymptoten,  eine  Ellipse  aber  eine  Punktinvolution  mit  zwei  koigugiert  kom- 
plexen Doppelpunkten. 
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£b  seien  also  a  und  b  die  Punkte  eines  Paares  einer  Involution,  und  es  sei 

(21)  al-6 

und  dabei  b  raumlich  verschieden  von  a;  dann  muß 

(22)  61  -  !a 

sein,  wo  t  eine  reelle  Zahlgroße  bedeutet.  Denn,  da  die  Punkte  a  und  b, 
von  ihren  Massen  abgesehen,  sich  wechselseitig  entsprechen  sollen,  so 
kann  der  Punkt  6§,  der  dem  Punkt  b  durch  die  Involution  I  zugewiesen 
wird,  sich  von  dem  Punkt  n  höchstens  um  einen  reellen  Zahlfaktor 
unterscheiden.  Aus  den  beiden  Gleichungen  (21)  und  (22)  folgt  aber,  da 
die  Punkte  a  und  b  raumlich  voneinander  verschieden  sind,  fQr  den  In- 
volutionsbruch  6  die  Darstellung 

(23)  .-*;'^. 

Umgekehrt  stellt  jeder  Projektivitätsbruch  von  der  Form  (23)  eine 
Involution  dar;  denn  in  der  von  ihm  vermittelten  Projektivitat  entsprechen 
sieh  die  Punkte  a  und  b  abgesehen  von  ihren  Massen  wechselseitig.  Die- 
selbe ist  also  nach  dem  Satze  104  eine  Involution. 

um  vermöge  der  Gleichungen  (21)  bis  (23)  weitere  analytische  Kenn- 
zeichen eines  Involutionsbruches  zu  finden,  setze  man  den  Wert  von  b 
aus  (21)  in  die  Gleichung  (22)  ein  und  erhält  so  die  Gleichung 

(24)  a%i  =  fo, 

welche  zunächst  für  den  Punkt  a  die  Eigenschaft  der  Involution  ausspricht, 
daß  ihre  zweimalige  Anwendung  auf  diesen  Punkt  ihn  wieder  in  seine 
alte  Lage  zurückführt. 

Genügt  umgekehrt  eine  Projektivitat  I  in  einer  Geraden  für  irgend- 
einen Punkt  a  dieser  Geraden  der  Gleichung  (24),  und  ist  überdies  das 
Bild  ad  des  Punktes  a  von  dem  Punkt  a  nLumlich  verschieden,  besteht 
also  neben  der  Gleichung  (24)  noch  die  Ungleichung 

(25)  [a  .  al]  +  0, 

so  ist  dadurch  die  Projektivitat  8  nach  Satz  104  als  Involution  charakte- 
risiert, weil  ja  zufolge  der  Gleichung  (24)  die  (nach  (25)  raumlich  ver- 
schiedenen) Punkte  a  und  ai  sich  wechselseitig  entsprechen. 
Selbstverständlich  folgt  femer,  wenn  man  wieder 

(21)  ai  =  h 

setzt,  aus  der  Gleichung  (24)  auch  rückwärts  die  Gleichung 

(22)  bi  -  ta 

und  sodann  aus  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  mit  Rücksicht  auf  die 
Ungleichung  (25)  für  I  die  Darstellung 

(23)  .-^. 
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Dann  aber  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Gleichung 
(24)  al*  =  fa 

auch  gültig  bleibt,  wenn  man  den  Punkt  a  durch  einen  beliebigen  Punkt  z 
der  Geraden  ab  ersetzt.     In  der  Tat,  ist 

(26)  a;  —  ja  -I-  ^t,     so  wird 

a;l  — jal4-  9&I, 

das  heißt  wegen  (21)  und  (22) 

a:S  =  55  -j-  Qfa     und  somit 

das  heißt  wieder  wegen  (21)  und  (22) 

xH  =  j!a  -f  t)lh  =  t(ia  +  t)h)     oder 

(27)  xH^tx, 

womit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist.  Da  -aber  in  unserer  Ent- 
wickelung  von  dem  Bruche  0  nichts  weiter  vorausgesetzt  war,  als  daß  er 
eine  Projektivität  darstellt,  in  der  sich  die  beiden  Punkte  a  und  b  ab- 
gesehen von  ihren  Massen  wechselseitig  entsprechen,  so  enthält  sie  einen 
neuen  Beweis  des  Satzes  104,  und  zugleich  kann  man  den  Satz  au8> 
sprechen: 

Satz  111:  Eine  Punktinvolution  führt  jeden  Punkt  der  zu 
transformierenden  Punktreihe  bei  zweimaliger  Anwendung  in 
einen  kongruenten  Punkt  über. 

Doch  gibt  dieser  Satz  noch  nicht  den  ganzen  Inhalt  der  Gleichung  (27) 
wieder;  denn  diese  Gleichung  zeigt  ja  zugleich,  daß  alle  Punkte  der  Ge- 
raden ah  bei  zweimaliger  Multiplikation  mit  dem  Faktor  i  sich  um  den- 
selben reellen  Zahlfaktor  ändern,  und  ergibt  daher  für  das  Folgequadrat 
16  =  0'  des  Involutionsbruches  I  die  Gleichung 

(28)  i'  =  f 
und  damit  den  Satz: 

Satz  112:  Das  Folge quadrat  einer  Involution  in  der  Geraden 
ist  eine  reelle  Zahl. 

Und  von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung: 

Satz  113:  Ist  das  Folgequadrat  einer  von  der  Deckung  ver- 
schiedenen Projektivität  I  eine  reelle  Zahl,  genügt  sie  also  der 
Gleichung 
(28)  $•-.!, 

unter  (  eine  reelle  Zahlgröße  verstanden,  so  ist  diese  Projek- 
tivität eine  Involution. 

Da   nämlich   nach    der   Voraussetzung   die   Projektivität  I    von    der 


AbtchuH  16,  Gleichiiiig  (S6)  bia  (SO).    8«te  111  bis  114.  1$8 

Deckung  Tenchieden  ist,  so  gibt  ef  in  der  %n  tranfformierenden  Punki- 
reihe  sicher  Punkte,  die  nicht  mit  ihren  Bildern  zusammenfallen.  Es  sti 
a  ein  solcher  Punkt;  alsdann  entsprechen  sich  in  der  ProjektiTiUU  •  die 
beiden  getrennt  liegenden  Punkte  a  und  a§  wechselseitig.  Denn  dem 
Punkte  a§  wird  ja  durch  die  Projektiyitat  I  wegen  (28)  der  Punkt 

alf-fa 

zugewiesen.  Nach  Satz  104  ist  daher  die  Projektiritat  I  eine  InTolution. 
Man  kann  dem  Satze  113  noch  eine  etwas  andere  Fassung  Terleihen^ 
wenn  man  die  uneigentliehe  luTolution  ausschließt.  Nach  der  Gleichung 
(31)  des  13.  Abschnitts  wird  die  uneigentliche  ProjeJäivüät  durch  einen 
Bruch  Ton  der  Form  o    o 

dargestellt.  In  diesem  Bruche  kann  man  die  Nenner  e^  und  e^  ab  Doppel- 
punkte auffassen y  und  zwar  als  Doppelpunkte,  deren  zugehörige  Haupt- 
zahlen tj  und  r,  gleich  NuU  sind.  Daraus  aber  folgt,  daß  die  uneigent- 
liche Projektiyitat  der  Bedingungsgleichung  fQr  die  Hauptzahlen  einer 
Involution  Genüge  leistet,  nämlich  der  obigen  Gleichung 

(1)  r.  -  -  t., 

und  daß  somit  die  uneigentliche  Projektiyitat  als  eine  Involution  angesehen 
werden  kann.  Die  Begriffe  „uneigentliche  TrqjektiviUü^^  und  yjttneigenüidye 
Involution^  sind  daher  gleichbedeutend. 

Die  uneigentliche  Involution  hat  nun  mit  der  Deckung  die  Eigenschaft 
gemein,  daß  nicht  nur  wie  bei  der  Involution  überhaupt  ihr  Folgequadrat 
eine  bloße  Zahl  ist,  sondern  daß  auch  sie  selbst  einer  Zahlgröße  gileidt  i$L 
Und  zwar  sind  die  Deckung  und  die  uneigentliche  Involution  die  einzigan 
Projektivitaten  dieser  Art. 

Es  besteht  aber  für  eine  Zahlgroße  f ,  welche  der  Gleichung  (28)  Ge- 
nüge leistet,  insbesondere  also  auch  für  eine  Deckung  und  für  die  un- 
eigentliche Involution  I,  zugleich  die  Gleichung 

(29)  »-±V«, 

während  für  eine  eigentliche  Involution,  welche  die  Gleichung  (28)  be- 
friedigt, stets 

(30)  f-f±yf 

ist     Man  kann  daher  dem  Satze  113  auch  die  Fassung  geben: 

Satz  114:  Genügt  eine  Projektivität  •  den  beiden  Verglei- 
chungen  ^,  _  ^     ^^^     •  +  ±yf, 

unter  f  eine  reelle  Zahlgröße  verstanden,  so  ist  diese  Projek- 
tivität eine  eigentliche  Involution. 

11* 
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Der  Zahl  wert  des  Folgequadrates  8*  einer  Involution  I  steht  nun  aber 
in  einer  engen  Beziehung  zu  dem  kombinatorischen  Quadrate  [§'],  das 
heißt  zu  dem  Potenzwerte  des  Bruches  8.  In  der  Tat  ergibt  sich  nach  Satz  95 
mit  Rücksicht  auf  (23)  für  den  Potenzwert  der  Involution  I  der  Ausdruck 

[»»l-t'l'-UffH,    das  heißt 
*•    -'         [ab]  [oft] 

(31)  [!']  =  -  f. 

Zwischen  dem  kombinatorischen  Quadrate  [8']  und  dem  Folgequadrate  I' 
einer  Involution  8  besteht  daher  die  Beziehung 

(32)  [«']  =  -  i', 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  115:  Das  kombinatorische  Quadrat  eines  Inyolutions- 
bruches   hat  mit  dessen  Folgequadrat  entgegengesetzten  Wert. 

Die  durch  die  Gleichung  (31)  angegebene  Beziehung  zwischen  dem 
Potenzwerte  [8^]  einer  Involution  8  und  der  zu  ihrer  Darstellung  benutzten 
Zahlgröße  !  liefert  ferner  mit  Rücksicht  auf  Satz  109  den  Satz: 

Satz  116:  Die  Involution 
(23)  «  =  *•!- 

ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  die  Zahlgröße  f, 
das  heißt  das  Folgequadrat  8*  der  Involution,  positiv  oder  ne- 
gativ ist. 

Übrigens  läßt  sich  der  Ausdruck  (23)  für  die  Involution  8  noch 
etwas  weiter  vereinfachen,  ohne  daß  dadurch  eine  wesentliche  Beeinträch- 
tigung der  geometrischen  Allgemeinheit  des  Bruches  herbeigeführt  würde'). 
Man  multipliziere  dazu  den  ersten  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  mit 
Y-^.  if  wo  unter  der  Wurzel  das  Vorzeichen  +  oder  —  zu  nehmen  ist, 
je  nachdem  die  Zahlgröße  f  positiv  oder  negativ  ist,  (vgL  Satz  77).  Da- 
durch verwandelt  sich  der  Bruch  (23)  in 

g  ^  V±t  b,  ja 

V±ta,b 

Für  diesen  Bruch  kann  man  auch  schreiben,  wenn  man 

(33)  Y±ta~a 
setzt  und  berücksichtigt,  daß 

t-±iV±W  »t, 

•  o',  b 


1)  Nur  die  entaitanden  Involationen  •ebeiden  >iu. 
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oder  nach  Fonnel  (30)  des  11.  Abschnitte 

(34)  »-V±i^', 

wo  beide  Male  das  Vorzeichen  +  oder  —  zu  wählen  ist^  je  nachdem  f 
positiv  oder  negativ  ist. 

In  dem  Falle  eines  positiven  t,  das  heißt  für  eine  hyperbolische  In-, 
voltUion  (vgl.  Satz  116),  wird  also 

(36)  •->^^>^ 

und  in  dem  FaUe  eines  negativen  t,  das  heißt  für  eine  dlipiische  Invo- 
Intion,  wird 

(36)  •'V^^'ii^'' 

Läßt  man  schließlich  die  geometrisch  bedeutimgslosen  reellen  Zahl- 
faktoren yi  and  Y—  t  fort  und  ändert  die  Bezeichnung,  indem  man  wieder 
a  anstatt  a'  schreibt,  so  erhält  man  für  die  allgemeinste  hyperbolische 
und  elliptische  Punkt involution  ^  und  r  die  Bruchdarstellungen 

(37)  1-^-  und    (38)  c-^r«, 

in  denen  a  und  b  zwei  beliebige  Punkte  bedeuten,  die  dann  in  der  Invo- 
lution ein  Paar  bilden. 

Analog  ergeben  sich  für  die  allgemeinste  hyperbolische  und  ellip- 
tische Strahlinvolution  ^  und  i&  die  Bruchdarstellungen 

in  denen  Ä  und  B  zwei  beliebige  Stöbe  bedeuten,  die  dann  wieder  in  der 
Involution  ein  Paar  bilden. 

Die  Gleichungen  (37)  bis  (40)  gestatten  noch  einige  wichtige  Folge- 
rungen. Doch  beschranken  wir  uns  darauf,  die  betreffenden  Schlüsse  aus 
den  Gleichungen  (37)  und  (38)  für  die  Punktinvolution  zu  ziehen,  be- 
merken aber  sogleich,  daß  sich  ganz  entsprechende  Folgerungen  auch  ans 
den  Gleichungen  (39j  und  (40)  für  die  Strahlinvolution  ergeben,  was  wir 
bei  der  Formulierung  der  Sätze  berücksichtigen  werden. 

Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Nennerpunkte  a  nnd  b  der  Invo- 
lutionsbrüche  ^  und  e  in  jeder  der  beiden  zugehörigen  Involutionen  die 
Punkte  eines  beliebig  gewählten  Paares.  Nun  folgen  aber  aus  der  Glei- 
chung (37)  die  Gleichungen 

|(«  +  6)|-«  +  6 

^    ''  l(a-6)| (a-b), 

welche  aussagen,  daß  die  Punkte  a  +  b  nnd  a  —  b  die  Doppelpunkte  der 
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Involution  1^  bilden,  und  da  diese  Punkte  überdies  zu  den  Punkten  a 
und  h  harmonisch  liegen,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  117:  Ein  jedes  Paar  einer  hyperbolischen  Involution 
wird  durch  deren  Doppelelemente  harmonisch  getrennt. 

Andererseits  folgt  aus  der  Gleichung  (38)  die  Gleichung 
(42)  (a  +  6)f--(a-6), 

welche  zeigt,   daß   die  Punkte  a  -}- h  und  a  —  h  in   der  Involution  e  ein 

Paar  bilden.    In  einer  elliptischen  Involution  gibt  es  also  zu  jedem  Paare 

a,  b  ein  zweites  Paar,  das  von  ihm  harmonisch  getrennt  ist.     Es  existiert 

aber  auch  nur  ein  solches  Paar.     Denn  bildet  man  zu  einem  beliebigen 

Punkt  la  -^  \)b  der  einen  Punktreihe  den  zugeordneten  Punkt  der  anderen, 

so  erhält  man       /       ,     ,n  t       ^  /^  w 

(ja  -j-  96)  c  =  j6  -  ^a  =  -  (^a  -  j6). 

Die  Punkte  des  Paares  .     ,  ,     ^  , 

ja  +  Mjb    und     ^a  —  j6 

sind  aber  nur  dann  harmonisch,  wenn  die  Proportion  besteht 

oder  die  Gleichung 

j*  =  ^*,     das  heißt,  wenn 

ist.  Und  diese  Gleichung  liefert,  abgesehen  von  einem  geometrisch  be- 
deutungslosen Zahlfaktor,  eben  nur  die  beiden  Punkte  a  -\-\)  und  a  —■  b, 
man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  118:  In  jeder  elliptischen  Involution  gibt  es  zu  jedem 
Paare  ein  und  nur  ein  zweites  Paar,  das  zu  ihm  harmonisch  liegt. 

Eine  Streckengleichung  der  Ellipse  in  zwei  verschiedenen  Formen.  Um 
eine  genauere  Anschauung  von  einer  elliptischen  und  hyperbolischen  In- 
volution zu  gewinnen  und  zugleich  die  Bezeichnung  dieser  beiden  Arten 
der  Involution  als  „elliptisch"  und  „hyperbolisch"  zu  rechtfertigen,  schalten 
wir  einiges  über  eine  Strecken darsteUung  der  Ellipse  und  Hyperbel  ein. 

Bei  der  Ellipse  gelangen  wir  zu  einer  solchen  Streckendarstellung, 
indem  wir  von  den  bekannten  simultanen  Gleichungen  der  Ellipse  ausgehen: 

(43)  p -;*"'" 

in  denen  j  und  \)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  laufenden  Punktes 
der  Ellipse,  bezogen  auf  ihre  Hauptachsen,  und  a  und  h  die  Längen  der 
Halbachsen  sind,  während  IP  eine  HOlfsvariable  (ein  Parameter)  ist,  der, 
wenn  a  >  b  ist,  die  exzentrische  Anomalie  des  laufenden  Punktes  der 
EUipse  darsteUt  (vgl  Figur  «1). 
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Fig.  81. 


Sind  dann  ferner  noch 
a  und  h  die  Strecken  der- 
jenigen beiden  Halbachsen 
der  Ellipse,  welche  den  Sinn 
der  positiven  Seiten  der  Koor- 
dinatenachsen haben ,  and 
endlich  e^  and  e^  zwei 
Strecken  van  der  Länge  i, 
die  mit  den  Strecken  a  und 
h  nach  Richtang  und  Sinn 
übereinstimmen,  so  bestehen 
zwischen  den  vier  Strecken 

^f  ^y  ^at  ^b  ^^^  ^®^  beiden 
Längen  a  und   b   die   Glei- 
chimgen    /    ^ 
(44) 

Und  bezeichnet  man  endlich 
noch  die  Strecke  vom  An- 
fangspunkt 0  des  Koordinatensystems  nach  dem  laufenden  Punkt  ;,  Q  der 
Ellipse  gezogen,  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  den  „TrSger**  des  laufen- 
den Punktes  der  Ellipse  mit  Xy  so  wird 

(45)  x^ie^-\-  ^c^. 

Multipliziert  man  daher  die  Gleichungen  (43)  mit  e^  und  e^,  und  addiert; 
so  erhalt  man  wegen  (44)  und  (45)  die  Gleichung 

(46)  X  =  acostü  -f  6sin», 

und  diese  ist  bereits  die  gewünschte  Streckendarstellung  der  Ellipse.  Man 
hat  also  den  Satz: 

Satz  119:  Sind  a  und  h  zwei  zueinander  senkrechte  Strecken, 
von  denen  a  länger  ist  als  h^  so  ist  die  Gleichung 

X  —  acofllD  +  ^sinio 

eine  Streckendarstellung  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  die 
Strecken  a  und  h  sind,  während  x  den  Träger  und  der  Para- 
meter xo  die  exzentrische  Anomalie  des  laufenden  Punktes  der 
Ellipse  bedeutet. 

Übrigens  stellt  die  Gleichung  (46)  auch  dann  noch  eine  Ellipse  dar, 
wenn  a  und  h  zwei  Strecken  von  beliebiger,  aber  doch  wenigstens  ver- 
schiedener Richtung  sind.  Sind  nämlich  in  diesem  Falle  wieder  a  und  h 
die  Längen  der  Strecken  a  und  6,  und  i  und  Q  die  Koordinaten  eines 
Punktes  in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  in  o 
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|i||ai»lieg< 


liegt,    und    dessen  Achsen   die  Richtung   und   den   Sinn   der  Strecken  a 
h  haben  (vgl.  Figur  S2\  so  sind  zunächst  die  obigen  Gleichungen 

(43)      1?  =  «^««' 
\t)  =  bsin  xo 

die  simultanen  Gleichungen 
einer  Ellipse,  welche  die 
Koordinatenachsen  zu  kon- 
jugierten Durchmessern  hat 
und  von  ihnen  die  Stücke 
a  und   b  abschneidet. 

Und  bezeichnet  man 
ferner  wieder  mit  e^  und 
ßf,  zwei  Strecken  von  der 
Länge  1,  die  mit  den 
Strecken  a  und  b  nach 
Richtung  und  Sinn-  über- 
einstimmen, und  mit  x  den 
Träger  des  Punktes  j,  9, 
pig.  8«.  so  wird  wieder 

(44)  \l-ll'     uBd 

(45)  ^  =  J^a  +  9^6, 

und  es  folgt  daher  wieder  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (43)  mit 
e^  und  ßf,  und  Addition  für  die  Ellipse  mit  den  konjugierten  Halbmessern  a 
und  h  die  Streckengleichung 

(46)  X  =  acostü  +  fesintt); 

nur  hat  hier  der  Parameter  tu  eine  andere  Bedeutung  wie  in  dem  Satze  1 19. 
Man  gelangt  zu  dieser  durch  eine  a/fhie  VeraUyenieinerung  des  Begriffs 
der  exeentrischen  Anomalie. 

Man  kann  sich  nämlich  die  EUipse  mit  den  Halbmessern  [oa]  und  [ob] 
durch  perspektiv-affine  Abbildung  aus  dem  Kreise  erzeugt  denken,  der  um 
den  Mittelpunkt  0  der  Ellipse  mit  dem  Radius  a  geschlagen  ist,  indem 
man  dabei  die  Gerade  des  Stabes  [oa]  als  Äffinitäisachse  verwendet.  Man  be- 
zeichne dazu  noch  denjenigen  Träger  dieses  Kreises,  der  auf  der  Strecke  a 
senkrecht  steht  und  von  ihr  nach  derselben  Seite  abweicht  wie  b  von  a,  mit 
6';  dann  gibt  die  Strecke  b  —  b'  die  Affinitätsrichtung  derjenigen  Perspek- 
tiven Affinität  an,  in  der  [oa]  die  Affinitatsachse  ist,  und  in  der  dem 
Punkte  b'  der  Punkt  b  zugeordnet  wird.  Sodann  konstruiere  man  einen 
Punkt  X  auf  folgende  Weise: 
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Man  ziehe  jtuerst  durch  einen  beliebigen  Punkt  x'  des  Kreises  die 
Parallele  zu  der  Affin itatsrichtung  h  —  b\  so  weiß  man:  Auf  dieser 
Parallelen  muß  der  dem  Punkte  x'  zugeordnete  Punkt  x  gelegen  sein. 

Fällt  man  dann  zweitens  von  x'  das  Lot  x'q  auf  die  Affinitatsachse 
[od],  so  ist  x'q  |  h'o\  und  da  zwei  paralleUen  Geraden  durch  die  Affinitat 
wieder  zwei  parallele  Geraden  zugeordnet  werden,  so  muß  die  zu  x'q  zu- 
geordnete Gerade  xq  mit  der  zu  6'o  zugeordneten  Geraden  bo  parallel  sein. 

Man  ziehe  also  drittens  durch  den  Fußpunkt  q  des  Lotes  x'q  die 
Parallele  zu  o5  bis  zum  Schnitt  mit  der  zuerst  gezogenen  Parallelen  und 
bezeichne   den   Schnittpunkt  mit  x. 

Man  kann  dann  zunächst  leicht  zeigen,  daß  der  Punkt  x  ein  Punkt 
der  Ellipse  ist,  welche  die  Stabe  [oa]  und  [oh]  zu  konjugierten  Halb- 
messern hat.  In  der  Tat,  bezeichnet  man  noch  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten des  Punktes  x'  in  bezug  auf  die  Achsen  [od]  und  [ob']  mit  jr' 
und  t)\  so  lautet  die  Gleichung  des  konstruierten  Hülfskreises 

(47)  E'«  +  l,''  =  a'. 

Nun  ist  aber 

a)  i'-h 

und    es    verhält    sich    femer   wegen    der   Ähnlichkeit   der   Dreiecke   obb' 


und  qxx' 

9 

=  9' 

=  h:a, 

woraus  för 

9' 

der  Wert 

folgt: 

(11) 

9' 

-'i' 

Die  Einführung   dieser  Werte  (I)   und  (H)   aber    in  die  Gleichung  (47) 

ergibt  ^«ai 

j»  +  ^^,   =a*     oder 

und  das  ist  gerade  die  Gleichung  der  Ellipse,  welche  die  Stäbe  [oa]  und 
[ob]  zu  konjugierten  Halbmessern  hat. 

Jetzt  zeigt  aber  weiter  die  erste  Gleichung  (43),  daß  der  Parameter  to 
der  Winkel  zwischen  den  Strecken  a  und  x'  ist.  Der  Parameter  XO  des 
Ellipsenpunktes  x  ist  also  der  Polarwinkel  des  zugehörigen  Punktes  x* 
auf  dem  Kreise,  der  durch  perspektiv- affine  Abbildimg  in  bezug  auf  die 
Gerade  [oa]  als  Affinitätsachse  in  die  Ellipse  übergeht,  wobei  vorausgesetzt 
ist,  daß  die  Gerade  [oa]  zugleich  als  Polarachse  für  den  Polarwinkel  dient 

Faßt  man  diese  Ergebnisse  mit  dem  Inhalt  von  Satz  119  zusammen, 
so  erhält  man  den 

Satz  120:  Läßt  man  die  Strecken  a,  b  und  x  von  einem  festen 
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Zentrum  o  ausgehen,  so  ist  die  Gleichung 

a:  »=  a  cos  tu  4-  &  sintt), 
in  der  a  und  h  zwei  beliebige  Strecken  von  verschiedener  Rich- 
tung   sind,    eine    Streckendarstellung    einer    Ellipse    mit    dem 
Mittelpunkt  o. 

Stehen  insbesondere  die  Strecken  a  und  h  aufeinander 
senkrecht,  und  ist  a  länger  als  h,  so  hat  die  Ellipse  die  Stäbe 
[oa]  und  [oh]  zu  Halbachsen,  und  der  Parameter  Xo  ist  die  exzen- 
trische Anomalie  des  Punktes  x. 

Sind  dagegen  die  Strecken  a  und  h  zwei  Strecken  von  be- 
liebiger, aber  doch  wenigstens  verschiedener  Richtung,  so  be- 
sitzt die  Ellipse  die  Stäbe  [oa]  und  [ob]  zu  konjugierten  Halb- 
messern, und  der  Parameter  lü  ist  der  Polarwinkel  des  dem 
Punkte  X  entsprechenden  Punktes  auf  demjenigen  zur  Ellipse 
perspektiv-affinen  Kreise,  der  durch  perspektiv-affine  Abbil- 
dung in  bezug  auf  die  Achse  [oa]  als  Affinitätsachse  in  die 
Ellipse  übergeht.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Affinitäts- 
achse [oa]  zugleich  als  Polarachse  dient. 

Man  kann  der  Streckengleichung  (46)  der  Ellipse  noch  eine  etwas 
andere  Form  verleihen,  wenn  man  die  „elliptische  Streckeninvolution" 

einführt,    welche    nach    dem    Begriff  des    extensiven    Bruches    den    Glei- 
chungen genügt: 

{ at  =  b 

(50) 


6e  =  —  a, 

die  also  den  Halbmesser  a  der  Ellipse  in  den  konjugierten  Halbmesser  b 
überführt  und  andererseits  den  Halbmesser  b  in  den  vom  Halbmesser  a 
nur  dem  Sinne  nach  verschiedenen  Halbmesser  —  a  verwandelt.  Diese 
Streckeninvolution  besitzt  übrigens  ganz  die  Eigenschaften  der  oben  (vgl. 
Seite  160  ff.,  namentlich  Seite  165 f.)  ausführlich  betrachteten  elliptischen 
Punktinvolution.  Insbesondere  besitzt  ihr  Folgequadrat  r'  den  Wert  —  1, 
das  heißt,  es  wird 

(51)  e«--l. 

Hieraus  läßt  sich  dann  folgern,  daß  man  mit  der  Größe  e  in  ganz  ent- 
sprechender Weise  rechnen  kann  wie  mit  der  imaginären  Größe  i  —  }/—  1. 
So  nimmt  die  Gleichung  (46)  wegen  (50)  die  Gestalt  an: 

(52)  a?  —  a  cos  tt)  -}-  6  sin  tt)  —  ö  cos  tt)  +  ae  sin  tt)  —  a (cos  tt)  -f  e  sin  w) . 
Die  hier  in  der  Klammer  auftretende  Sunune  cos  tt)  -f-  e  sin  tD  kann 
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man  aber  in  genau  derselben  Weise  umformen  wie  die  komplexe  Einheit 
cos»  -f  i  sin».     Wegen  (51)  wird  nämlich 


cos  w  —  1  — 


»*  .  tt* 


(53) 


2I  +  4.-+  ••      -i  +  ^r  +  Tr  + 


6! 


/»         tO*    .    10*  \         CIO        c*to' 

Setzt  man  daher  noch  die  Reihe 

80  wird 

(55)  cos»  +  e  sin ID -€'"',       e-^i^. 

Daß  die  durch  die  Potenzreihe  (54)  definierte  Exponentialgröße  ^^ 
auch   den    Ghrundgesetzen   der   Potenzierung,    insbesondere   der  Gleichung 

(56)  e»»»e»"^-c»("»»+«»»)       e^-^i::::^, 

Genüge  leistet,  erkennt  man  leicht,  indem  man  die  beiden  Potenzreihen 
für  6*"»  und  c**^  miteinander  multipliziert.  Man  kann  den  Beweis  aber 
auch  auf  Grund  der  Formel  (55)  in  folgender  Weise  führen:  Es  ist 

€*"'»6»»«  =  (cosWj  4-  e  8inn)i)(cos!o,  -[-  e  sinio,) 

—  (cos  »1  cos  ttJj  —  sin  »i  sin  W,)  +  e  (sin  tüj  cos  ttJ,  -f  cos  W^  sin  »,) 

—  cos  (töj  -h  to,)  -f  r  sin  (Wj  -f  ip,) 


Aus    der   Formel  (55)  entnimmt  man   femer,   daß   die   Exponential- 

2 


große  c**"  für  die  besonderen  Argumente  to  —  « ,  ttJ  =-  ;r  und  10  —  2«  die 


Werte  besitzt 

n 

(57)        c*»^-e,  (58)    e'^'^-l,  (59)    e«»"  - 1. 

Femer  erhalt  man,  wenn  man  den  Wert  (55)  in  die  Gleichung  (52) 
substituiert,  für  die  Streckengleichung  der  Ellipse  die  neue  Form 

(60)  x^a^',        t~l^, 

wobei  a  und  b  zwei  konjugierte  Halbmesser  der  Ellipse  sind. 

Auch  kann  man  leicht  die  Bedeutung  der  beiden  Abhildungsfunktionen 

€*'  und  e  —  c  »  für  die  Ellipse  (60)  angeben.     Wegen  (56)  folgt  nämlich 
aus  der  Gleichung  (60)  durch  Multiplikation  mit  e*': 

(61)  a:e»«-a6»<»  +  '), 

das  heißt,   durch  Multiplikation  mit  e'^   wird  ein  beliebiger  Trager  x  der 
Ellipse  (60)  wieder  in  einen  Trager  dieser  Ellipse  übergeführt,  und  zwar 
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in  denjenigen  Träger,  dessen  Parameter  den  Parameter  )o  des  ursprünglichen 
Trägers  x  um  den  Betrag  !  übertrifft.  Hieraus  ergibt  sich  wieder  die  Be- 
deutung der  Abbildungsfunktion  e;  denn  es  wird 

(62)  xe  «  ae'^e  »  =-  ac'v  "*" »/. 

Die  Multiplikation  mit  f  verwandelt  also  ebenfalls  jeden  Trager  der 
Ellipse  (60)  wieder  in  einen  Träger  dieser  Ellipse,  imd  zwar  in  denjenigen 

Träger,    dessen  Parameter  um  -     größer  ist.     Da  aber,  wie  oben  gezeigt 

ist,  der  Parameter  Xo  des  Ellipsenpunktes  a;  =  ae*"  nichts  anderes  ist  als 
der  Polarwinkel  des  dem  Punkte  x  entsprechenden  Punktes  in  einem  ge- 
wissen zu  der  Ellipse  perspektiv-affinen  Kreise,  so  kann  man  auch  sagen^ 
daß    die  Polarwinkel    der   den  Ellipsenpunkten  x   und  xt  entsprechenden 

Punkte  dieses  Kreises  um  den  Winkel       differieren,  woraus  dann  wieder 

folgt,  daß  die  Träger  x  und  xt  der  zugehörigen  Ellipsenpunkte  kon- 
jugierte Halbmesser  der  Ellipse  sind. 

Dies     kann    man    indes     auch    leicht    auf    anderem    Wege    zeigen. 

Bildet  man  nämlich  den  Differentialquotienten  ,  des  Ellipsenträgers  x 
nach  dem  Parameter  lü,  so  erhält  man 

~  =  ac*"'r      oder 

atD 

(63)  2:=-'- 

Diese  Gleichung  aber  enthält  bereits  das  gewünschte  Ergebnis.  Denn 
da  das  Differential  dx  eine  Strecke  darstellt,  die  längs  der  Ellipse 
von   dem  Punkt  x   mit  dem  Parameter  ro   zu  dem  Nachbarpunkt  x-\-dx 

dx 
mit   dem  Parameter  to  +  rfn?  hinführt,  so  ist  der  Differentialquotient   ^^ 

der  Ausdruck  einer  Strecke,  welche  die  Richtung  der  Ellipsentangente  im 
Pnnkte  x  besitzt,  und  deren  Sinn  dem  Fortschreiten  auf  der  Ellipse  nach 

der  Seite  des  wachsenden 
x-^äx^XO-^dxo    Parameters  XO  entspricht. 

Die  Strecke  j-  möge  da- 

a  m«n  ^®'  ^  ^^®  „Tangenten- 

'    "^  strecke"  der  Ellipse  (60) 

im    Punkte  x    bezeichnet 

werden  (vgl.  Figur  83). 

Und  diese  Bezeichnung 

Pig.  S8  „Tangentenstrecke"  für  den 
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Differentialqnotienteii  -j-  wollen  wir  Oberhaupt  bei  einer  jeden  Parameter- 

darstellnng  einer  beliebigen  Kurve  anwenden,  durch  welche  die  Strecke,  Ton 
einem  beliebigen  festen  Anfangspunkt  nach  dem  laufenden  Punkt  der  Kurve 
gezogen,  als  Funktion  eines  Parameters  xo  ausgedrückt  wird.  Denn  in  diesem 

Falle  hat  die  Strecke    .     s^ets  die  Richtung  der  Tangente  der  Kurve  im 

Punkte  X,  während  der  Sinn  und  die  Länge  dieser  Strecke  von  der  jedes- 
maligen Form  der  Parameterdarstellung  der  Kurve,  das  heißt  von  der 
Wahl  des  Parameters  xo  abhängt. 

Mit    Rücksicht   auf  diese   geometrische   Bedeutung   des   Differential- 

dx 
quotienten    ,.    sagt  nun  aber  die  Gleichung  (63)  aus,  daß  die  Strecke  a:e, 

(die  nach  der  Gleichung  (62)  zugleich  der  Träger  eines  gewissen  Ellipsen- 
punktes ist),  der  Tangente  des  Punktes  x  parallel  läuft,  das  heißt,  zu  dem 
Ellipsenträger  x  konjugiert  ist.  Damit  ist  aber  in  der  Tat  von  neuem 
bewiesen,  und  zwar  unabhängig  von  der  Beziehung  der  Ellipse  zu  dem 
perspektiv-affinen  Kreise,  daß  die  Multiplikation  mit  r  einen  jeden  Halb- 
messer der  Ellipse  in  den  auf  der  Seite  des  wachsenden  Parameters 
liegenden  konjugierten  Halbmesser  überführt,  oder  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, in  denjenigen  konjugierten  Halbmesser,  der  von  x  aus  nach 
derselben  Seite  liegt  wie  h  von  a.  Man  hat  also  den  Satz: 
Satz  121:    Bei  der  durch  die  Streckengleichung 

X  =  a  cos  in  -f  6  sin  n? 

oder  die  gleichwertige  Streckengleichung 

gegebenen  Parameterdarstellung  einer  Ellipse  führt  die  Multi- 
plikation des  laufenden  Trägers  x  mit  dem  elliptischen  Invo- 
lutionsbruche e  den  Halbmesser  x  in  denjenigen  zu  ihm  kon- 
jugierten Halbmesser  der  Ellipse  über,  der  von  dem  Träger  x 
nach  derselben  Seite  hin  abweicht  wie  h  von  a. 

Die  in  diesem  Satze  ausgesprochene  Eigenschaft  der  Streckeninvolution 
e  bildet  den  Grund  dafür,  daß  man  diese  Involution  und  ebenso  die  ent- 
sprechende Punkt-  und  Strahlinvolution  (vgl.  Seite  165  f.)  als  elliptische 
Involution  bezeichnet. 

Die  entsprechende  Streckengleichung  der  Hyperbel.  In  ganz  ähnlicher 
Weise  wie  bei  der  Ellipse  kann  man  auch  für  die  Hyperbel  eine  Strecken- 
gleichung entwickeln. 

Sind    wieder  a  und  b  zwei  Strecken  verschiedener  Richtung,  die  von 
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einem  gemeinsamen  Anfangspunkte  o  ausgehen,  sind  femer  a  und  b  die 
Längen  dieser  Strecken  und  j  und  t)  die  Koordinaten  eines  veränderlichen 
Punktes  in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem^  dessen  Achsen  die  Rich- 
tungen der  Strecken  a  und  h  haben,  und  deren  positive  Seiten  auch 
ihrem  Sinne  nach  mit  dem  Sinne  der  Strecken  a  und  h  übereinstimmen, 
so  ist  zunächst  die  Gleichung 

(64)  l,  -?-.-! 

die  Gleichung  derjenigen  Hyperbel,  welche  die  Koordinatenachsen  zu  kon- 
jugierten Durchmessern  hat  und  von  der  j-Achse  das  Stück  a  abschneidet, 
während  der  zur  j-Achse  konjugierte  Halbmesser  die  Länge  b  hat. 

Der  Gleichung  (64)  kann  man  nun  aber  genügen,  wenn  man  setzt 

(  E  =  a  coshttJ 

(65)  wo 

lt)  =  b8inhtt), 

(66) 


coshtt)  =       ^ 


sinhtD 


2 


2 

ist;  denn  aus  den  Gleichungen  (65)  resultiert  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung 

(67)  cosh'lü  —  sinh^tt)  =  1 

bei  Elimination  von  tu  die  Gleichung  (64).  Dabei  stellen  allerdings  die 
Gleichungen  (65)  nur  denjenigen  Zweig  der  Hyperbel  (64)  dar,  für  welchen 
l  positiv  ist,  während  die  Gleichungen  des  anderen  Zweiges  lauten: 

j  =  —  0  coshtt) 


^  l^  — -bsinhtt). 

Sind  dann  femer  e^  und  Cf,  wieder  zwei  Strecken  von  der  Länge  1, 
die  nach  Richtung  und  Sinn  mit  den  Strecken  a  und  h  übereinstimmen, 
und  ist  X  wie  oben  der  Träger  des  Punktes  j,  Q,  so  wird  wieder 

(70)  \x'«ie,  +  t)e,. 

Multipliziert  man  daher  die  beiden  Gleichungen  (65)  beziehlich  mit 
e^  und  e^  und  addiert  und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (69)  und  (70), 
80  erhält  man  für  den  Hyperbelträger  x  die  Parameterdarstellung 

(71)  x^a  coshtt)  +  b  sinhtt) 

und  damit  eine  Streckengleichung  des  „positiven  Zweiges'^  der  Hyperbel 
(64),  nämlich  desjenigen  Zweiges,  welcher  den  Punkt  a;  =-  +  a  enthält; 
dieser  Punkt  entspricht  dem  Parameterwerte  tt)  —  0. 
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Andererseits  ist  die  Qleichung 
(72)  ö,  _ «  _  _  1        oder 

(7»)  p-?-l 

die  Gleicliang  der  sn  (64)  konjugierten  Hyperbel,  und  man  kann  dann 
wieder  dei^'enigen  Zweig  der  Hyperbel,  für  den  ^|  positiv  ist,  durch  die 
simultanen  Gleichungen  darstellen: 

I  9i  -  ^  coshw 
l  5i  —  a  sinhnj. 
Bezeichnet   man    daher   noch   den   Träger  des  Punktes  (j,^^    mit   y, 
setzt  also 

(75)  y-h^a  +  ^i^öy 

und  multipliziert  die  beiden  Gleichungen  (74)  beziehüch  mit  e^  und  e^  und 
addiert  unter  Berücksichtigung  von  (69)  und  (75),  so  erhält  man  för 
den  „positiven  Zweig*'  der  zu  (64)  konjugierten  Hyperbel  die  Strecken- 
gleichung 

(76)  y  =- 1  coshtt)  -f  a  sinhto, 

wobei  als  positiver  Zweig  derjenige  Zweig  der  Hyperbel  bezeichnet  ist, 
der  den  Punkt  y  =  +  6  enthält;  dieser  Punkt  entspricht  wieder  dem 
Parameterwerte  in  =>  0.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  122:    Sind   a    und    h    zwei    Strecken    von    verschiedener 
Richtung,  so  stellt  jede  von  den  beiden  Streckengleichungen 
(71)  X  —  a  coshtt)  +  b  s'mhxo     und 

(76)  y  =  ^  coshttJ  -f  a  sinhtt) 

einen  Zweig  einer  der  beiden  konjugierten  Hyperbeln  dar,  welche 
die  Strecken  a  und  h  zu  konjugierten  Halbmessern  haben,  und 
zwar  die  Streckengleichung  (71)  denjenigen  Zweig,  der  den 
Punkt  x  =»  a  enthält,  und  die  Streckengleichung  (76)  den  Zweig, 
dem  der  Punkt  y  =^h  angehört;  diese  beiden  Punkte  x  ^  a  und 
y  —  6  entsprechen  dem  Parameterwerte  tt)  »-  0. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Hyperbelzweige  (71)  und  (76) 
ergaben  sich,  wenn  man  tt)  —  ±  oo  setzt.  In  der  Tat  wird  wegen  (66) 
für  eine  sehr  große  positive  Zahl  Q  am  so  genauer 

C08h(±9)-+| 

8inh(±9)-±Y, 

je  größer  g  gewählt  wird.  Bezeichnet  man  daher  die  Werte,  denen  die 
Träger  x    und  y    der    beiden    Hyperbelzweige  (71)    und   (76)    für    die 
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Psrameterwerte  +  g  und  — 

g  bei  unendlich 

wachseadem  g  znstreben, 

ziehlich  mit  a:„  x,  und  yi,y„  so  wird 

(77) 

*.  - 1-  (« +  *) 

und 

(78) 

y.-T  («•  +  «) 

be- 


worin  g  «=-  -f-  oo  zu  setzen  ist.  Diese  Gleichungen  zeigen  (vgl.  Figur  84): 
Die  Punkte  x^  und  a;,,  die  bei  dem  Hyperbelzweige  (71)  den  Parameter- 
werten  tt)  —  +  oo 
und  n)=  — oo  ent- 
sprechen^ liegen 
auf  den  durch  die 
Strecken  a-\-b  und 
a  —  h  bestimmten 
von  0  ausgehen- 
den Strahlen  in  un- 
endlicher Entfer- 
nung, und  von  den 
entsprechenden 

Punkten  y^  und  y^  des  Hyperbelzweiges  (76)  fällt  y^  mit  x^  zusammen, 
während  y^  aus  x^  durch  Spiegelung  am  Anfangspunkt  o  entsteht.  Jene 
beiden  von  o  aus  gehenden  Strahlen  heißen  die  „Asymptoten"  der  beiden 
konjugierten  Hyperbeln. 

Einige  weitere  Folgerungen  lassen  sich  noch  an  die  Tatsache 
knüpfen,  daß  y  aus  x  und  ebenso  x  aus  y  durch  Differentiation  nach  dem 
Parameter  tt)  hervorgeht,  daß  also  die  Gleichungen  bestehen: 

(79)  '^.y      und       J^-.. 

Die     geometrische    Bedeutung     dieser    Gleichungen     ergibt    sich    leicht 

Da   nämlich  nach  Seite  172  f.  die  Differentialquotienten  ^   und     .^   die 

Tangentenstrecken  der  ^beiden  Hyperbelzweige  in  den  Punkten  x  and  y 
sind,  80  sagen  die  Gleichungen  (79)  aus,  daß  die  Tangentenstrecken  der 
Punkte  x  und  y  beziehlich  mit  den  Trägern  der  Punkte  y  und  x  über- 
einstimmen. Darin  liegt  zunächst:  Der  zum  Parameter  tu  gehörende 
Halbmesser  y  des  zweiten  Hyperbelzweiges  ist  parallel  mit  der  Tangenten- 

strecke     ..    des  zu  demselben  Parameterwerte  tp  gehörenden  Punktes  x  des 
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ersten  Hjperbelzweiges,  und  umgekehrt  ist  der  Halbmesser  x  parallel  mit 

der  entsprechenden   Tangentenstrecke  ^-     Und   da   man   bei   zwei  kon- 

jugierten  Hjperbelzweigen  zwei  Halbmesser,  yon  denen  der  eine  der  Tan- 
gente im  Endpunkt  des  anderen  parallel  ist,  einander  konjugiert  nennt, 
so  hat  man  den  Satz: 

SatS  123:  Bei  der  durch  die  Gleichungen  (71)  und  (76)  ge- 
gebenen Parameterdarstellung  zweier  konjugierten  Hjperbel- 
zweige  sind  je  zwei  Halbmesser  x  und  y,  welche  demselben 
Parameterwerte  ro  zugehören,  konjugierte  Halbmesser  der 
beiden  Hyperbelzweige. 

Da  insbesondere  nach  (77)  und  (78)  die  den  Parameterwerten  m  —  :i:  oo 
zugehörenden  Halbmesser  x^  und  y^y  x^  und  y,  in  je  eine  gerade  Linie, 
nämlich  in  eine  Asymptote  fallen,  so  folgt,  wenn  man  zugleich  abermals 
die  Gleichungen  (79)  berücksichtigt,  weiter  der  Satz: 

Satz  124:  Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  sind  „sich  selbst 
konjugierte  Durchmesser^  der  Kurve  und  können  überdies  als 
Tangenten  der  Hyperbel  in  ihren  unendlich  fernen  Punkten  auf- 
gefaßt werden. 

Stellt  man  ferner  aus  den  Gleichungen  (79),  (71)  und  (76)  das 
Gleichungssystem  zusammen 


(80) 


X  mm  -^  =.  acoshro  -f  b  sinhm 

atO 

j—  ^  y  '^b  coshtt)  -j-  a  sinha 


und    addiert   und   subtrahiert    diese    Gleichungen,    indem    man    beachtet, 
daß  wegen  (66)  |  coshro  -h  sinh»  -  c" 

(^^J  l coshtt)  —  sinhro  —  e-"  , 

so  erhält  man  die  neuen  Gleichungen 

(82)  ?.       .        ..  und 


(       ,    dx 

-(a  +  6)«» 

dx 
^-dro 

.(«- 

-6)«-- 

'^  dx» 

-(6  +  a)«- 

\^      dw 

-(6- 

-a)«--, 

(83) 

welche   zeigen:    Wenn    man   den   Träger   eines    der   beiden    konjugierten 
Hyperbelzweige  (71)  und  (76)    um    seine  Tangentenstrecke    vermehrt,   so 
erhält   man   einen  Punkt  derjenigen  Asymptote,  deren   Streckengleichung 
lautet : 
(84)  irj-m(a-|-6). 
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unter  m  eine  veränderliche  Zahlgröße  verstanden;  wenn  man  ihn  dagegen 
um  seine  Tangentenstrecke  vermindert,  so  gelangt  man  zu  einem  Punkt 
der  anderen  Asymptote,  Vielehe  die  Parameterdarstellung  gestattet: 

(85)  ir,-n(a-6). 
Darin  liegen  die  Sätze: 

Satz  125:  Man  kann  den  ^u  einem  Hyperbelhalbmesser  kon- 
jugierten Halbmesser  auch  dadurch  finden,  daß  man  in  dem 
Endpunkt  des  ersten  Halbmessers  an  die  Hyperbel  die  Tan- 
gente legt  und  diese  Tangente  mit  derjenigen  Asymptote  zum 
Schnitt  Tbringt,  deren  Richtung  durch  die  Strecke  a -f  6  an- 
gegeben wird;  dann  wird  der  gesuchte  konjugierte  Halbmesser 
nach  Länge,  Richtung  und  Sinn  durch  das  Stück  der  Tangente 
dargestellt  vom  Berührungspunkt  bis  zum  Schnitt  mit  jener 
Asymptote.     Und: 

Satz  126:  Der  Berührungspunkt  einer  Hyperbeltangente  hal- 
biert das  Stück  dieser  Tangente  zwischen  den  beiden  Asymptoten. 

Multipliziert  man  andererseits  die  beiden  Ausdrücke  (80)  äußerlich 
miteinander,  so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

[^^1  "  b^]  "  ~  [yii]  ""  t^^l  (co8h*tD  -  sinh'tt)) , 
das  heißt  wegen  (67) 

(86)  [xy]  -  [xg  =  -  [yg]  =  [aj>]  =  Const. 

Hier  ist  aber  die  Gh*öße  der  Felder  [^  j^  1    oder  —  \yj^\     der    Flächen- 
inhalt der  Dreiecke  (vgl.  Figur  85),  die  zwischen  der  Tangente  des  Punktes 

X    oder    y  und  den 

beiden    Asymptoten 

gelegen    sind.     Mau 

hat    also    den   Satz: 

Satz  127:    Der 

Flächeninhalt  der 

Dreiecke,  die  von 

einer  beweglichen 

Tangente  einer 

Fig.86.  Hyperbel    und 

ihren  beiden 
Asymptoten  gebildet  werden,  ist  konstant  und  besitzt  denselben 
Wert  für  die  konjugierte  Hyperbel. 
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Dieses  Ergebnis  drflckt  man  nur  etwas  anders  aus,  wenn  man  sagt: 
Sati  128:  Alle  Parallelogramme,  die  zwei  konjugierte  Durch- 
messer zweier  konjugierten  Hyperbeln  zu  Mittellinien  haben,  be- 
sitzen denselben 
Flachen  inhalt, 
und  ihre  Ecken 
liegen  aof  denbei- 
den  Asymptoten 
(TgL  Figur  86). 

MitHülfe  der  Glei- 
chung (86)  kann  man 
sich  nun  aber  auch 
Aber  die  geometri- 
sche Bedeutung  des 
Parameters  xo  Auf- 
schluß verschafifen.  Schreibt  man  nämlich  den  Ausdruck  für  das  als 
Strecke  aufgefaßte  Linienelement  dx  des  Hyperbelzweiges  (71)  in  der 
Form 

dx  =»  -j—dxo, 
ato 

so  wird  dasjenige  Flachenelement,  das  durch  den  Trager  x  dieses  Hyperbel- 
zweiges während  des  Anwachsens  seines  Parameters  vom  Werte  XD  auf 
den  Wert  to  -|-  rf»  überstrichen  wird: 

das  heißt  wegen  (86) 

^[xdx]''^[ab]dtO'^ 

und  integriert  man  über  diese  Gleichung  von  0  bis  )n,  so  erhält  man 


folglich  wird 


/ 


(87)  "'- -[^g-' 

s 

wo  der  Zähler  den  Hyperbelsektor  darstellt,  der  zwischen  den  Trägem 
X  — a  und  o;  —  acoshtD  +  6sinhn7  gelegen  ist  (vgl.  Figur  H7),  während 
der  Nenner  das  halbe  Asymptoten -Tangenten -Dreieck  der  Hyperbel  ist 
(vgl.  Satz  127).     Man  hat  also  den  Satz: 

%  12» 
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Pig.  87. 


Satz  129:  Der  Parameter  tr  der  Streckengleichung 

(71)  X  "  a  coehto -\- b  Binhro 

eines    Hyperbelzweiges    ist    das    Verhältnis    des    zwischen    den 

Tragern  a  und  x 
gelegenen  Hyper- 
belsektors zu  dem 
halben  Asympto- 
ten-Tangenten- 
Dreieck  '^^  -    der 

Hyperbel,  woraus 
noch  folgt,  daß 
der  Parameter  to 
positiv  oder  ne- 
gativ zu  nehmen  ist,  je  nachdem  der  Träger  x  von  dem  Träger 
a  nach  derselben  Seite  abweicht  wie  die  Strecke  b  von  der 
Strecke  a  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite. 

Eine    entsprechende   Bedeutung    kommt    dem    Parameter    XO    in    der 
Gleichung 
(76)  y  —  fccoshtü  H- asinhtt) 

zu.  Derselbe  ist  das  Verhältnis  des  zwischen  den  Trägem  b  und  y  ge- 
legenen  Hyperbelsektors    zu    dem   halben  Asymptoten -Tangenten -Dreieck 

~J-      Hier    besteht   also  nur    ein   gewisser  Unterschied  hinsichtlich    des 

Sinnes;  denn  jetzt  ist  der  Parameter  XO  positiv  zu  nehmen,  wenn  der 
Träger  y  von  dem  Träger  b  nach  derselben  Seite  hin  abweicht  wie  die 
Strecke  a  von  der  Strecke  6,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  negativ 
(vgl.  Figur  87,  in  welcher  die  Punkte  x  und  y  einem  und  demselben 
positiven  Parameter  tu  zu  gehören). 

Man  kann  nun  aber  auch  hier  wieder  den  Streckengleichungen  der 
beiden  konjugierten  Hyperbelzweige  noch  eine  zweite  Form  verleihen,  wenn 
man  die  „hyperbolische  Streckeninvolution'' 

6,  a 


(88) 


»- 


iVfr 


einführt,  welche  nach  dem  Begriff  des  extensiven  Bruches  den  Gleichungen 
genügt: 

(«^)  ill'l 

welche  also   den  Halbmesser  a  der  konjugierten   Hyperbelzweige   in   den 
konjugierten  Halbmesser  b  überführt  und   andererseits   den  Halbmesser  b 
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in  den  Halbmesser  a  znrüokrerwandelt.  Diese  Streckeninyolution  besitzt 
das  Folgequadrat 

(90)  |*-  +  1. 

Aber  man  kann  trotidem  mit  ihr  in  ganz  ähnlicher  Weise  rechnen  wie 
mit  der  elliptischen  Involution  r  oder  wie  mit  der  imaginären  Gröfie  i, 
nur  daß  an  die  Stelle  der  Kreisfunktionen  cosro  und  sinn)  hier  die  hyper- 
bolischen Funktionen  coshu)  und  sinhn?  treten.  In  der  Tat  folgen  ans 
(71)  und  (76)  wegen  (89)  die  Gleichungen 

(91)  z^acoBhxo  +  2)8inhlo  —  acoshm-f  a^8inhtt)^a(^co8htD4- Isinhtn) 

(92)  y^6coshtD  +  asinhtt)  — 6  coshlD  +  ü^f^sinhin  — 6(coshtD  + Isinhm). 
Nun  ist  aber  wegen  (90) 


(93) 


eosh„-l  +  |l  +  5l  +  ...      -l  +  »'f  +  »;f  + 


Setzt  man  daher  noch  die  Reihe 

(94)  i  +  i»  +  l;!l'  +  ii»-+..-«-, 

so  wird 

(95)  coshtt)  -f  I sinhto  —  c*», 

und  man  beweist  wieder  genau  so  wie  auf  Seite  171,  daß  die  Exponential- 
größe  c*"  der  Grundformel  der  Potenzierung 

(96)  e»»«  «•»«  —  «•("'»  +  «»») 
Genüge  leistet. 

Femer  erhalt  man,  wenn  man  den  Wert  (95)  in  die  Gleichungen  (91) 
und  (92)  substituiert,  für  die  Streckengleichungen  der  beiden  konjugierten 
Hyperbelzweige  die  neuen  Formen 

(97)  X  -  a^*    und  5^  a 

(98)  '    y-M»,  '"a/6' 

wobei  a  und  h  ebenso  wie  x  und  y  zwei  konjugierte  Halbmesser  der  beiden 
konjugierten  Hjperbelzweige  sind. 

Man  kann  noch  folgendes  hinzufügen:  Wie  die  Gleichungen  (71) 
und  (76)  zeigen,  gehen  die  beiden  einander  konjugierten  Halbmesser  x 
und  y  der  beiden  konjugierten  Hyperbelzweige  durch  Vertauschung  ron 
a  und  b  auseinander  hervor.  Und  da  die  Ausdrücke  (71)  und  (76)  über- 
dies in  a  und  b  linear  und  homogen  sind,  und  die  Multiplikation  mit  dem 
Bruche  |  bei  einer  in  bezug  auf  a  und  &  linearen  homogenen  Funktion 
diese  Vertauschung  bewirkt,  so  muß  sieh  jeder  von  den  beiden  Ausdrücken 
(71)  und  (76)  aus  dem  anderen  durch  Multiplikation  mit  dem  extensiven 
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Brache  f^  erzeugen  lassen,  das  beißt,  es  müssen  die  Formeln  bestehen: 

xf^  =«  y    und 


die   man   mit  den  Gleichungen  (79)  auch  zu  den  Doppelgleichungen   zu- 
sammenziehen kann: 

t  dx 


(100) 


Man  bat  also  den  Satz: 

Satz  130:  Bei  der  durch  die  Gleichungen 
raj  — a  coshlD  4- ^sinhtTJ     und 
^       "^  ly  =  6  coshtt) -h  asinhtt) 

oder  durch  die  gleichwertigen  Gleichungen 
.-^^K  {X'=-ae^^     und     .       h,  a 

(^^2)  Um»,     ''=^* 

gegebenen  Parameterdarstellung  zweier  konjugierten  Hyperbel- 
zweige führt  die  Multiplikation  der  laufenden  Träger  x  und  y 
mit  der  Streckeninvolution  |  die  Halbmesser  x  und  y  der  beiden 
Hyperbelzweige  beziehlich  in  die  ihnen  konjugierten  Halb- 
messer y  und  x  über.  Dieselben  sind  zugleich  die  Tangenten- 
strecken jener  Hyperbelzweige  für  die  Punkte  x  und  y. 

Die  in  diesem  Satze  ausgesprochene  Eigenschaft  der  Streckeninvo- 
lution I  bildet  den  Grund  dafür,  daß  man  diese  Involution  und  ebenso 
die  entsprechende  Punkt-  und  Strahlinvolution  (vgl.  Seite  165  f.)  als  hyper- 
holiscJte  Involution  bezeichnet. 

Schließlich  möge  noch  gezeigt  werden,  daß  die  hyperbolische  Invo- 
lution ^  mit  der  durch  die  Exponentialgröße  e^^  vermittelten  Abbildung 
„vertauBchbar"  ist.  Aus  den  Gleichungen  (99)  folgt,  wenn  man  für  x 
und  y  ihre  Werte  aus  (102)  substituiert  und  noch  die  Gleichungen  (89) 
berücksichtigt,  daß 

ist,  und  da  die  Abbildung 

gl»  .  coshtn  -f  t  sinhto 

als  Vielfachensumme  zweier  Projektivitaten  auf  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden (nämlich  der  Identität  1  und  der  Involution  |)  nach  Seite  122  selbst 
eine  Projektivität  dieser  Geraden  darstellt,  und  dann  dasselbe  auch  von 
den  beiden  Folgeprodukten  c*»4  und  le*"  gilt,  so  läßt  sich  wegen  (103) 
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auf  diese  beiden  Folgeprodukte  der  Satz  75  anwenden,  das  heißt,  man  darf 
diese  beiden  Folgeprodukte  selbst  einander  gleich  setaen.  Man  erhlüt  also 
die  Gleichung 

(104)  «•»!  -  !«•» 
und  damit  den  Satz: 

Satz  131:  Die  hyperbolische  Involution  |  ist  mit  der  Ab- 
bildungsfunktion e*"  Tertauschbar. 

Dieser  Satz  bildet  einen  Sonderfall  eines  weiter  unten  zu  entwickeln- 
den zweiten  Satzes  von  St^phanos  (vgl.  Satz  244). 

Neue  Form  des  Merkmals  einer  InvokUion.    Die  parabdisdte  InodmUmL 
Um    den  Übergang   zu   einer   dritten  Art   der  luTolution,  ,,der  parabo- 
lischen luToIution'^  zu  machen,  gehen  wir  auf  das  ursprüngliche  fijri- 
terium  der  Involution  zurück,  welches  in  der  Gleichung 
(3)  [e,a,]  -  [6.0,] 

enthalten  war,  und  geben  demselben  eine  neue  Form,  indem  wir  aus  dieser 
Gleichung  eine  Beziehung  zwischen  den  Ableitzahlen  der  Zähler  a^  und  a, 

des  Bruches  Ji  —  ^^  herleiten ,   welcher   die  Involution   darstellt.     Dazu 

setzen  wir  wie  gewöhnlich 

(105)  («i-a,,e,  +  a„«, 

la,-a,ic,-j-a„e,; 

dann  wird  r       i  r      t         j 

[e^a,] a,^[e^e^]    und 

Die  Gleichung  (3)  verwandelt  sich  also  in 

(106)  o„--öii, 
und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  132:  Damit  ein  Projektivitätsbruch 

(107)  $  mm  °ii^  -l-fltt^i  flfjgi  4-att<t 

*i»  ^t 

eine  Involution  darstelle,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
(106)  a„  -  -  0,, 

sei.     Oder  anders  ausgedrückt: 

Eine  jede  Punktinvolution  läßt  sich  durch  einen  Bruch  von 
der  Form 

(108)  I  —  *«t*»'^'^f^'*«>^""^«*» 

ausdrücken,  in  welchem  fj  und  e,  zwei  beliebige  nicht  zu- 
sammenfallende Punkte  ihres  Trägers  bedeuten;  and  umgekehrt 
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stellt  jeder  Bruch  von  der  Form  (108)  eine  Punktinyolution  dar, 

sobald    seine    Nenner   fj    und   e,   zwei    nicht   zusammenfallende 

Punkte  sind. 

Und  entsprechend  gilt  für  eine  Strahlinvolution  der  Satz: 

Satz  133:    Eine  jede  Strahlinvolution  läßt  sich   durch  einen 

Bruch  von  der  Form 

/i  {\Q\                             /»  _  °u-^i  +  «it -^t  •  öfi  -^1  —  "ll  ^t 
(lUy)  ^ ~j^  j^- 

ausdrücken,  in  welchem  E^  und  E^  zwei  beliebige  Stäbe  sind, 
die  durch  den  Scheitel  der  Strahlinvolution  hindurchgehen  und 
nicht  derselben  Geraden  angehören;  und  umgekehrt  stellt  jeder 
Bruch  von  der  Form  (109)  eine  Strahlinvolution  dar,  sobald 
seine  Nenner  E^  und  E^  zwei  nicht  derselben  Geraden  ange- 
hörende Stäbe  der  Ebene  sind. 

Für  die  späteren  Untersuchungen  sind  auch  Involutionen  von  ver- 
schwindendem Potenzwerte,  das  heißt  entartende  Involutionen,  von  Inter- 
esse. Schon  auf  Seite  163  wurde  gezeigt,  daß  die  zweifach  entartende 
oder  uneigentliche  Projektivität 

(110)  ,  =  ^ 

den  Charakter  einer  Involution  hat.  Wir  werden  sie  daher  besser  mit  dem 
Buchstaben  S  bezeichnen,  also  schreiben: 

<"»  '-hi^ 

Sehen  wir  von  dieser  „uneigentlichen  Involution"  ab,  so  bleiben 
nur  noch  die  einfach  entartenden  Involutionen  zu  betrachten.  Dieselben 
werden  als  „parabolische  Involutionen**  bezeichnet,  da  sie  den  Über- 
gang von  den  elliptischen  zu  den  hyperbolischen  Involutionen  vermitteln. 

Nach  der  Gleichung  (36)  des  13.  Abschnitts  besteht  zwischen  den  Zahlern 
Oj  und  o,  einer  jeden  entartenden  Projektivität  eine  Gleichung  von  der  Form 

(112)  a,  =  aai, 

unter  a  eine  Zahlgröße  verstanden,  und  diese  extensive  Gleichung  läßt 
sich,  wenn  man  die  Ableitzahlen  von  a^  und  o,  in  derselben  Weise  wie 
bisher  bezeichnet,  auch  durch  die  beiden  Zahlgleichungen  ersetzen 

(113)  P^"''^^ 

Für  den  besonderen  Fall  einer  Involution  besteht  nun  aber  überdies 
zwischen  den  Ableitzahlen  von  a^  und  a,  die  Gleichung  (106).  Infolge- 
dessen läßt  sich  die  zweite  Gleichung  (113)  auch   in  der  Form   schreiben 
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Ist  daher 
(»)  «it  +  0, 

das  heißt,  ist  a^  Yon  ^  räumlich  verschieden,  der  erste  Nenner  e^  des 
InTolationsbmohes  I  abo  nicht  gerade  ein  Doppelpunkt  der  InTolntion, 
80  ergibt  sich  för  a  der  Wert 

und  die  Formel  (112)  geht  über  in 

(114)  «.--r"'- 

Fflr  den  extensiven  Bruch  einer  parabolischen  (das  heißt  einer  einfach 
entartenden)  Involution  f  erhält  man  daher  die  Darstellung 

oder  wenn  man  die  Bezeichnung  etwas  vereinfacht,  indem  man  anstatt 

«1,  Oll,  Ol]     schreibt: 

^)    ^u    ^y     ^^  ^^  ^^^ 
(115)  a-a^ej -f-Ojß, 

wird,  80  erhält  man  för  I  den  Wert 

(116)  ,_!ill! 

und  damit  den  Satz: 

Satz  134:  Jede  parabolische  Involution  läßt  sich  in  der  Form 
darstellen 

(11«)  .^'.Llll,      wo 

«1»    «1 

(115)  a '^  a^e^ -^  a^e^ 

ist,  und  wo  a  den  Hauptpunkt  der  parabolischen  Involution 
bildet  (vgl.  Seite  147). 

Die  besondere  Form  des  Bruches  (116)  liefert  nun  aber  noch  eine 
wichtige  Eigenschaft  der  parabolischen  Involution.  Bildet  man  nämlich 
den  Ausdruck  f&r  den  zu  dem  Hauptpunkt  a  der  parabolischen  Involution 
I  zugeordneten  Punkt  al,  so  erhält  man 

(117)  al  -  (QjCj  -I-  o,e,)l  -  c^a  -  a,%  -  (Oi  -  oja  -  0, 

das  heißt,  man  findet,  daß  bei  einer  parabolischen  Involution  der  Haupt- 
punkt zugleich  der  Nullpunkt  der  Abbildung  ist  (vgl.  Seite  148).  Man 
hat  also  den  Satz: 
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Satz  135:  Bei  einer  parabolischen  Involation  fallen  die  beiden 
Doppelpunkte,  der  Hauptpunkt  und  der  Nullpunkt,  in  einen  Punkt 
zusammen. 

Führt  man  schließlich  in  den  extensiven  Bruch  (116)  neben  e^  den 
Nullpunkt  o  als  Nenner  ein,  was  wegen  (*)  zulassig  ist,  und  schreibt  zu- 
gleich anstatt  e^  einfach  6,  so  bekommt  man  für  die  parabolische  Involution 
f  die  Darstellung 
(118)  1  =  -^». 

In  ihr  ist  der  erste  Nenner  e  ein  von  dem  Doppelpunkt  a  räumlich  ver- 
schiedener Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe. 

Von  dem  Satze  135  gilt  übrigens  auch  die  Umkehrung: 
Satz  136:    Fällt   bei   einer  einfach  entartenden  Projektivität 
der  Nullpunkt  mit  dem  Hauptpunkt  zusammen,  so  ist  sie  eine 
parabolische  Involution. 

Zunächst  nämlich  läßt  sich  eine  jede  einfach  entartende  Projektivität 
f ,  deren  Nullpunkt  mit  dem  Hauptpunkt  zusammenfällt,  durch  einen  Bruch 
von  der  Form  (118)  darstellen.  Man  braucht  daher  nur  noch  zu  zeigen, 
daß  eine  Projektivität  der  Form  (118)  der  Bedingungsgleichung  der  In- 
volution 

[e  .  ai]  =  [a  •  ei] 

Genüge  leistet.  Dies  leuchtet  sofort  ein;  denn  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  verschwindet,  weil  nach  (118) 

al  =  0 

ist,  und  die  rechte  Seite  verschwindet,  weil  nach  derselben  Gleichung 

e%  =  a 

ist,  also  die  beiden  Faktoren  des  Produktes  der  rechten  Seite  einander 
gleich  sind. 

Die  Sätze  135  und  136  rechtfertigen  eugleich  den  von  uns  für  eine 
einfach  entartende  Involution  eingeführten  Namen  ,,parahdische  Involution**, 
insofern  nach  diesen  Sätzen  eine  parabolische  Involution  dadurch  charak- 
terisiert ist,  daß  bei  ihr  die  beiden  Doppelpunkte  in  einen  Punkt  zusammen- 
fallen, so  daß  die  Abbildung  in  der  Tat  eine  Mittelstellung  zwischen  der 
hyperbolischen  und  elliptischen  Involution  einnimmt. 

Schließlich  möge  noch  die  Beziehung  zwischen  zwei  parabolischen 
Involutionen  untersucht  werden,  die  ihren  Doppelpunkt  miteinander  gemein 
haben.     Sind 


(119) 


a,  0  , 

e,  a 


.'       o,  0 


Abschnitt  15,  Gleichung  (118)  bis  (122).    Sstz  136  bis  187.  187 

die  Abbildongsbrüche  zweier  parabolischen  InyolutioDen  mit  dem  gemein- 
samen Doppelpunkt  a^  so  müssen  nach  dem  obigen  die  beiden  Punkte 
e  und  e'  von  dem  Punkt  a  räumlich  verschieden  sein.  Man  kann  daher 
den  Punkt  e  als  Vielfachensumme  von  e'  und  a  darstellen.  Es  möge  sein 
(120)  _.  -^  6  -  Ö«'  +  ^«. 

Ferner  kann  man  dann  nach  Satz  76  in  den  Bruch  I'  anstatt  e'  den  Punkt 
e  als  Nenner  einfilhren  und  erhält  so 

,=_^«.      o_9£^    oder 
g«  +f)a,  a        e,   a 

Die  beiden  Bräche  6  und  i '  sind  also  nur  um  einen  ZahKaktor  voneinander 
verschieden,  und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  137:  Zwei  parabolische  Involutionen,  die  ihren  Doppel- 
punkt miteinander  gemein  haben,  können  sich  nur  um  einen 
Zahlfaktor  voneinander  unterscheiden. 

Bestimmung  einer  Involution  durch  zwei  Paare  entsprecJiender  Elemente. 
Es  möge  schließlich  noch  der  Nachweis  erbracht  werden,  daß  zur  Be- 
stimmung einer  Involution  die  Angabe  der  Lage  zweier  Paare  entsprechender 
Elemente  ausreichend  und  erforderlich  ist,  daß  aber  diese  beiden  Paare 
auch  ganz  beliebig  gewählt  werden  dürfen.  Wir  beschränken  uns  dabei 
zunächst  auf  eine  Punktinvolution  und  können  überdies  noch  von  dem 
Falle  absehen,  wo  die  Punkte  eines  jeden  der  beiden  gegebenen  Punkt- 
paare in  einen  und  denselben  Punkt,  nämlich  in  einen  Doppelpunkt  der 
Involution,  zusammenfallen,  da  dieser  Fall  weiter  unten  ohnehin  seine 
Erledigung  finden  wird  (vgl.  Satz  143).  Ebenso  kann  der  Fall  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen  bleiben,  wo  in  jedem  von  den  beiden  Punkt- 
paaren ein  Punkt  mit  der  Masse  0  enthalten  ist;  denn  dieser  Fall  liefert 
die  uneigentliche  Involution  (vgl.  Seite  146,  163  und  184). 

Bei  Ausschließung  dieser  beiden  Fälle  sind  sicher  die  Punkte  eines 
der  beiden  gegebenen  Paare  getrennte  und  von  Null  verschiedene  Punkte. 
Diese  seien  bezeichnet  mit  a  und  &|,  die  Punkte  des  anderen  Paares  mit 
c  und  dy  wo  wiederum  einer  von  den  beiden  Punkten  c  und  d  von  jedem 
der  beiden  Punkte  a  und  h  räumlich  verschieden  sein  wird,  weil  sonst 
das  Paar  c,  d  mit  dem  Paare  o,  h  überhaupt  identisch  wäre.  Dieser  von 
a  und  h  räumlich  verschiedene  Punkt  sei  c.  Dann  bestimme  man  zwei 
Zahlgrößen  a  und  h,  die  der  Gleichung  genügen: 
(122)  aa  -h  66  -  c; 

dieselben  werden  mit  Rücksicht  auf  die  soeben  für  die  Lage  des  Punktes  e 


188  I^e  Involotion  und  die  Deckang. 

gemachte  Voraussetzung  von  Null  verschieden  sein.    Setzt  man  daher  noch 

so  daß  die  Gleichung  (122)  die  Form  annimmt: 

(124)  a'  -f  6'  -  c, 

so  sind  die  Punkte  a'  und  h'  zwei  mit  a  und  b  zusammenfallende,  also 
ebenfalls  getrennt  liegende,  und  außerdem  von  Null  verschiedene  Punkte. 
Sie  sind  also  ebenso  wie  die  Punkte  a  und  h  selbst  als  Grundpunkte  der 
Geraden  ab  verwendbar,  und  man  kann  zwei  Zahlgrößen  f  und  g  finden, 
für  welche  die  Gleichung  besteht: 

(125)  fa'  +  96'  »  d. 
Der  Bruch 

(126)  *-?f^ 

wird  alsdann  der  Ausdruck  für  die  gesuchte  Involution.  In  der  Tat  hat 
die  Involution  8  nicht  nur,  wie  aus  der  Form  des  Bruches  8  hervorgeht, 
die  Punkte  a'  und  b'  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Punkte  a  und  b  zu 
Punkten  eines  Paares,  sondern  auch  die  Punkte  c  und  d.  Denn  wegen 
(126),  (124)  und  (125)  wird 

,     ..  (cl-(a'  +  6')»  =  9&'  +  t«'-rf    und 

^       ^  id«  =  (fa'  +  9fe')8  -  m'  +  aO  =  fgc; 

es  bilden  also  auch  die  Punkte  c  und  d  ein  Paar  der  Involution  *. 

Nun  mögen  die  Pimkte  c  und  d^  ebenso  wie  die  Punkte  a  und  b, 
nur  ihrer  Lage,  nicht  auch  ihrer  Masse  nach,  gegeben  sein.  Alsdann 
bestimmt  die  Gleichung  (122)  die  Zahlgrößen  0  und  b  und  ebenso  die 
Gleichung  (125)  die  Zahlgrößen  f  und  g  bis  auf  einen  Proportionalitäts- 
faktor eindeutig;  und  es  wird  daher  auch  durch  die  beiden  ihrer  Lage 
nach  gegebenen  Punktpaare  a,  b  und  c,  d  der  Involutionsbruch  (126)  bis 
auf  einen  Zahlfaktor  eindeutig  festgelegt. 

Genau  so  beweist  man,  daß  eine  Strahlinvolution  durch  zwei  ihrer 
Lage,  nicht  auch  ihrer  Länge  nach,  gegebene  Strahlpaare  Äy  B  und  6\  D 
bis  auf  einen  Zahlfaktor  bestimmt  ist,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  138:  Durch  zwei  Paare  ihrer  Lage,  nicht  auch  ihrem 
Maßwert^)  nach,  gegebene  entsprechende  Elemente  ist  eine  In- 
volution, abgesehen  von  einem  geometrisch  bedeutungslosen 
Zahlfaktor,  eindeutig  bestimmt. 

Die  Deckung.  In  einer  nahen  Beziehung  zur  Involution  steht  diejenige 
besondere  Art  der  Projektivität,  bei  welcher  die  Punkte  der  abzubildenden 

1)  Haue  der  Punkt«,  L&nge  der  St&be. 
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Punktreihe,  abgesehen  von  ihren  Massen,  sich  selbst  zugewiesen  werden, 
das  heißt,  die  Abbildung,  die  wir  schon  oben  auf  Seite  122  als  „Deckung** 
bezeichnet  haben  (vgl.  auch  die  Fußnote  auf  Seite  151).  Dort  ergab  sich 
uns  bereits,  daß  eine  jede  Zahlgröße  !,  als  Projektivitatsbruch 


(128)  '-'^-rj 


aufgefaßt,  die  Abbildung  zweier  punktweise  sich  deckenden  Punktreihen 
vermittelt 

Es  bleibt  aber  noch  der  Nachweis  zu  erbringen,  daß  auch  umgekehrt 
jeder  Projektivitatsbruch,  der  die  Deckung  zweier  Punktreihen  darstellt, 
die  Form  (128)  haben  muß.  Um  dies  zu  zeigen,  bezeichnen  wir  zwei 
beliebige  räumlich  getrennte  Punkte  der  abzubildenden  Punktreihe  mit  r/, 
und  d^;  dann  muß  der  Deckungsbruch  (  die  Form  haben: 

(129)  f„!iA±J^. 

Nun  darf  aber  der  Deckungsbruch  f  auch  den  Einheitspunkt  d^  -f-  d^  der 
abzubildenden  Punktreihe  höchstens  um  einen  Zahlenfaktor  ändern.  Und 
da  wegen  (129) 

{d,  +  d,)t^x,d,  +  x,d, 

ist,  und  dieser  Ausdruck  von  dem  Einheitspunkt  «^  -f  rf,  der  eraten  Punkt- 
reihe nur  um  einen  Zahlfaktor  !  verschieden  sein  soll,  so  muß 

ti  =  Tjj  =  f 
sein,  das  heißt,  der  durch  die  Gleichung  (129)  dargestellte  Deckungsbruch  f 
nimmt  die  Form  an: 

(130)  t-'itri-i- 

Damit  haben  wir  den  Satz  bewiesen: 

Satz  139:  Der  Abbildungsfaktor  derDeckung  ist  einebloßeZahl. 

Aus  diesem  Satze  folgt  insbesondere:  Ein  Projektivitatsbruch,  der  eine 
Punktreihe  punktweise  in  sich  überfahrt,  ändert  sämtliche  Punkte  der 
Punktreihe  um  denselben  Zahlfaktor. 


Abschnitt  16. 
Die  Projektiyitäten  mit  reellen  Hauptzalileii. 

Die  beiden  Hauptzahlen  sind  reell  and  voneinander  verschieden. 

Konstruktion  einer  ProjektivUüi  in  der  Geraden  aus  den  beiden  Doppd- 
punkten  und  einem  Paare  zugeordnäer  Punkte,  Nach  Satz  100  besitzt  eine 
Projektivität  mit  zwei  ungleichen  reellen  Hauptzahlen  x^  und  r,  auch  zwei 
getrennt  liegende  reelle  Doppelpunkte  d^  und  (^,  und  man  kann  sich  mit 
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Die  Projektivitäten  mit  reellen  Hauptzahlen. 


Hülfe  der  Normalform 

einer  solchen  Projektivität  (vgl.  Seite  152)  leicht  einen  Überblick  über  die 
^  verschiedenen  Charaktere  ver- 


^ 

schafifen,  die  eine  Projektivität 

•'ä 

1 

mit    zwei    ungleichen    reellen 

Hauptzahlen  annehmen    kann. 

Ist  X  ein  beliebiger  reeller 

\      1f                            >v 

Punkt  der  ersten  Punktreihe, 

V         ^i' 

und  ist 

7? 

P^          "^2^ 

^^^^^^^^.^-^ 

(2)       x  =  i,d^^i^d^, 

^^^-^^""^ 

wo   dann    die  Ableitzahlen  fj 

^^     ^     /f 

und  jg  reell  sind,  so  wird  der 
zugeordnete  Punkt  x^  der  zwei- 
ten Punktreihe 

(3)     ^l>  =  ririrfi4-J,r,(/„ 

^P 

wo     wieder    die    Ableitzahlen 

Fig.  88. 

Jiti  und  jjtg  reell  sind. 

Haben   nun  die  beiden   Hauptzahlen 
ßo   entspricht  einem  jeden  Punkte  x 


tj   und  Tg   dasselbe   Vorzeichen, 


der  innerhalb  oder  außerhalb  des 
Linienstäcks  dy^d^  liegt,  ein 
ebensolcher  Punkt  x)^  (vgl. 
Figur  88).  Haben  dagegen 
die  beiden  Hauptzahlen  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen, 
so  wird  einem  jeden  Punkte 
x  innerhalb  des  Linienstücks 
dyd^  ein  Punkt  x|i  außerhalb 
desselben  zugeordnet  und 
umgekehrt  (vgl.  Figur  89). 
In  beiden  f^Uen  findet 
man  aus  den  beiden  Doppel- 
punkten d^  und  r/g  und  einem 
Paare  zugeordneter  Punkte 
y  und  y^  zu  einem  be> 
liebigen  weiteren  Punkt  x 
der  ersten  Punktreihe  den 
zugeordneten  Punkt  a;^  der  zweiten,  indem  man  die  allgemeine  Konstruk- 
tion von  Seite  66  anwendet  mit  geringen  Änderungen,  die  dadurch  bedingt 
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werden,  daß  im  Torliegenden  Falle  erstens  die  beiden  projektiyen  Punktreihen 
auf  dem  nämlichen  Träger  liegen,  und  daß  zweitens  die  Punkte  (/j  und  d^ 
mit  ihren  zugeordneten  Punkten  d^p  und  d^p  zusammenfallen.  Unter  Be- 
rücksichtigung dieser  Besonderheiten  erhält  man  die  folgende  Konstruktion 
(vgl.  die  Figuren  88  und  89): 

Man  lege  durch  einen  von  den  beiden  Doppelpunkten,  etwa  durch 
den  Punkt  d^,  eine  hdübige,  nur  von  d^d^  verschiedene  Gerade  A  und 
nehme  auf  ihr  zwei  beliebige  Punkte  s  und  t  an.  Diese  Punkte  verbinde 
man  beziehlich  mit  y  und  yp\  die  Verbindungslinien  sy  und  typ  mögen 
sich  in  y'  schneiden.  Sodann  verbinde  man  y'  mit  dem  ärgeren  Doppel- 
punkt </j  durch  die  Gerade  H,  ziehe  ferner  die  Gerade  sx  und  bringe  sie 
zum  Schnitt  mit  der  Geraden  H  in  x\  Endlich  verbinde  man  x'  mit  t, 
so  schneidet  die  Verbindungslinie  den  Träger  d^d^  der  beiden  Punktreihen 
in  dem  gesuchten  Punkt  xp. 

Läßt  man  die  Punkte  x  die  Gerade  d^  d^  durchwandern,  so  durchläuft 
der  zugeordnete  Punkt  xp  bei  gleichem  Vorzeichen  der  beiden  Haupt- 
zahlen r^,  tj,  das  heißt  in  dem  Falle  eines  positiven  Wertes  des  Pro- 
duktes tiT,,  der  durch  die  Figur  88  dargestellt  wird,  die  Gerade  in  dem- 
selben Sinne;  bei  ungleichem  Vorzeichen  der  beiden  Hauptzahlen  dagegen, 
das  heißt  in  dem  Falle  eines  negativen  Wertes  des  Produktes  tiTj,  dem 
die  Figur  89  entspricht,  beschreibt  er  die  Gerade  in  entgegengesetztem  Sinne. 

Das  Produkt  der  Haupteahlen:  Der  Potenziert  der  Projektivität  Dieses 
Ergebnis  steht  in  Einklang  mit  dem  in  Satz  96  för  den  Durchlaufungs- 
sinn  zweier  projektiven  Punktreihen  derselben  Geraden  angegebenen  Kri- 
terium, nach  dem  über  diesen  das  Vorzeichen  des  Potenzwertes  [|i*]  der 
Projektivität  entscheidet.  Aus  der  in  Nr.  (28)  des  14.  Abschnitts  an- 
gegebenen Form  der  Hauptgleichung  eines  Projektivitätsbruches  p  folgert 
man  nämlich  ohne  weiteres,  daß  zwischen  seinem  Potenzwerte  [^i*]  und 
seinen  Hauptzahlen  r^  und  r,  die  Beziehung  herrscht: 

(4)  m  =■  t.r., 

daß  also  der  Satz  besteht: 

Satz  140:  Der  Potenzwert  einer  Projektivität  auf  einer  Ge- 
raden ist  gleich  dem  Produkte  ihrer  beiden  Hauptzahlen, 

der  sich  fQr  den  Fall  getrennter  reeller  Doppelpunkte  auch  sofort 
aus  der  Normalform  (1)  des  Projektivitätsbruches  herleiten  läßt. 

Durch  unsere  obige  Entwickelung  wird  also  in  der  Tat  der  Satz  96 
für  den  Fall  reeller  Doppelpunkte  bestätigt. 

Bei  einer  Punkünvolution  9,  für  die  nach  Satz  105  die  Hauptzahlen 
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einander  entgegengesetzt  gleich  sind^  für  welche  also 

(5)  r,  -  -  r, 
ist,  wird  der  Potenzwert 

(6)  OT__r;--r«. 

Sind  also  die  Hauptzahlen  des  Involntionsbruches  i  reell  und  von  Null 
verschieden,  so  wird  sein  Potenzwert  notwendig  negativ,  nnd  die  beiden 
aufeinander  bezogenen  Punktreihen  werden  also  in  entgegengesetztem 
Sinne  durchlaufen.  Da  aber  nach  Satz  100  in  dem  Falle  zweier  reellen 
voneinander  verschiedenen  Hauptzahlen  auch  die  Doppelpunkte  einer  Pro- 
jektivität,  also  insbesondere  auch  die  einer  Involution,  reell  und  räumlich 
verschieden  sind,  so  ist  eine  Involution  mit  reellen  Hauptzahlen  stets 
hyperbolisch,  und  man  hat  somit  eine  Bestätigung  der  zweiten  Hälfte  des 
oben  bewiesenen  Satzes  110  gewonnen,  nach  welcher  eine  jede  hyper- 
bolische Involution  gegenläufig  ist. 

Das  Verhältnis  der  beiden  HaupUahlen:  Die  Charakteristik  der  Pro- 
jektivität.     Neben   dem  Potenzwerte   der  projektiven  Beziehung  ist  für  die 

Charakterisierung   einer  Projektivität   auch    das   Verhältnis    *  der   beiden 

Hauptzahlen  von  Wichtigkeit  und  wird  geradezu  die  „Charakteristik  der 
Projektivität"  genannt.  So  wird  zum  Beispiel  eine  involutorische  Pro- 
jektivität dadurch  gekennzeichnet,  daß  ihre  Charakteristik  den  besonderen 
Wert  —  1  hat,  das  heißt,  man  hat  den  Satz: 

Satz  141:  Zwei  projektive  Punktreihen  auf  demselben  Träger 
sind  dann  und  nur  dann  involutorisch,  wenn  die  Charakteristik 
ihrer  projektiven  Beziehung  den  Wert  —  1  hat. 

Auf  eine  weitere  Eigenschaft  der  Charakteristik  wird  man  geführt, 
wenn  man  nach  dem  Doppel  Verhältnis  fragt,  das  in  einer  Projektivität 
mit  zwei  reellen  Doppelpunkten  d^  und  d^  zwei  entsprechende  Punkte  x 
und  xp  mit  diesen  Doppelpunkten  d^  und  d^  bilden.  Zunächst  liefert  die 
Normalform  (1)  des  Projektivitätsbruches  p  für  je  zwei  entsprechende 
Punkte  X  und  xp  die  Darstellung 

(7)  X  -  i,d,  4-  lA       und 

(8)  xp  =  i^,x,d,  -f  j,r,<7,. 

Jenes  Doppelverhältnis  besitzt  also  den  Wert  (vgl.  Seite  49): 

^y;  [a,a,x  xp)  -  ^^^^ .  ^^^  -  ^^ ^^ ^^ .  ^^ ^^ ^^ ^j  -  ^ , 

worin  der  Satz  liegt: 

Satz  142:  Haben  zwei  projektive  Punktreihen  auf  dem  näm- 
lichen Träger  zwei  getrennt  liegende  reelle  Doppelpunkte,  so 
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ist  das  Doppelverhältnis  aller  Pnnktwfirfe,  die  durch  die  Doppel- 
puukte  dl  und  d^  und  irgendein  Paar  zugeordneter  Punkte  x 
and  xtß  der  beiden  Punktreihen  gebildet  werden,  konstant,  näm- 
lich gleich  der  Charakteristik  der  projektiven  Beziehung,  das 
heißt  gleich  dem  Verhältnis  der  beiden  Hauptzahlen. 

Insbesondere  besitzt  also  nach  Satz  141  jenes  Doppelverhältnis  für 
zwei  involutorische  Punktreihen  mit  reellen  Doppelpunkten  den  Wert  —  1, 
jene  Punktwürfe  werden  somit  harmonisch;  und  eine  entsprechende  Be- 
ziehung gilt  offenbar  für  eine  Strahlinvolution  mit  reellen  Doppelstrahlen. 
Man  hat  daher  eine  Bestätigung  des  obigen  Satzes  117:  Ein  jedes  Paar 
einer  hyperbolischen  Involution  wird  durch  deren  Doppelelemente  har- 
monisch getrennt. 

Aus  dem  allgemeinen  Satze  142  von  der  Konstanz  des  Doppelver- 
hältuisses  der  in  diesem  Satze  beschriebenen  Punktwürfe  läßt  sich  ferner 
für  den  Fall  reeller  voneinander  verschiedener  Hauptzahlen  tj  und  r, ,  denen, 
wie  wir  wissen,  stets  zwei  reelle  getrennt  liegende  Doppelpunkte  d^  und  rf, 
entsprechen,  ein  neuer  Beweis  des  bereits  oben  bewiesenen  Satzes  her- 
leiten, daß  zwei  projektive  Punktreihen  auf  dem  nämlichen  Träger  not- 
wendig zusammen  eine  Involution  bilden,  sobald  auch  nur  zwei  zugeordnete 
Punkte  der  beiden  Punktreihen  sich  wechselseitig  entsprechen. 

Sind  nämlich  x  und  xp  die  beiden  Punkte,  die  sich  wechselseitig  zu- 
geordnet sind,  so  ist  sowohl  das  Doppelverhältnis 

(10)  (d,d,xxp)  =  '; 

wie  auch  das  Doppelverhältnis 

(11)  i(^idiXpx)  =  l\ 

Da  sich  aber  die  beiden  Punktwürfe,  um  deren  Doppel  Verhältnis  es  sich 
handelt,  nur  durch  die  Stellung  zweier  zugeordneten  Elemente  unter- 
scheiden, so  sind  nach  dem  Satze  28  ihre  Doppel  Verhältnisse  zueinander 
reziprok,  das  heißt,  es  ist 

oder  wegen  (10)  und  (11)  j       r 

-  —  —      oder  endlich 

Aus  dieser  Gleichung  aber  folgt,  da 

Vi  ^  r,     vorausgesetzt  war, 

(14)  J  -  -  1. 

Und  das  war  die  Bedingung  für  zwei  involutorische  Punktreihen. 

GraSmann,  ProjektlT«  0«ometrie  der  Ebene.    L  IS 
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Die  Normalform  einer  hyperbolischen  Involution.    Übrigens  ergibt  sich 
ans  der  Normalform  einer  Projektivität  p  mit  getrennt  liegenden  reeUen 
Doppelpunkten  di  und  d^,  nämlich  aus  der  Gleichung 
(1)  ^_r»^,t.d. 


für  den  besonderen  Fall  einer  Involution  mit  getrennten  reellen  Doppel- 
punkten ^1  und  d^,  das  heißt  für  eine  hyperbolische  Punktinvolution  |', 
ein  besonders  einfacher  Ausdruck.  Da  nämlich  bei  einer  Punktinvolution 
nach  Satz  105 

(15)  r,  =  -ri(--r) 

ist,  so  erhält  man  für  die  hyperbolische  Punktinvolution  ^'  die  Dar- 
stellung 

(16)  9         d,,       d, 
oder  nach  Formel  (30)  des  11.  Abschnitts 

Da  aber  die  Involution  an  geometrischer  Allgemeinheit  nichts  einbüßt, 
wenn  man  den  Zahlfaktor  r  wegläßt,  so  erhält  man  für  sie  den  ein- 
facheren Ausdruck 

der  die  „Normalform  einer  hyperbolischen  Punktinvolution"  ge- 
nannt werden  kann,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  143:  Eine  hyperbolische  Punktinvolution  ist  durch  ihre 
Doppelpunkte,  abgesehen  von  einem  geometrisch  bedeutungs- 
losen Zahlfaktor,  eindeutig  bestimmt. 

Zugleich  ergibt  der  Ausdruck  (17),  das  heißt  die  Normalform  der 
hyperbolischen  Punktinvolution  mit  den  Doppelpunkten  d^  und  d^,  eine 
weitere  Bestätigung  des  Satzes  117.     Denn  ein  jeder  Punkt 

(18)  x^i,d,^i^d^ 

der  ersten  Punktreihe  wird  durch  den  Involutionsbruch  |  in  den  Punkt 

(19)  x\  -  E,<i,  -  E.rf, 

übergeführt,  welcher  in  der  Tat  vom  Punkte  x  durch  die  Doppelpunkte 
d^  und  df  harmonisch  getrennt  ist. 

Man  kann  natürlich  die  Normalform  (17)  eines  hyperbolischen  In- 
volutionsbruches auch  leicht  aus  der  oben  auf  Seite  165  für  eine  hyper- 
bolische Punktinvolution  |  gegebenen  Darstellung 

(20)  ^-iTi 
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herleiten,  in  welcher  als  Nenner  die  Pankte  eines  Paares  der  Involution 
benutzt  wurden.  Wie  dort  bereits  gezeigt  ist,  sind  die  Punkte  a  -\-  b  und 
a  —  6  die  Doppelpunkte  der  Involution  f^.  In  der  Tat  kann  man  ja  dem 
Bruche  (20)  auch  die  Form  verleihen: 

^^^^  •  '       a  +  6,  a~6- 

Setzt  man  daher  noch 

(22)  a-l-6-rfi     und     a  ~  6  -  rf„ 

so  wird  wirklich 

(23)  ^-är^- 

Ebenso  erhält  man  für  eine  hyperbolische  Strahlinvolution  ^  mit 
den  Doppelstrahlen  D^  und  7)^  die  Darstellung 

(24)  ^-|r^' 

welche  als  ,,Normalform  dieser  hyperbolischen  Strahlinvolution^ 
bezeichnet  werden  kann. 

Die  Gruppe  aller  Prcjeltivitäten  einer  Geraden y  welche  dieselben  ge- 
trennten redien  Doppelpunkte  hohen.  In  ihrer  Normalform  (1)  erscheint 
die  BruchdarstelluDg  einer  Projektivität  ^  mit  ungleichen  reeUen  Haupt- 
zahlen als  eine  Funktion  der  Doppelpunkte  d^y  d^  und  der  zugehörigen 
Hauptzahlen  rj,  r,.  Dies  kann  man  symbolisch  dadurch  andeuten^  daß 
man  setzt: 

(25)  II  -  |i(rfi,  d,,  r„  r,), 

indem  man  den  Buchstaben  ^  zugleich  als  Funktionszeichen  verwendet,  so 
daß  also 

(26)  >(*.,  d,,  r.,  r.)  -  5A.i.| 

wird.  Betrachtet  man  dann  in  der  Funktion  <i(rf,,  d,,  tj,  r,)  die  Doppel- 
punkte d^  und  d^  als  konstant,  läßt  aber  die  Hauptzahlen  r^  und  r,  vari- 
ieren, so  erhält  man  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Abbildungen 
|l(e/i,<?„ri,r,)  in  der  Geraden  Jjrf,,  die  alle  dieselben  Doppelpunkte  besitzen. 
Diese  Abbildungen  bilden  zusammen  eine  Gruppe.  Denn  die  charakteristische 
Eigenschaft  einer  Gruppe  von  Abbildungen  (vgl.  Seite  126),  nach  welcher 
die  „Folge^  je  zweier  Abbildungen  der  betrachteten  Mannigfaltigkeit  eine 
Abbildung  darstellen  muß,  welche  ebenfalls  der  Maimigfaltigkeit  angehört, 
ist  fQr  die  projektiven  Abbildungen  tß{d^,  d^,  t^,  t,)  bei  festgehaltenen 
Doppelpunkten  d^  und  d^  erfüllt. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Hauptzahlen  der  ersten  von  zwei  solchen 
Abbildungen   mit  r,  und  r,,  die  der  zweiten  mit  r,'  und  r,',  ist  also  die 

18' 
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erste  Abbildung  wie  oben 

(26)  HK,  (i„r„r,)-^^J|-^ 
und  entsprechend  die  zweite  Abbildung 

(27)  P(d„d„t:,x',}-'-^^-^, 
SO  wird  nach  Satz  80 

oder  nach  (27)  ^^'^    ^  ^'a 

^     ^  ttt|di,  t,r,d, 

Man  erhält  also  die  Gleichung:        ~  ^^^i'  ^«'  ^i'^i'  ^«^«')- 

(28)  |i(rfi,  rf„  ri,  r,)|i(rfi,  rf„  r;,  r^  =  p{d,,  d,,  x,x[y  r,r,'), 

durch   welche  die   Gruppeneigenschaft  der  Projektivitaten  p(d^f  d^,  tj,  r,) 
mit  den  gemeinsamen  Doppelpunkten  d^   und  d^  bewiesen   und  nebenbei 

r  r' 
gezeigt   ist,   daß  die  Charakteristik  -M  der  resultierenden  Abbildung  das 

Produkt    der   Charakteristiken   ihrer  Komponenten    ist.     Man   erhält   also 
den  Satz: 

Satz  144:  Die  Folge  (Resultante)  zweier  Projektivitaten, 
welche  denselben  Träger  und  dieselben  getrennt  liegenden 
reellen  Doppelpunkte  haben,  ist  wieder  eine  Projektivität 
dieses  Trägers,  die  auch  ihrerseits  dieselben  Doppelpunkte  hat, 
und  deren  Charakteristik  das  Produkt  der  Charakteristiken  der 
beiden  Komponenten  ist.  Den  ersten  Teil  dieses  Satzes  kann  man 
auch  so  ausdrücken:  In  jeder  Geraden  bilden  alle  Projektivitaten 
mit  denselben  getrennten  reellen  Doppelpunkten  zusammen 
eine  Gruppe. 

Die  Projektivitaten  mit  gleichen  reellen  Hauptzahlen. 

Die  Doppdjmnktsgleichung  läßt  die  Doppdpunkie  unbestimmt:  Die 
Deckung  und  die  uneigentliche  Projekiivifät.  Bisher  haben  wir  stets  an  der 
Voraussetzung  festgehalten,  daß  die  beiden  als  reell  angenommenen  Haupt- 
zahlen der  betrachteten  Projektivität  voneinander  verschieden  seien.  Wir 
wenden  uns  jetzt  zu  den  Projektivitaten  mit  gleichen  (reellen)  Hauptzahlen. 
Von  Projektivitaten  dieser  Art  haben  wir  bisher  nur  gelegentlich  die  spe- 
ziellen Fälle  der  Deckung  zweier  Punktreihen  und  der  uneigentlichen  Pro- 
jektivität in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen  gezogen.  Nunmehr  gehen 
wir  dazu  über,  den  Fall  gleicher  Hauptzahlen  systematisch  zu  behandeln, 
den  Fall  also,  wo  die  Hauptgleichung  der  Projektivität  (vgl.  die  Gleichung 
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(7)  des  14.  Abschnitt«)  zwei  gleiche  Wurzeln 

(29)  r,  -  r,  -  r 
besitzt. 

Wir  scheiden  zunächst  die  soeben  genannten  und  der  Hauptsache  nach 
schon  erledigten  Unterfalle  der  Deckung  zweier  Punktreihen  und  der  un- 
eigentlichen Projektivität  von  der  Betrachtung  aus.  Auf  diese  Fälle  werden 
wir  geführt,  wenn  die  Doppelpunktsgleichung  (vgl.  die  Gleichung  (5)  des 
14.  Abschnitts): 

(30)  h,ie,x  -  o,)  -f  b,(e|r  -  a,)  -  0 

das  Verhältnis   der   Ableitzahlen  b^   und  b^   des  zu   der   Hauptzahl  r   ge- 
hörenden Doppelpunktes 

(31)  rf  — biCi-fb,^ 

unbestimmt  läßt.     Dies  tritt  aber  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  sowohl 

(32)  ^  fi  r  —  «1  -=  0     wie  auch 

(33)  e^r  —  a,  —  0,     wenn  also 


das  heißt,  wenn  der  Bruch  ^  (vgl.  Gleichung  (1 ))  die  Form  hat: 
(36)  ,_i^_i«j.-_^.  =  r. 

In  diesem  Falle  reduziert  sich  der  Abbildungsbruch  |i  auf  die  Zahl- 
größe r,  das  heißt  auf  die  Hauptzahl  der  Projektivität.  Die  Abbildung  |i 
führt  daher,  falls  r  4*  0  ist,  wirklich  überhaupt  jeden  Punkt  der  zu  trans- 
formierenden Punktreihe  in  einen  kongruenten  Punkt  über,  uud  der  be- 
trachtete UnterfaU  ist  somit  alsdann  in  der  Tat  nichts  anderes  als  der 
FaU  der  Deckung  der  beiden  Punktreihen;  ist  dagegen  in  der  Glei- 
chung (35)  die  Zahlgröße  r  =>  0,  so  erhält  man  den  Unterfall  der  un- 
eigentlichen  Projektivität. 

Die  Doppelpunktsgleichung  ergibt  zwei  zusammenfallende  Doppelpunkte: 
Die  zentrische  Schi^rnng^  die  gewöhnlictie  Schiebupig  und  die  parabolische  In- 
volution. Allgemeiner  und  interessanter  ist  der  zweite  Unterfall,  der  da- 
durch charakterisiert  ist,  daß  unter  der  Voraussetzung  zweier  gleichen  (reel- 
len) Hauptzahlen  die  Doppelpunktsgleichung  (30)  einen  Doppelpunkt  d, 
oder  wenn  man  will,  zwei  zusammenfallende  Doppelpunkte  c/^  —  d^  ->  d 
wirklich  bestimmt.  Ist  dabei  die  Ableitzahl  bj  in  (31)  von  Null  ver- 
schieden, das  heißt 
(36)  b,  +  0, 
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80  ist  der  Doppelpunkt  d  von  dem  Pankt  e^  räumlich  verschieden,  und 
der  Projektiv! tätsbruch  p  gestattet  es  daher,  die  Punkte  d  und  e^  als 
Nennerpunkte  einzuführen,  und  nimmt  dadurch  die  Form  an: 

Stellt  man  aber  auf  Grund  dieser  neuen  Form  des  Bruches  p  die  Haupi- 
gleichung  von  neuem  auf  und  benutzt  dabei  die  Form  (6)  des  14.  Ab- 
schnitts, so  erhält  man  die  Gleichung: 
^^^j.  K^td  -  td)  (r,e,  ~  «,)]  -  0 

(38)  (r,-r)[rf(r,e,-a,)]-0. 

Soll  nun  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  r^  =-  tj  =  t  darbieten,  so 
muß  sie  auch  nach  der  Division  mit  r^  —  r  immer  noch  erfüllt  werden, 
sobald  man  r,  =-  r  setzt,   das  heißt,  es  muß  auch  die  Gleichung  bestehen: 

(39)  [df(re,  -  a,)]  -  0. 

Aus  dem  Verschwinden  dieses  äußeren  Produktes  aber  folgt,  daß  zwischen 
seinen  beiden  Faktoren  eine  Zahlbeziehung  herrscht,  das  heißt,  eine 
Gleichung  von  der  Form 

i^d-\-t^(xe,-a^)=^0 

besteht.  In  dieser  Zahlbeziehung  ist  femer  die  Größe  t,  notwendig  von 
Null  verschieden;  denn,  da  sicher  tMU  die  beiden  Größen  tj  und  t,  gleich 
Null  sind,  so  würde  aus  dem  Verschwinden  von  t,  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden von  d  folgen,  was  selbstverständlich  ausgeschlossen  ist.  Man 
darf  daher  die  gewonnene  Gleichung  mit  tj  dividieren  und  erhält,  wenn 
man  zugleich  das  Verhältnis 

(40)  ^  - 1 

setzt,  die  Gleichung  ,  .  .  ^ 

^  trf  -f  re^  —  er,  —  0, 

aus  der  durch  Auflösung  nach  a,  folgt 

(41)  a,  =  re,  +  id. 

Der  Ausdruck  (37)  für  den  Bruch  p  verwandelt  sich  daher  in 

(42)  »---'t^-- 

wobei  man  t  -f  0  annehmen  darf,  da  sich  für  t  —  0  die  Projektivität  (42) 
doch  nur  auf  einen  der  bereits  erledigten  ünterfälle  der  Deckung  oder 
der  uneigentlichen  Projektivität  reduzieren  würde.  Die  Gleichung  (42) 
zeigt  sodann: 

Der  Bruch  p  führt  den  Punkt  d  in  sein  r-faches  über;  jeden  anderen 
PuTikt  der  Geraden  de^  dagegen  verwandelt  er  in  sein  r-faches,  noch  ver- 
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mehrt  um  ein  gewisses  Vielfaches  von  d.  In  der  Tat  wird  ein  be- 
liebiger von  d  räumlich  verschiedener  Punkt  der  Geraden  de^,  das  heißt 
ein  jeder  Punkt 

(43)  ^-Jrf  +  J,e|,    J,-HO, 
übergeführt  in  den  Punkt 

(44)  xp  =  U'd  4-  J,e,)|i  -  r(jrf  +  j,Cg)  -f  ti^d  =  ra;  +  tf^rf. 

um  von  dieser  Umwandlung  der  Punktreihe  x  eine  genaue  An- 
schauung zu  gewinnen,  unterscheide  man  noch  die  beiden  Unterfälle,  wo 
in  dem  Bruche  (42)  die  Hauptzahl  r  von  Null  verschieden ,  und  wo  sie 
gleich  Null  ist. 


Fig.  90. 

Ist  eunädist 
(45)  r  +  0, 

80  bilde  man  die  beiden  projektiven  Punktreihen  x  und  xp  in  solcher 
Weise  perspektiv  auf  einer  durch  den  Punkt  e,  gehenden  Hülfsgeraden  H 
ab  (vgl.  Figur  90),  daß  dem  Doppelpunkt  d  der  unendlich  ferne  Punkt 
dieser  Hülfsgeraden  entspricht.  Bezeichnet  man  dazu  noch  den  mit  «, 
zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  e^  und  eine  beliebige  Strecke  der 
Hülfsgeraden  H  mit  d\  so  bewirkt  der  Bruch 


(46) 


«1- 


dessen  Zähler  und  Netmer  im  Gegensatz  zu  den  bisher  betrachteten  Pro- 
jektivitätsbrüchen  versdiiedenen  Geraden  angehören,  die  gewünschte  Per- 
spektive Abbildung.     Denn   aus   dem    Begriff  des   extensiven   Bruches  ^ 
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folgt  zunächst,  daß  die  Abbildung  projektiv  ist;  sie  ist  aber  auch  per- 
Rpektiv,  weil  die  beiden  durch  den  Bruch  aufeinander  bezogenen  projek- 
tiven Punktreihen  den  Schnittpunkt  ihrer  Träger  entsprechend  gemein 
haben  (vgl.  Satz  47).  Und  diese  Perspektive  Abbildung  q  führt  zugleich 
die  durch  die  Gleichung  (42)  dargestellte  Projektitat  |i  der  Geraden  r/e,  in 
die  projektive  Abbildung 
(47)  ,'_L^>2|+J^ 

der  Hülfsgeraden  d'e^  über.  Die  Projektivitöt  p'  aber  besitzt  eine  sehr 
einfache  geometrische  Bedeutung^  sie  verwandelt  nämlich  denjenigen  Punkt 
m  x' ^  icd' -\- i,ei 

der  Hülfsgeraden,  der  wegen  (46)  dem  Punkt  x  der  ursprünglichen  Ge- 
raden entspricht  (vgl.  Gleichung  (43)),  nach  (47)  in  den  Punkt 

x'p'  =  (je?'  +  ic,ei)p'  =  x(id'  +  i,ei)  +  tj,rf'  -  xx'  +  tj,rf'; 
und  für  diesen  kann  man,   da  r  und  j,  von  Null  verschieden  sind  (vgl. 
die  beiden  Ungleichungen  in  (43)  und  (45)),  auch  schreiben: 

(49)  xV  =  rE.(|  +  {rf'). 

Hier  ist  x'  nach  (48)  ein  Punkt  von  der  Masse  i^y  also   —  ein  einfacher 

X  I 

Punkt.     Der  Ausdruck      -\ — d'  stellt  somit  einen  einfachen  Pimkt  dar, 

der  vom   Punkte  x'  um  die  l'onstante,  von  der  Lage  des  Punktes  x'  tm- 

ahhängige  Strecke     d'  absteht.    Der  Bruch  ^'  verschiebt  daher  alle  Punkte 

der  Geraden  [d'e'^]  um  ein  gleich  großes  Stück  und  stellt  also  eine  Ver- 
schiebung der  Punktreihe  in  ihrer  eigenen  Linie,  oder  wie  wir  etwas 
kürzer  sagen  wollen,  eine  „Schiebung  der  Punktreihe"  dar. 

Nun  war  aber  die  Projektivität  p  das  Perspektive  Abbild  der  Schie- 
bung p'  in  dem  Sinne,  daß  sich  der  unendlich  ferne  Punkt  (die  Strecke) 
d'  der  Hülfsgeraden  Hy  in  der  sich  die  Schiebung  vollzieht,  in  den  Doppel- 
punkt d  der  Projektivität  p  projiziert,  während  zugleich  der  Punkt 

indenPun.t  «^  = -;  +  t.' -  .(«.' +  | .') 

e,^  =  rc,  +  td 
überging,  woraus  noch  nebenbei  folgt,  daß  das  Zentrum  c  der  Perspek- 
tivität  gewonnen  werden  kann,  wenn  man  die  durch  den  Doppelpunkt  d 
zu  der  Hülfsgeraden  H  gezogene  Parallele  mit  der  Geraden  schneidet^ 
welche  die  Punkte  e^p'  und  e^^  miteinander  verbindet.  Aus  der  so  charak- 
terisierten Beziehung  der  beiden  Projektivitäten  |i  und  p'  geht  aber  hervor^ 
daß  die  durch  den  Bruch  p  bewirkte  Abbildung  der  Punktreihe  x  als  eine 
projektive  Verallgemeinerung   der  Schiebung   einer   Punktreihe   aufgefaßt 
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werden  kann,  bei  der  an  die  SteUe  des  unendlich  fernen  Punktes  der  im 
Endlichen  liegende  Punkt  d  getreten  ist,  den  wir  als  ,,das  Zentrum^ 
oder  „den  Zielpunkt'^  der  Abbildung  bezeichnen  wollen.  Auf  der  einen 
Seite  des  Zielpunktes  d  verschieben  sich  alle  Punkte  der  Geraden  e^d 
nach  dem  Zielpunkte  hin,  auf  der  anderen  von  ihm  fort.  Ferner  ist  die 
Verschiebung,  die  ein  Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe  durch 
die  Abbildung  p  erfährt,  um  so  kleiner,  je  näher  jener  Punkt  dem  Ziel- 
punkte d  gelegen  ist.  Wir  können  daher  die  Abbildung  p  der  Punkt- 
reihe a:  „eine  zentrische  Schiebung  mit  dem  Zielpunkt  rf"  nennen*). 
Dieselbe  ist  vollständig  charakterisiert,  wenn  außer  dem  Zielpunkt  noch 
ein  Paar  zugeordneter  Punkte  gegeben  ist. 

Zugleich  erkennt  man^  daß  eine  gewöhnliche  Schiebung,  wie  sie  durch 
den  Bruch  p'  dargestellt  wurde,  als  GrenzfaU  einer  zentrischen  Schiebung 
angesehen  werden  kann.  Die  zentrische  Schiebung  (42)  geht  nämlich  in 
eine  gewöhnliche  Schiebung  über,  das  heißt  in  eine  Projektivität,  welche 
die  zu  transformierende  Punktreihe  in  eine  gleichsinnig  kongruente  Punkt- 
reihe überführt,  wenn  der  Zielpunkt  der  Abbildung  unendlich  fem  liegt,, 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  an  die  Stelle  des  im  Endlichen 
liegenden  Zielpunktes  d  eine  Strecke  g  derjenigen  Geraden  tritt,  welcher 
die  zu  transformierende  Punktreihe  angehört.  Bezeichnen  wir  sodann  noch 
einen  einfachen  Punkt  dieser  Punktreihe  mit  f,  so  erhalten  wir  für  eine 
„Schiebung"  f  ihres  Trägers,  die  wir  auch  als  eine  „gleichsinnige 
Kongruenz"  auffassen  können,  den  Ausdruck 

(50)  Y^'JLlLkM. 

Dieser  Bruch  aber  büßt  an  geometrischer  Allgemeinheit  nichts  ein,  wenn 
man  ihn  mit  r  dividiert;  setzt  man  daher  noch 

^  =  f     und     l-f), 

so  erhält  man  für  die  Schiebung  f  die  Darstellung 

(51)  «-^-T^'' 

in  der  f)g  die  Strecke  der  Verschiebung  bedeutet. 

Ist  jetzt  andererseits  in  dem  Bruche  (42)  die  Hauptzahl  r  =-  0,  so 
reduziert  er  sich  auf  die  Form 

^       0,  id       .  0.  d 

. ^       d,   e^  d,  «, 


1)  VgL  hierzu  meine  Darstellung  desselben  Gegenstandes  in  den  Anmerkungen 
£xa  neuen  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  meines  Vaters  vom  Jahre  1862  (H.  Orafi- 
manns  gesammelte  mathematische  und  physikalische  Werke,  Bd.  1,  Teil  2  (1896), 
S.  444  fif.). 
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das  heißt,  man  erhält  abgesehen  von  einem  nicht  verschwindenden  Zahl- 
faktor t  den  Ausdruck  für  eine  parabolische  Involution 

(vgl.  Seite  184ff.). 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  projektiven  Pnnktreihen. 

Sie  sind  mtander  zugeordnet:  Ähnlidikeit.  Zu  einer  anderen  speziellen 
Projektivitat,  die  mit  der  soeben  behandelten  Schiebung  f  in  einem  engen 
Zasammenhang  steht,  wird  man  geführt,  wenn  man  die  Frage  nach  dem- 
jenigen Pimkt  auf  wirft,  der  durch  eine  Projekt!  vitat  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe  zugewiesen  wird. 

Wie  auf  Seite  4  ff.  gezeigt  ist,  läßt  sich  eine  jede  Strecke  als  »Diffe- 
renz zweier  Punkte  von  gleicher  Masse  darstellen.  Leitet  man  zum  Bei- 
spiel aus  den  Grundpunkten  e^  der  zu  transformierenden  Punktreihe  durch 
Division  mit  deren  Massen  m^  die  entsprechenden  einfachen  Punkte  ab 
und  bildet  aus  diesen  die  Differenz 

SO  erhält  man  den  Ausdruck  für  diejenige  Strecke  g  der  Geraden  e^e^,  die 
vom  Punkt  e,  zum  Punkt  e^  hinläuft,  und  die  zugleich  das  greifbar  ge- 
wordene Abbild  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Geraden  e^e^  darstellt 
Von  dieser  Strecke  g  unterscheiden  sich  die  übrigen  Strecken  der  Ge- 
raden e^e^  nur  um  einen  Zahlfaktor.  Bezeichnet  man  femer  diejenige 
Größe,  welche  die  Projektivität 

der  Strecke  g  zuweist,  mit  g,  setzt  also 

(53)  Q.'=^9P,     80  wird 

(54)  ^-^-^- 

und  es  bieten  sich  dann  der  Betrachtung  zwei  verschiedene  FWe  dar: 

Erstens  nämlich  der  Faüf  wo  die  Größe  q  selbst  wieder  eine  Strecke 
das  heißt,  wo 

(55)  q  -  x^g 

ist^  unter  x^  eine  Zahlgröße  verstanden.  Dann  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  g  der  Geraden  c,c,  ein  Doppelpunkt  der  Projektivität  und  ti  seine 
Hauptzahl;  denn  nach  (53)  und  (55)  ist 

(W)  gf-r.g. 
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Dieser  Fall,  in  dem  auch  die  Differenz  auf  der  rechten  Seite  von  (54) 
eine  Strecke  darstellt,  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  auch  die  Glieder 
dieser  Differenz  gleiche  Masse  haben.  Er  wird  offenbar  vorliegen,  wenn 
sich  die  Massen  n^  der  Grundpunkte  a^  der  zweiten  Punktreihe  ebenso  ver- 
halten wie  die  Nenner  m^  der  Brüche  -  ,  wenn  also  die  Proportion  besteht: 

(57)  it^ :  itj  «-  ntj :  m^, 

das  heißt,  sobald  die  Massen  der  Grundpunkte  der  zweiten  Punktreihe  mit 
denen  der  Grundpunkte  der  ersten  Punktreihe  proportional  sind. 

Sind  dann  überdies  die  beiden  als  reell  vorausgesetzten  Hauptzahlen 
der  Projektivitat  voneinander  verschieden,  so  besitzt  nach  Satz  100  die 
Projektivität  p  außer  dem  unendlich  fernen  Doppelpunkt  g  noch  einen 
im  Endlichen  liegenden  Doppelpunkt.  Der  mit  ihm  zusammenfallende 
einfache  Punkt  heiße  /*,  seine  Hauptzahl  r,;  dann  wird 

(58)  f1f-x,f    und 

(59)  «•-''f'-f- 

Ist  also  noch  r,  >^  0,  so  kann  man  auch  setzen 

oder  wenn  man  den  geometrisch  bedeutirngslosen  Zahlfaktor  r,  vor  dem 
letzten  Bruche  wegläßt,  das  Verhältnis  —  »  ^  setzt  und  den  so  aus  $ 
hervorgehenden  Projektivitätsbruch  mit  o  bezeichnet, 

(60)  i~^. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Bruches  leuchtet  sofort  ein;  denn  ein 
beliebiger  einfacher  Punkt 

(61)  ^  =  f+t9 

der  zu  transformierenden  Punktreihe,  der  von  dem  Punkt  f  um  die 
Strecke  j^  absteht,  wird  durch  den  Bruch  o  in  den  einfachen  Punkt 

(62)  xü  =  f-^\)ig 

übergeführt,  der  von  f  um  die  Strecke  f^Tcg  entfernt  ist.  Daraus  aber 
folgt:  Sämtliche  Strecken,  die  man  von  dem  im  Endlichen  liegenden 
Doppelpunkt  f  nach  den  Punkten  der  ersten  Punktreihe  ziehen  kann, 
werden  bei  der  Multiplikation  mit  i  in  demselben  Verhältnis  1  :  ^  ge- 
ändert, woraus  hervorgeht,  daß  a  eine  Ähnlichkeitstramformation  in  der 
Geraden  ist,  und  daß  der  im  Endlichen  liegende  Doppelpunkt  f  den  Ahn- 
lichkeitspunkt  der  beiden  Punktreihen  bildet,  daß  femer  der  absolute  Wert 
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des  Bruches  .    das   ÄJmlichkeüsverhältnis   darstellt,   und    daß   endlich  die 

beiden  Puuktreihen  gleichsinnig  oder  ungleidmnnig  ähnlich  sind,  je  nach- 
dem \)  positiv  oder  negativ  ist. 

Bei  der  Ableitung  des  Ähnlichlceitsbruclies  ö  gingen  wir  von  der 
Voraussetzung  aus,  daß  die  Hauptzahlen  r,  und  x^  der  Projekt! vitat  |l 
voneinander  verschieden  seien.  Durch  diese  Voraussetzung  wird  dann  der 
der  in  dem  Ähnlichkeitsbruche  a  auftretende  Zahlfaktor  ^  an  die  Be- 
dingung 

(63)  %  + 1 

geknüpft.  Läßt  man  aber  diese  Beschränkung  des  Parameters  ^  fallen^ 
so  umfaßt  der  Bruch  (60)  auch  noch  den  Fall  der  Identität;  denn  für 
^  —  1  nimmt  der  Bruch  (60)  die  Form  an: 

(64)  l=;;-f. 

Der  Identitätshrnch  1  erscheint  demnach  als  Grenzfall  des  Ähnlichkeits- 
bruches a. 

Von  den  übrigen  kongruenten  Abbildungen  ergibt  sich  der  Fall  der 
„ungleichsinnigen  Kongruenz"  oder  „Symmetrie",  oder  wie  man 
auch  sagt,  der  Fall  der  „Um Wendung  einer  Punktreihe"  aus  dem 
allgemeinen  Ähnlichkeitsbruche  ö,  wenn  man  dessen  Parameter  \)  den 
Wert  —  1  erteilt,  wodurch  man  die  involutorische  Abbildung 

(65)  u-;^? 

erhält.  Dagegen  ist  es  nicht  möglich,  die  von  der  Deckung  verschiedene 
„gleichsinnige  Kongruenz",  oder  was  dasselbe  ist,  die  „Schiebung^*  f  einer 
Punktreihe 

'  9,  f 
als  Spezialfall  des  Ähnlichkeitsbruches  ä  darzustellen.  Sonst  aber  umfaßt 
der  Bruch  ö  wirklich  die  sämtlichen  Ahnlichkeitstransformationen  der 
Geraden,  und  die  Ausnahmestellung  der  „gleichsinnigen  Kongruenz"  oder 
„Schiebung"  ist  darin  begründet,  daß  sie  allein  keinen  im  Endlichen 
liegenden  Doppelpunkt  aufweist. 

Die  unendlich  fernen  Funkte  der  beiden  projektiven  Punktreiken  «•/- 
spredien  einander  nicht.  Die  Fluchtpunkte,  Der  Mittelpunkt  einer  In- 
vciuHon^).     Damit  ist  der  durch  die  Proportion  (57)  charakterisierte  Fall 


1)  Dieser  Unterabschnitt  ist  hier  als  Anhang  zu  betrachten,  denn  es  bleibt  in 
ihm  die  Untersuchung  nicht  auf  Projektivitftten  mit  reellen  Hauptzahlen  beschränkt. 
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erschöpft,  in  welchem  dem  unendlich  fernen  Punkt  //  wieder  ein  unend- 
lich femer  Punkt  zugeordnet  iet.  In  dem  zweiten^  aügenteineren  Falle,  wo 
die  Bedingimg  (57)  nicht  erfüllt  ist,  entspricht  dem  unendlich  fernen 
Punkt  g  der  ersten  Punktreihe  in  der  zweiten  Punktreihe  ein  im  End- 
lichen gelegener  Punkt 
<66)  r-//<l, 

welcher  „der  Fluchtpunkt  der  zweiten  Punktreihe"  oder  auch  „der 
Fluchtpunkt  der  Projektivität"  heißt.  Diesem  Punkt  i'  steht  noch 
ein  anderer  Punkt ;  als  gleichberechtigt  gegenüber,  welcher  ;,der  Flucht- 
punkt der  ersten  Punktreihe'*  oder  „der  Verschwindungspunkt 
der   Projektivität"   genannt   wird.     Man   wird   auf  ihn   geführt,   wenn 

man  die  zur  Projektivität  p  inverse  Projektivität       betrachtet,   welche  die 

Punkte  der  zweiten  Punktreihe  in  die  der  ersten  zurück  verwandelt,  und 
nach  demjenigen  Punkte 

(67)  i  =  ^  J 

fragt,  der  dem  unendlich  fernen  Punkt  ^,  aufgefaßt  als  Punkt  der  zweiten 
Punktreihe,  in  der  ersten  Punktreihe  entspricht. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  die  beiden  Fluchtpunkte  i' 
und  j  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  wo  also  die  Gleichung  besteht: 

(68)  i'-ffj, 

für  die  man  wegen  (66)  und  (67)  auch  schreiben  kann: 

Multipliziert  man  aber  diese  Gleichung  hinten  mit  |i,  so  erhält  man  die 
Gleichung 

(69)  gpp  =  \^g, 

welche  nach  Seite  161  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  gp  von  g  räum- 
lich verschieden  ist,  die  Bedingungsgleichung  einer  Involution  dar- 
stellt. Bezeichnet  man  diese  Involution  mit  I,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (69)  in 

(70)  g%%  -  \^g, 
und  setzt  man  noch 

(71)  gt  -  m, 
80  wird  wegen  (70) 

(72)  ml  -  \)g. 

Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  aber  folgt  eine  wichtige  Eigen- 
schaft des  Punktes  m.     Sind  nämlich  y  und  z  zwei  Punkte  der  zu  trans- 
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formierenden  Punktreihe,  welche  von  m  gleich  weit  entfernt  sind,  so  isi 

(73)  jy-»-  +  n, 

unter  n  eine  von  Null  yerschiedene  Zahlgröße  yerstanden,  und  man  findet 
wegen  (71)  und  (72)  füi  die  heiden  entsprechenden  Punkte  yi  und  ei  die 
Werte  /fix 

(74) 


;8fl  =-  %  —  nm  -»  —  n  (w  —  |^) , 


welche  zeigen,  daß  die  entsprechenden  Punkte  der  zweiten  Punktreihe 
ehenfalls  um  gleiche  Stücke  vom  Punkte  m  abstehen.  Aus  diesem  Grunde 
heißt  der  Punkt  m  der  Mittelpunkt  der  Involution  I.  Derselbe  besitzt  die 
Eigenschaft,  daß  sich  jedes  Paar  y,  yh  der  Involution  i  an  ihm  gespiegelt 
wieder  in  ein  Paar  jSj  e%  dieser  Involution  verwandelt,  oder  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  daß  die  ganze  Involution  0  an  ihm  gespiegelt  in  sich  übergeht. 
Berücksichtigt  man  femer,  daß  die  Projektivität  p,  von  der  wir  oben 
ausgingen,  nur  an  die  Bedingung  geknüpft  war,  daß  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  ersten  Punktreihe  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  der 
zweiten  entspricht,  und  daß  sich  diese  Bedingung  auf  die  Involution  I 
überträgt,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  145:   Jede  Punktinvolution,    die   dem    unendlich   fernen 
Punkt  ihres  Trägers    einen   im   Endlichen  gelegenen  Punkt  zu- 
weist, geht  an  diesem  Punkt  gespiegelt  in  sich  über;  dieser 
'^S  Punkt  heißt  daher  der  Mittelpunkt  der  Involution. 

Besitzt  insbesondere  die  Involution  8  zwei  getrennte  reelle  Doppel- 
1»!  punkte,  ist  sie  also  hyperbolisch  (vgl.  Figur  91),  so  liegt  der  Mittel- 
y     punkt  m  der  Involution  zugleich  in  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden 
Doppelpunkten  di  und  d,;  denn  das  Paar  zusammenfaDender  Punkte 
rfj  und  rfj  8  geht  durch  Spiegelung  an  m  wieder  in  ein  Paar  zusammen- 
fallender Punkte,  das  heißt  in  das  Paar  d^  und  <^8,  über. 

Aber  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Doppelpunkte  der  Involution  i 
konjugiert  komplex  sind,  die  Involution  also  elliptisch  ist,  läßt  sich 
der  Mittelpunkt  m  der  Involution  leicht  konstruieren,  wenn  man  ein 
im  nächsten  Abschnitt  zu  entwickelndes  Ergebnis  vorwegnimmt;  denn 
nach  Seite  216  ff.  ist  der  Mittelpunkt  einer  elliptischen  Involution  nichts 
anderes  als  der  Fußpunkt  des  Lotes,  das  man  von  einem  Drehpunkt  s 
^f-  w.  der  Involution  auf  ihren  Trüger  fällen  kann  (vgl.  Figur  92).    Dabei 
wird  ein  Drehpunkts  der  Involution  dadurch  gewonnen,   daß   man  über 
den  Abständen  der  Punkte  a  und  a6,  h  und  61  zweier  Paare  der  ellip- 
tischen Involution  I  nach  derselben  Seite  die  Halbkreise  schlägt 
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Man  kann  das  in  den  Formeln  (73)  und  (74) 
enthaltene  Ergebnis  noch  etwas  vollständiger  aus- 
drücken, als  es  in  dem  Satze  145  geschehen  ist,  falls 
man  auch  die  Massenbeziehung  der  Punkte  y  und  z, 
y%  und  e%  berücksichtigt  Denn  den  Gleichungen  (73) 
zufolge  haben  die  beiden  Punkte  y  und  z  gleiche 
Masse,  nämlich  die  Masse  des  Punktes  m,  und  nach 
den  Gleichungen  (74)  besitzen  die  Punkte  y%  und  zi 
entgegengesetzte  Massen.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  146:  Entspricht  in  einer  Punktinvolu- 
tiondem  unendlichfernenPunkte  ihresTrägers 
ein  im  Endlichen  liegender  Punkt,  der  dann  der 
Mittelpunkt  der  Involution  heißt,  so  werden 
durch  sie  je  zwei  vom  Mittelpunkt  der  Abbil- 
dung gleichweit  abstehende  Punkte  von  glei- 
cher Masse  in  zwei  Punkte  übergeführt,  die 
ebenfalls  von  dem  Mittelpunkt  der  Abbildung 
gleichweit  entfernt  sind,  aber  entgegenge- 
setzte Masse  besitzen. 

Man  beweist  aber  auch  leicht  die  folgende  Um- 
kehrung des  Satzes  145: 

Satz  147:  Halbiert  in  einer  Involution  I 
ein  Punkt  m  den  Abstand  zweier  Punktet/  und 
Zy  die  nicht  gerade  ein  Paar  der  Involution  8  bilden,  und  zugleich 
den  Abstand  ihrer  Bilder  yi  und  rl,  so  ist  er  der  Mittelpunkt 
der  Involution. 

Zum  Beweise  setze  man  voraus,  daß  die  Punkte  y  und  z  einfache 
Punkte  sind,  und  bezeichne  mity'  und  z'  diejenigen  einfachen  Punkte, 
die  mit  den  Bildpunkten  t/8  und  z%  zusammenfallen,  und  mit  n  den 
zu  dem  gemeinsamen  Mittelpunkt  m  der  Linienstücke  yz  und  y'z' 
gehörenden  einfachen  Punkt  (vgl.  Figur  93).  Dann  bestehen  die 
Streckengleichungen  ^ C«  _  •.^ 

y'  -n (jer'  -  »), 

aus  denen  durch  Subtraktion  folgt: 

und  addiert  man  zu  dieser  Gleichung  die  Identität 

B'-y'  —  (»'-'■), 

so  erhalt  man  die  auch  geometrisch  sofort  einleuchtende  Strecken-     // j 
gleichung  ^.  _  ^ (^^  _  ^y 


Fig.  n. 


iy)\y 


(«) 


>y 


PI 


)Z 


zS 


Fi«,  ts. 
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Und  da  die  beiden  in  ihr  vorkommenden  Strecken  derselben  Geraden  an- 
gehören, 80  gilt  auch  die  entsprechende  Stabgleichung 

(75)  [y^']--[^y'J. 

Nun  ist  aber  andererseits  nach  der  Grundgleichung  der  Involution 

(76)  [y^«]-[^-y«]. 

Bezeichnet  man  daher  die  Masse  des  Punktes  yi  mit  g,  setzt  also 

(77)  y«  =  9y', 

80  läßt  sich  die  Gleichung  (76)  auch  in  der  Form  schreiben: 
<78)  [2/-^«]  =  9[^y1. 

Und  multipliziert  man  die  Gleichungen  (75)  und  (78)  mit  g  und  1  und 
«idiert,  so  erhält  man        g  [y.'j  +  [^  .  ^g]  .  o     oder 
(79)  [y(9«'  +  ^8)]  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  kann  nicht  anders  bestehen,  als  wenn 
<80)  Qz'  +  £f|  =  0 

ist.  Denn  wäre  diese  Summe  von  Null  verschieden,  so  würde  sie  mit 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  z'  einen  mit  dem  Punkt  zi  zusammen- 
fallenden Punkt   darstellen;   die  Gleichung  (79)   würde  sich  also  auch  in 

^®^  ^^™  [y  .  ^6]  =  0 

schreiben  lassen,  die  der  Voraussetzung  widersprechen  würde,  daß  die 
Punkte  y  und  z  nicht  gerade  Punkte  eines  Paares  der  Involution  I  sein 
sollen.     Schreibt  man  aber  die  Gleichung  (80)  in  der  Form 

(81)  ^8  =  -  Qz\ 

so  folgt  durch  die  Subtraktion  der  Gleichungen  (77)  und  (81)  ohne 
weiteres,  daß  dem  unendlich  fernen  Punkte  y  —  z  der  zu  transformieren- 
den Punktreihe  durch  die  Involution  8  der  Punkt 

(82)  (y  -  i^)»  =  ?/*  -  ^«  =  9(y'  -h  O, 

das  heißt  der  Mittelpunkt  m  des  Punktpaares  y'j  z'  zugewiesen  wird.  Dieser 
Punkt  m  ist  also  nach  Seite  205  ff.  der  Mittelpunkt  der  Involution  I. 

Abschnitt  17. 
Die  ProjekÜTitfiteu  mit  koiyngiert  komplexen  oder  entgegengesetzt 
rein  imaginären  Hanptzahlen. 

Die  jyrojektive  Bezie/iufif/  zivtner  konzentrischen  kouffnienten  SirdlUJbüschel  von 
gleidietn  Sitwc.  Um  auch  für  den  Fall  konjugiert  komplexer  oder  entgegen- 
gesetzt rein  imaginärer  Hauptzahlen,  denen  nach  Satz  101  stets  konjugiert 
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komplexe  Doppelpankte  entsprechen  werden,  ein  greifbares  geometriBches 
Äquivalent  dieser  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  zu  finden,  behandeln 
wir  zunächst  anstatt  der  Projektivitut  zweier  Punktreihen  mit  konjugiert 
komplexen  Doppelpunkten  den  geometrisch  leicht  übersehbaren  Fall  zweier 
konzentrischen  kongruenten  Strahl büschel  von  gleichem  Sinne,  das  heißt 
zweier  Strahlhüschel,  von  denen  das  eine  in  das  andere  durch  eine  bloße 
Drehung  um  seinen  Scheitel  übergeführt  werden  kann^). 

Zur  analytischen  Darstellung  dieser  kongruenten  Ahbildung  eines 
Strahlbüschels  benutze  man  als  Grundstrahlen  des  ersten  Strahlbüschels 
2wei  zueinander  senkrechte  Stäbe  Ä  und  B  von  gleicher  Länge.  Dann 
stellt  der  Ausdruck 

(1)  X^i^Ä-^^B 

einen  beliebigen  Stab  des  ersten  Strahlbüschels  dar.  Femer  bezeichne 
man  mit  Ä'  und  B'  zwei  Stäbe  des  zweiten,  mit  dem  ersten  konzen- 
trischen Strahlbüschels,  die  aus  den  Stäben  Ä  und  B  des  ersten  Strahl- 
bÜBchels  bei  einer  Drehung  des  Büschels  um  seinen  Scheitel  hervorgehen, 
zwei  Stäbe  also,  die  mit  den  Stäben  A  und  B  gleiche  Länge  haben,  die 
femer  wie  diese  aufeinander  senkrecht  stehen,  und  von  denen  überdies 
der  Stab  B'  von  A'  nach  derselben  Seite  um  einen  rechten  Winkel  ab- 
weicht wie  B  von  A.  Leitet  man  dann  wieder  aus  diesen  Grundstäben  J.' 
und  B'  des  zweiten  Strahlbüschels  durch  die  alten  Ableitzahlen  f  und  t) 
einen  Stab 

ab,  so  wird  dessen  Summierungsrechteck 
mit  dem  des  Stabes 
(1)  X-j^-ft)^ 

gleichsinnig  kongruent  (vgl.  Figur  94). 

Bei  veränderlichem  j  und  l)  wird 
also  das  ganze  Strahlbüschel  der  Stäbe  X' 
gleichsinnig  kongruent  mit  dem  Strahl- 
büschel der  entsprechenden  Stäbe  X. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Ausdrücke  (1)  und  (2)  für  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  der  beiden  gleichsinnig  kongruenten  Strahlbüschel 
läßt  sich  nun  aber  die  Beziehung  dieser  beiden  Strahlbüschel  durch  den 
extensiven  Bmch  darstellen: 


(3) 


5)- 


Ä\  B' 


1)  Za  dem  Folgenden  vergleiche  man  meine  schon  oben  aof  Seite  201  zitierte 
Anmerkung  zur  neuen  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  meines  Vaters  vom  Jahre  1862 
(H.  Graßmanns  gesammelte  mathematische  und  physikalische  Werke,  Bd.  1,  Teil  2 
<1896),  Fußnote  Seite  443  f.). 
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welcher  zeigt,  daß  die  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  gleichsinnig 
kongruenten  Strahlbüschel  zugleich  projektiv  aufeinander  bezogen  sind. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  148:  Durch  die  Drehung  eines  Strahlbüschels  um  seinen 
Scheitel  geht  aus  ihm  ein  projektives  Strahlbüschel  hervor. 

Dieser  Satz  ist   übrigens    nur   ein    spezieller  Fall   des  allgemeineren 


Satz  149:  Kongruente  Strahlbüschel  sind  projektiv, 
der   sich   auch  in  dem   Falle,    wo   die  Scheitel   der  beiden   Strahlbüschel 
nicht  zusammenfallen,   in  genau  derselben   Weise  wie  der   spezielle  Satz 
beweisen  läßt. 

Man  kann  nun  aber  leicht  dem  Projektivitatsbruche  (3)  der  Drehung 
eines  Strahlbüschels  noch  eine  andere  Form  verleihen,  wenn  man  die 
Ghrmdstabe  A'  und  B'  des  zweiten  Strahlbüschels  durch   die  Grundstäbe 

des  ersten  ausdrückt.  Dazu  bezeichne  man  die 
Größe  des  Winkels,  um  den  man  das  erste 
Strahlbüschel  drehen  muß,  um  es  in  das  zweite 
überzuführen,  mit  XO  und  nehme  dabei  die  Zahl- 
größe Xo  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der 
Sinn  des  Drehwinkels  mit  dem  des  rechten 
Winkels  L  (AB)  übereinstimmt  oder  nicht  Dann 
wird  (vgl.  Figur  95) 

Ä' =      cosW^ -f-  sinro^ 

B'  '=  —  sinto^  -h  costtJJB, 

und  setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (3)  ein,  so  erhält  man  für  den 

Bruch  ^,  der  die  Drehung  des  Strahl büschels  vermittelt,  den  Ausdruck 

coBtD Ä -\^nnro B ,  —  8intoJ.-f  costuJ? 
A 


?lg.  »5. 


(4) 


(5) 


t)- 


Derselbe  stellt  sich  also  als  eine  Funktion  der  drei  Größen  A^  B  und  m 
dar,  was  man  auch  symbolisch  dadurch  andeuten  kann,  daß  man  anstatt 
$  ausführlicher  schreibt:  ^(A,B,w)y  indem  man  den  Buchstaben  $  zugleich 
als  Funktionszeichen  verwendet. 

Endlich  kann  man  den  Bruch  (5)  für  die  Drehung  $  auch  leicht  durch 
eine  Exponentialgröße  ersetzen,  wenn  man  die  elliptische  Strahlinvolution 


(6) 

einführt 


ft- 


B,  —A 


A,       B 
Zunächst  nämlich  kann  man  bei  Benutzung  dieser  Strahlinvo> 
Intion  die  Gleichungen  (4)  auch  in  der  Form  schreiben: 

-4'  —  ^  (coBW  -f  Äsin») 
JB(cosn)  -h  ÄsinW). 


(7) 


Xb- 
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Setzt  man  aber  die  Reihe 

(8)  1  +  tT  +  ^  +    3?  + ^"'' 

80  wird  wie  auf  Seite  171 

(9)  _^„  coflio  +  ÄsinttJ  —  «•», 
und  die  Qleichnngen  (7)  nehmen  die  Form  an: 

Man  erhält  daher  für  den  in  (3)  and  (5)  angegebenen  extensiven  Brach 
die  folgenden  neuen  Formen  der  Darstellung 

(11)  t>  -  ^K  B, »)  =  ^"  =  cos»  -f  Äsinnj,    St  -  |f-=^  • 

Die  entsprechende  Projektivität  in  der  Geraden:  Die  positiv  zirkuläre 
Äbhildting  einer  Punktreihe.  Will  man  jetzt  den  Übergang  vom  Strahl- 
büBchel  zur  Punktreihe  machen,  so  ersetze  man  in  der  obigen  Entwicke- 
lung  die  beiden  zueinander  senkrechten  und  gleich  langen  Nennerstäbe  A 
und  B  durch  zwei  beliebige  nicht  zusammenfallende  Punkte  a  und  h  und 
die  Zählerstäbe  Ä'  und  B'  durch  diejenigen  Punkte  a'  und  6',  die  aus  a 
und  h  durch  dieselben  Ableitzahlen  abgeleitet  werden,  durch  welche  die 
Stäbe  Ä'  und  B'  aus  den  Stäben  Ä  und  B  entwickelt  wurden.  Dadurch 
erhält  man  den  Bruch  ^     ^ 

(12)  ^(<hb,to)'='  a,    h  ' 

dessen  Zähler  a    und  h'  mit  den  Nennern  a  und  h  durch  die  Gleichungen 

zusammenhängen 

|a'=       cos  tu  a  H- sin  tu  6 

^  ^  I  6'  -=  —  sin  tt)  a  -f  cosU)  &, 

der  sich  also  auch  in  der  Form  schreiben  läßt: 

.^  ..  cos  tn  a  4"  sin  tu  &,  —  sin  »  a  -f  cos  w  6 

\^^)  '(0,6,»)  ■"  ä^  l  * 

Dieser  Bruch  hat  ganz  die  Form  eines  Projektivitätsbruches  der  Geraden 
ahf  indem  nur  die  Ableitzahlen  der  Zählerpunkte  besondere  Werte  haben. 
Er  stellt  also  eine  spezielle  Projektivität  in  der  Geraden  ah  dar,  die  ich 
in  Anlehnung  an  ein  Kunstwort  meines  Vaters*)  als  „positiv  zirkuläre 
Abbildung  der  Punktreihe  la -\- t\h'^  bezeichnen  will. 

1)  In  seiner  Abhandlung  „Sor  les  diffi^rents  genrea  de  mnltiplicatiun'^  Jonrual 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  49,  (1854),  Seite  184  (Qesammelte 
Werke  Bd.  2,  Teil  1,  Seite  210)  und  in  seiner  Ansdehnongslehre  vom  Jahre  1862 
(Gesammelte  Werke  Bd.  1,  Teil  2)  Nr.  164  nennt  mein  Vater  die  mit  der  oben  be- 
schriebenen Abbildung  der  Punktreihe  ja  -f-  ^6  verbundene  Transformation  des  Punkt- 
paares a,  &,  welche  durch  die  Gleichungen  (18)  dargestellt  wird,  „eine  positive  zirkuläre 

14* 
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Man  kann  dieselbe  genau  so  wie  die  soeben  betrachtete  Drehung 
eines  StrahlbQschels  als  Funktion  eines  Parameters  tu  und  einer  gewissen 
elliptischen  Punktinvolution  darstellen.     In  der  Tat^  setzt  man  noch 

80  wird  wieder 

Ja'  — a(costo  -f  esinttj) 

(^^)  U'-6(costü  +  esinto), 

oder  da  (ygl.  Seite  171) 

(17)  cos  tt)  4-  e  sin  lü  =  e*» 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

,^«x  la'^^ae^^ 

Für  die   oben   in  (12)   und  (14)  angegebene  positiv  zirkuläre  Abbildung 
r   .  „V  erhält  man  daher  die  folgenden  beiden  neuen  Darstellungen 

(1^)  f(a.6,n,)  -  c»«  =  cos  tt)  +  e  sin  to,         f  =  l'  ~  ^ . 

Von  der  geometrisdien  Bedeutung  der  positiv  zirkulären  Abbildung 
einer  Punktreilie  kann  man  sich  vermöge  ihres  analytischen  Zusammen- 
hangs mit  der  soeben  betrachteten  Drehung  eines  Strahlbüschels  leicht 
eine  Vorstellung  verschaffen.  Man  suche  dazu  einen  Punkt  s  auf,  von 
dem  aus  die  beiden  Grundpunkte  a  und  h  der  ersten  Punktreihe  durch 
zwei  Stäbe 
(20)  Ä  =  [sa]    und     B^[sh] 

projiziert   werden,  die  wie  die  Stäbe  Ä  und  B  der  obigen  Entwickelung 

erstens  aufeinander  senkrecht  stehen  und 

zweitens  gleich  lang  sind. 

Ein  Punkt  s  aber,  der  diesen  beiden  Bedingungen  entspricht,  läßt 
sich  leicht  konstruieren.  Der  ersten  Bedingung  nämlich,  daß  die  beiden 
von  ihm  ausgehenden  Strahlen  [sa]  und  [.s7;j  aufeinander  senkrecht  stehen 
sollen,  genügt  jeder  Punkt  des  Kreises,  der  das  Linienstück  ah  zum  Durch- 
messer hat.  Um  auch  die  zweite  Bedingung  zu  befriedigen,  nach  der  die 
Stäbe  [sa]  und  [sb]  gleich  lang  sein  sollen,  berücksichtige  man,  daß, 
wenn  man  unter  s  einen  einfachen  Punkt  versteht,  die  Längen  der  beiden 
Stabe  [sa]  und  [sb\  die  Produkte  aus  den  absolut  genommenen  Abständen 
des  Punktes  s  von  den  Punkten  a  und  b  und  den  absoluten  Werten  der 


Änderang  des  Punktpaares  a,  b'\  Im  Gegensatz  dazu  nennt  er  diejenige  Abbildung 
des  Punktpaares  a,  fe,  bei  der  diese  Punkte  in  die  Pankto  a'  und  — 6'  flbergefährt 
werden,  „eine  negative  zirkuläre  Änderung  des  Punktpaars  a^b^^.  Ihr  entspricht  dann 
eine  weiter  unten  zu  behandelnde  ««negativ  zirkuläre  Abbildung  der  Panktreiheso-|-t)&*^ 


Abschnitt  17,  Gleichung  (lö)  hie  (2«). 
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Massen  dieser  Punkte  sind.  Sollen  daher  die  Längen  der  beiden  Stabe  [sei] 
und  \sh\  miteinander  übereinstimmen,  so  muß  man  jetzt  noch  weiter  über 
die  Lage  des  Punktes  5  in  der  Weise  verfügen,  daß  sich  seine  absolut 
genommenen  Abstände  Ton  den  Punkten  a  und  h  umgekehrt  verhalten 
wie  die  absoluten  Werte  der  Massen  dieser  Punkte,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  daß  sie  sich  direkt  wie  die  absolut  genommenen  Abstände  des 
Schwerpunktes  a  -h  5  der  Punkte  a  und  h  von  diesen  Punkten  verhalten. 
Von  den  Punkten  der  Geraden  ah  selbst  genügt  dieser  Bedingung  außer 
dem  Schwerpunkt  a  -f  5  der  beiden  Punkte 
a  und  h  auch  der  zu  ihm  hinsichtlich  der 
Punkte  a  und  h  harmonisch  zugeordnete 
Punkt  a  —  h.  und  nach  dem  Satze  des 
Apollonius  ist  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte  der  Ebene,  die  jener  Bedingung 
entsprechen,  der  Kreis,  der  die  Punkte 
a  -\-h  und  a  —  h  zu  Endpunkten  eines 
Durchmessers  hat  (vgl.  Figur  96).  Dieser 
Kreis  aber  schneidet  den  Kreis  über  dem 
Durchmesser  ah  in  zwei  zur  Geraden  ah 
symmetrisch  liegenden  Punkten  s  und  ^,  von 
denen  jeder  die  Eigenschaft  hat,  daß  für  ihn 
die  Stabe  [äo],  [sh]  und  [/a],  \th'\  aufein- 
ander senkrecht  stehen  und  gleich  lang  sind. 
Bezeichnet  man  jetzt  noch  die  Si'ibe, 
die  aus  den  Punkten  a'  und  h'  durch  Mul- 
tiplikation mit  dem  einfachen  Punkt  s 
hervorgehen,  mit  A'  und  B\  setzt  also 
(21)  A'  -  [sa%        B-  -  [sh-], 

80  wird  wegen  (13) 

(A'==      cosn)[5a] -h  sintt)[s&] 
\^'=  —  sin  tD [sa]  +  cos  in [s 6] 
oder  wegen  (20)  ., 


(22) 


>^ 


a^d 


Fig.  96. 


coslD^  -f  ainroB 
sinm^  -f  coswJ?. 


Die  durch  die  Gleichungen  (21)  definierten  Stäbe  Ä'  und  B\  welche  die 
Punkte  a'  und  h'  von  s  aus  projizieren,  entsprechen  also  genau  den  Glei- 
chungen (4)  und  sind  daher  mit  den  Stäben  Ä  und  B  gleich  lang,  stehen 
aufeinander  senkrecht  und  gehen  aus  ihnen  durch  eine  Drehung  um  den 
Winkel  w  hervor,  das  soll  heißen  um  einen  Winkel,  dessen  Größe  dem 
absoluten  Werte  •  JO  i  der  Zahlgröße  to  gleich   ist,   und  dessen   Sinn   mit 
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dem  den  rechten  Winkels  L  (AB)  übereinstimmt  oder  nicht,  je  nachdem 
ttJ  positiv  oder  negativ  ist. 

Nun  bewirkte  aber  nach  Seite  209  f.  der  Projektivitätsbruch 

(24)  -^  '^''  ^' 


f) 


U.B.W) 


Ä,    B 


der  das  Strahlbüschel  ^A-^-^B  in  das  Strahlbüschel  ^A'  -h  t)B'  überführt, 
eine  Drehung  des  ersteren  Strahlbüschels  um  den  Winkel  tu.  Und  da  femer 
der  Bruch  ^(a,b,w)  aus  dem  Bruche  C(„  ^  „^  in  (12)  wegen  (20)  und  (21)  durch 
kombinatorische  Erweiterung  mit  dem  Punkt  8  entsteht,  so  ist  nach 
Satz  78  die  durch  den  Bruch  ^(a,b,w)  dargestellte  Drehung  des  Strahl- 
büschels X  =  lA  -\-  \)B  der  vom  Punkt  s  aus  genommene  Schein  der 
durch  den  Bruch  €(«,6,«)  bewirkten  positiv  zirkulären  Abbildung  der  Punkt- 
reihe o;  =—  ja  -h  X)h.  Die  aus  ihr  durch  diese  Abbildung  entstehende  Punkt- 
reihe a;'  —  ja'  -f  9&'  kann  also  dadurch  gewonnen  werden,  daß  man  die 
erstere  Punktreihe,  das  heißt  die  Punktreihe  a;  =  jo  -h  ^6,  vom  Punkt  8 
aus  durch  das  Strahlbüschel  X  =  j^  4-  9^  projiziert,  das  so  gewonnene 
neue  Strahlbüschel  um  den  Winkel  |  tt)  in  dem  angegebenen  Sinne  dreht 
und  endlich  das  dadurch  entstehende  Strahlbüschel  X'  ^iA'-\-^B'  wieder 
mit  der  Geraden  ah  zum  Schnitt  bringt;  dann  schneidet  dasselbe  aus  der 
Geraden  a6  die  Punktreihe  a:'  =-  ja'  -f  q6'  aus.  Man  hat  also  den  Satz: 
Satz  150:  Jede  positiv  zirkuläre  Abbildung  einer  Punktreihe 
läßt  sich  als  perspektives  Abbild  der  Drehung  eines  gewissen 
Strahlbüschels  darstellen. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  daß  der  Sinn  der  Drehung,  der  einem 
positiven  Werte  des  Drehwinkels  tt)  zugehört,  sowohl  für  positive  wie  für 
negative  Massen  der  Punkte  a  und  b  dem  Sinne  des  Stabes  [ah]  entspricht 
Denn  sind  erstens  die  Massen  der  Punkte  a  und  h  beide 
positiv,  so  laufen  die  Stäbe  [sa]  und  [sh]  vom  Punkt  s 
aus  nach  der  (geraden  ab  hin.  Der  Sinn  des  rechten 
Winkels  Z.([sö],  [sh]),  der  den  Drehungssinn  für  den 
positiven  Winkel  XO  angibt,  entspricht  also  dem  Sinn 
der  Geraden  ab,  genommen  von  a  nach  b  hin,  das 
heißt,  da  die  Massen  von  a  und  h  beide  positiv  sind, 
dem  Sinne  des  Stabes  [ab]  (vgl.  Figur  97). 

Sind  zweitens  die  Massen  der  Punkte  a  und  b  beide 
negativ,  so  laufen  die  Stäbe  [sa]  und  [sb]  beide  nach 
der  von  der  Geraden  [ab]  abgekehrten  Seite.  Aber  der 
Sinn  des  rechten  Winkels  /.([sa],  [ä6])  entspricht  noch 
immer  dem  Sinne,  der  Geraden  ab  genommen  vona  nach 
h  hin,  und  da  die  Massen  der  beiden  Punkte  a  und  b  negativ  sind,  so  stimmt 
dieser  wiederum  mit  dem  Sinne  des  Stabes  [ab]  überein  (vgl.  Figur  98). 


Fl«.  97. 


AbscbniU  17,  Qleiohiing  (24).     Satz  160. 
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Fig.  98. 


Fig.  99. 


Ist  endlich  drittens  eine  von  den  beiden  Massen  der  Punkte  a  und  b 
positiv,  die  andere  negativ,  so  geht  der  eine  von  den  beiden  Stäben  [so] 
und  [sb]  nach  der  Geraden  ah  hin,  der  andere  von  ihr  fort^  und  der  Sinn 
des  rechten  Winkels  L  {[sa\,  [sh])  wird  ent- 
gegengesetzt mit  dem  Sinne  der  Geraden  ah, 
genommen  von  a  nach  6  hin.  Er  stimmt  aber 
mit  Rücksicht  auf  die  ungleichen  Vorzeichen 
der  Massen  von  a  und  h  doch  wieder  mit  dem 
Sinne  des  Stabes  [ah]  überein  (vgl.  Figur  99). 

Da  die  Lage  des  Punktes  6'  (oder  t)  und 
die  Größe  des  Winkels  tn  zusammen  mit  einer 
Angabe  über  den  positiven  Sinn  der  Geraden 
a5  die  von  uns  betrachtete  positiv  zirkuläre  Ab- 
bildung vollständig  charakterisieren,  so  mögen 
die  Punktes  und^die  „Drehpunkte"  und  der 
Winkel  lü  der  „Drehwinkel  der  positiv 
zirkulären  Abbildung  c*'  genannt  werden. 

Man  kann  übrigens  die  Drehpunkte  s 
und  t,  nachdem  einmal  ihre  Existenz  nachge- 
wiesen, noch  einfacher  konstruieren,  als  es  oben 
geschehen  ist  Denn  da  Winkel  Z.  (a'sh') 
durch  eine  bloße  Drehung  aus  dem  Winkel 
Z-  (ash)  hervorgeht  (vgl.  Figur  96),  so  ist 
er  ebenfalls  ein  rechter  Winkel.  Die  Dreh- 
punkte s  und  t  der  Abbildung  liegen  also  auch  auf  dem  Kreise,  der 
die  Punkte  a'  und  h'  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat.  Diese 
Drehpunkte    lassen   sich  daher  auch   dadurch  finden,    daß   man   über  den 


> 


Fig.  100. 
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Abstanden  der  Zähler-  und  Nennerpunkte  des  Bruches  (12)  die  Halbkreise 
schlägt  (vgl.  Figur  100). 

Wann  wird  die  positiv  zirkuläre  Abbildung  einer  Punktreihe  invoUUo- 
risch?  Die  elliptische  Punktinvolution  als  Schnitt  der  Rechtivinkelinvottäion. 
Diese  vereinfachte  Konstruktion  der  Drehpunkte,  die  zugleich  auch  den 
Drehwinkel  ergibt,  versagt  nur  dann,  wenn  der  Drehwinkel  W  =»  .  ,  oder> 
was  geometrisch  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 

lü  =  Y  +  n«: 

ist,  unter  n  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Denn  dann  fallen  die  Punkte  a' 
und  h'  beziehlich  mit  den  Punkten  b  und  a  zusammen,  so  daß  die  beiden 
bei  der  vereinfachten  Konstruktion  der  Drehpunkte  benutzten  Halbkreise 
sich  decken.  Man  muß  also  in  diesem  Falle  auf  die  ursprüngliche  Kon- 
struktion der  Drehpunkte  zurückgreifen. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Ausnahmefalles  ist  evident.  Da 
ßich  nämlich  alsdann  die  Punkte  a  und  b  wechselseitig  entsprechen,  so 
ist  in  diesem  Falle  die  positiv  zirkuläre  Abbildung  involutorisch.  Und 
in  der  Tat  zeigt  auch  die  Figur  96,  daß  die  Wiederholung  der  Abbildung 

n 

e  *  überhaupt  jeden  Punkt  der  Punktreihe  jra  -f  96  in  sich  überführt. 
Der  in volu torische  Charakter  der  fraglichen  Abbildung  ergibt  sich  aber 
auch  sogleich  analytisch;  denn  es  ist  nach  (17)  (vgl.  auch  Seite  171) 

(25)  c'2=e, 

womit  zugleich  gezeigt  ist,  daß  die  fragliche  Involution  nichts  anderes  ist 
als  die  bereits  zur  analytischen  Darstellung  der  positiv  zirkulären  Abbil- 
dung c*"  benutzte  elliptische  Involution  e  ==      ~  k' 

Zugleich    entnimmt    man    aus    der    Figur    96,    daß    die   Abbildung 

e  >  a-  e  die  einzige  Involution  ist,  die  unter  den  positiv  zirkulären  Ab- 
bildungen   e'^    enthalten   ist;    denn     die    oben    erwähnten    Abbildungen 


A^-^'"), 


in  denen  n  eine  ganze  Zahl  ist,  sind  ja  sämtlich  entweder  mit 
der  Involution  c  identisch  (nämlich  für  jedes  gerade  n)  oder  nur  dem 
Vorzeichen  nach  von  ihr  verschieden  (für  jedes  ungerade  n).  Man  hat 
also  den  Satz: 

Satz  151:  Eine  positiv  zirkuläre  Abbildung 


•M  6,  —  a 


a,       0 
einer  Punktreihe  wird  dann  und  nur  dann  involutorisch,   wenn 


Abachnitt  17,  Gleichung  (86).    Satz  161  und  162. 


217 


man  dem  Drehwinkel  der   positiv  zirkulären  Abbildung   einen 
der  Werte  r  O       1        2 


j  iBt, 


wird 


y^xt 


dz^ct 


(gerade  oder 
u: 

ß  \*        /  =»  4-  c. 

Von  besonderem  Interesse  ist  aber  auch  die  schon  oben  (Seite  210  f.) 
zur  analytischen  Darstellung  der  Drehung  %  des  Strahlbüschels  benutzte 
Strahlinvolution  II ,  durch  welche  die  ellip- 
tische Involution  e  yon  ihren  Drehpunkten 
aus  projiziert  wird  (vgl.  Figur  101).  Die- 
selbe ist  dadurch  ausgezeichnet,  daß  die 
Strahlen  eines  jeden  Paares  der  Involution 
aufeinander  senkrecht  stehen,  und  kann  da- 
durch erzeugt  werden,  daß  man  ein  Strahl- 
bQschel  um  seinen  Scheitel  herum  um  einen 
rechten  Winkel  dreht.  Diese  Strahlinvolution 
heißt  deshalb  die  „Rechtwinkelinvolu- 
tion". 

Einen  zweiten  Namen  verdankt  diese  In- 
volution ihrer  Beziehung  zum  Kreise.  Da  näm- 
lich beim  Kreise  je  zwei  zueinander  senkrechte 
Durchmesser  zugleich  einander  in  bezug  auf 
den  Kreis  konjugiert  sind,  so  weist  die  Recht- 
winkelinvolution einem  jeden  Durchmesser 
eines  um  ihren  Scheitel  geschlagenen  Kreises 
seinen  konjugierten  Durchmesser  zu.  Aus 
diesem  Grunde  nennt  man  die  Rechtwinkel- 
involution auch  wohl  die  „Kreisinvolu- 
tion", und  wir  verwendeten  deshalb  schon 
oben  fürdieselbe  den  Buchstaben  ^. 

Für  die  Rechtwinkelinvolution  (Kreis- 
involution) entspringt  aus  dem  Satze  138 
ein  wichtiger  Speziaisatz.  Da  nämlich  nach  Satz  138  eine  Strahlinvolution 
durch  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  bis  auf  einen  Zahlfaktor  ein- 
deutig bestimmt  wird,  so  ergibt  sich  durch  Anwendung  auf  den  Fall  der 
Rechtwinkelinvolution  der  Satz: 

Satz  152:     Eine    Strahlinvolution,    die    zwei    Paare    aufein- 
ander senkrechter  Strahlen  enthält,  weist  überhaupt  einem  jeden 


Fig.  101. 
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Strahle  einen  zu  ihm  senkrechten  Strahl  zn,  das  heißt,  sie  ist 
die  Rechtwinkelinvolution. 

Man  kann  femer  die  zwischen  einer  beliebigen  elliptischen  Punkt- 
involution  e  und  der  Rechtwinkelinvolution  bestehende  Beziehung  in  dem 
Satze  darstellen: 

Satz  153:  Für  eine  jede  elliptische  Punktinyolution  e  gibt  es 
zwei  zu  ihrem  Träger  symmetrisch  liegende  Punkte  s  und  t, 
yon  denen  aus  die  elliptische  Punktinyolution  durch  eine  Recht- 
winkelinyolution  (Kreisinvolution)  projiziert  wird;  jene  beiden 
Punkte  heißen  die  Drehpunkte  der  elliptischen  Punktinyolution, 
Man  kann  dieselben  finden,  indem  man  zwei  Kreise  konstuiert. 
welche  die  Punkte  je  eines  Paares  der  elliptischen  Punktin- 
yolution zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  haben. 

Und   von   diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung,  nämlich  der  Satz: 

Satz  154:  Die  Rechtwinkelinvolution  wird  von  jeder  nicht 
durch  ihren  Scheitel  gehenden  Geraden  in  einer  elliptischen 
Punktinvolution   geschnitten, 

was  man  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (15)  für  eine  elliptische 
Punktinvolution  e  sofort  beweisen  kann,  indem  man  den  Bruch  (6)  för  die 
Rechtwinkelinvolution  St  mit  einem  Stabe  der  schneidenden  Geraden  plani- 
metrisch  erweitert.  Aus  diesem  Beweise  geht  noch  hervor,  daß  der  Satz 
154  ebenso  auch  für  eine  beliebige  elliptische  Strahlinvolution  ü  gilt.  Denn 
der  in  der  Formel  (40)  des  15.  Abschnitts  für  eine  beliebige  elliptische 
Strahlinvolution  ß  gegebene  Ausdruck  stimmt  seiner  Form  nach  mit  dem 
Ausdruck  (6)  für  die  Rechtwinkelinvolution  1^  genau  überein.  Nur  sind 
bei  einer  beliebigen  elliptischen  Strahlinvolution  die  Nennerstäbe  nicht  an 
die  Bedingung  gebunden,  daß  sie  gleich  lang  sein  und  aufeinander  senk- 
recht stehen  müssen.  Diese  Bedingung  aber  kommt  bei  dem  für  die  Recht- 
winkelinvolution gegebenen  Beweis  nicht  in  Betracht. 

Da  ferner  die  Kreise,  welche  die  Punkte  eines  Paares  der  elliptischen 
Involution  e  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  haben,  sämtlich  durch 
die  Drehpunkte  s  und  /  der  Involution  hindurchgehen,  und  umgekehrt 
jeder  Kreis,  der  durch  die  Punkte  s  und  t  geht,  aus  der  Geraden  ah  ein 
Paar  der  elliptischen  Involution  e  ausschneidet,  so  ergibt  sich  der  freilich 
noch  der  Verafigemeinerung  fähige  Satz: 

Satz  155:  Jedes  Büschel  von  Kreisen,  die  durch  zwei  feste 
Punkte  gehen,  schneidet  aus  dem  Mittellot  der  Verbindungs- 
linie dieser  Punkte  eine  elliptische  Punktinvolution  aus  (vgl. 
Figur  102). 

Aus  dem  Satze  153  kann  man  noch  eine  weitere  Folgerung  ziehen, 
wenn  man  den  Begriflf  etceiei'  sidi  trennenden  Eltmetüenpaare  einer  Punkt- 


Abgchnitt  17.     Säte  168  bis  165. 
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reihe  und  eines  Strahlbüschels  einführt. 
Am  leichtesten  laßt  sich  derselbe  an 
«inem  Strahlbüschd  entwickeln. 

Man  sagt  nämlich  von  zwei  Strahl- 
paaren Äf  B  und  Cy  D  eines  Strahl- 
büschels, deren  vier  Strahlen  von  ein- 
ander verschieden  sind:  ^sie  trennen 
sich",  wenn  man  den  Strahl  A  durch 
Drehung  um  den  Scheitel  s  des  Strahl- 
büschels nicht  in  den  Strahl  B  über- 
führen kann,  ohne  entweder  den  Strahl 
C  oder  den  Strahl  D  zu  überschreiten 
(vgl.  Figur  103).  Diese  Beziehung  zwi- 
schen den  beiden  Strahlpaaren  J.,  B 
und  Cy  I)  ist  gegenseitig;  denn  man 
kann  dann  auch  nicht  den  Strahl  C  durch 
Drehung  um  s  in  den  Strahl  D  über- 
führen, ohne  entweder  den  Strahl  A 
oder  den  Strahl  B  zu  überschreiten. 

Entsprechend  sagt  man  von  zwei 
Punktpaaren    a,  h  und  c,  d  einer  Ge- 
raden, deren  vier  Punkte  vonein- 
ander verschieden  sind:  „sie  tren- 
nen sich",  wenn  man  auf  der  Geraden 
der  beiden  Punktpaare  vom  Punkt 
a  zum   Punkt  h    nicht    gelangen 
kann  (auch  nicht  auf  dem  Umwege 
durchs    Unendliche),     ohne     ent- 
weder   den    Punkt    a    oder    den 
Punkt  h  zu  überschreiten  (vgl.  Fi- 
gur 104).     Auch  kann  man  dann 
umgekehrt  nicht  vom  Punkt  c  zum 
Punkt  d  gelangen,  ohne  entweder  den  Punkt  a  oder 
den  Punkt  h  zu  überschreiten. 

Aus  diesen  Erklärungen  folgt  noch:  Zwei  Strahl- 
paare ^,  B  und  Cy  D  eines  Strahlbüschels,  deren  vier 
Strahlen  voneinander  verschieden  sind,  „trennen 
sich  nicht",  wenn  man  den  StrahM  durch  Drehung 
um  den  Scheitel  s  des  Strahlbüschels  in  den  Strahl 
J?  überführen  kann,  ohne  einen  von  den  beiden  Strah- 
len C  und  D  zu   überschreiten   (vgl.  Figur  105). 


Fi«.  105. 
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Flg.  106.    Pig.  107.     Plg.  108. 


Dann  wird  man  notwendig  bei  der  umgekehrten  Drehung  des  Strahles 
A,  bis  man  zum  Strahle  B  gelangt^  sowohl  den  Strahl  C  wie  den  Strahl  D 
überschreiten,  und  auch  hier  gilt  wieder  Entsprechendes  von  dem  Über- 
gang des  Strahles  C  in  den  Strahl  D:  Man  kann  ihn  auf  doppelte  Weise 
vollziehen;  entweder  überschreitet  man  keinen  von  den  beiden  Strahlen  A 
und  B  oder  aber  beide  Strahlen. 

Ebenso:  Zwei  Punktpaare  a,  h  und  c,  d  einer  Geraden,  deren  vier 
Punkte  voneinander  verschieden  sind,  ^^trennen  sich  nicht'',  wenn  man  von 
dem  Punkt  a  zum  Punkt  h  auf  endlichem  Wege  oder 
auf  dem  Umwege  durchs  Unendliche  gelangen  kann, 
ohne  c  oder  d  zu  überschreiten  (vgl.  die  Figuren  106, 
107  und  108).  Dann  wird  man  jedesmal  auf  dem  an- 
deren Wege,  der  von  a  nach  h  führt,  sowohl  den  Punkt  c 
wie  den  Punkt  d  überschreiten  müssen;  und  umgekehrt 
wird  man  von  c  nach  d  gelangen  können,  ohne  a  oder 
h  zu  überschreiten,  und  andererseits  auch,  indem  man 
sowohl  a  wie  b  überschreitet. 

Man  kann  zu  diesen  Erklärungen  noch  den  Satz 
hinzufügen: 

Satz  156:  Hat  man  in  einem  Grundgebilde 
zwei  sich  trennende  Elementenpaare  a,  6  und  c,  rf,  und  wählt 
man  aus  jedem  der  beiden  Paare  ein  Element  aus,  so  erhält  man 
zwei  Elemente,  die  durch  die  beiden  anderen  Elemente  nieht 
getrennt  werden  (vgl.  Figur  104). 

In  der  Tat  gibt  es  nur  die  beiden  folgenden  Elementgruppierungen, 
die  den  Angaben  des  Satzes  entsprechen: 

a,  c;    bf  d    und     a,  rf;    6,  c, 

und  in  beiden  Ghnippierungen  wird  das  eine  Paar  durch  das  andere  nicht 
getrennt 

Ebenso  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  des  Satzes: 
Satz  157:  Hat  man  in  einem  Grundgebilde  zwei  sich  nicht 
trennende  Elementenpaare  a,  &  und  o,  (2,  so  kann  man  aus  jedem 
der  beiden  Paare  ein  Element  in  solcher  Weise  auswählen,  daß 
die  beiden  gewählten  Elemente  durch  die  beiden  anderen 
Elemente  getrennt  werden.  Es  ist  aber  zweitens  auch  eine 
solche  Auswahl  möglich,  daß  die  beiden  gewählten  Elemente 
durch  die  beiden  anderen  Elemente  nicht  getrennt  werden  (vgl. 
die  Figuren  106,  107  oder  108). 

Auf  Grund  dieser  neuen  Begriffe  folgert  man  aus  dem  Satze  153  ohne 
weiteres  den  Satz: 
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Satz  158:  In  einer  elliptischen  Involution  trennen  sich  je 
zwei  Paare  entsprechender  Elemente  (vgl.  Figur  101). 

Es   gilt  aber  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes,  nämlich  der  Satz: 

Satz  159:  Trennen  sich  in  einer  Involution  zwei  Paare  ent- 
sprechender Elemente,  so  ist  die  Involution  elliptisch. 

Es  genügt,  den  Satz  für  eine  Punktinvolution  zu  beweisen.  Sind 
a,b  und  c,d  die  beiden  Paare  sich  trennender  Punkte,  so  schlage  man 
über  ah  und  cd  nach  derselben  Seite  hin  die  Halbkreise.  Dieselben 
müssen  sich,  da  die  Punktpaare  a,  b  und  c,  d  nach  der  Voraussetzung  sich 
trennen  sollen,  in  einem  Punkt  s  schneiden.  Von  diesem  Punkt  s  aus 
aber  erscheinen  die  beiden  Punktpaare  a,  h  und  c,  d  unter  rechten  Winkeln. 
Nach  Satz  152  ist  somit  die  durch  die  Strahlpaare  [sa]j  [s5];  [sc],  [sd] 
bestimmte  Involution  die  Rechtwinkelinvolution.  Andererseits  folgt  aus 
dem  Satze  44,  wenn  man  ihn  auf  zwei  involtäorische  Punktreihen  und 
ihre  Scheine  anwendet,  mit  Rücksicht  auf  den  Begriff  der  Involution  der 
Speziaisatz: 

Der  Schein  einer  Punktmvolution  von  einem  außerhalb  ihres  Trägers 
liegenden  Punkte  aus  genommen  ist  eine  Strahlinvolution. 

Insbesondere,  wird  daher  auch  die  oben  betrachtete  Punktinvolution 
vom  Punkte  s  aus  durch  eine  Strahlinvolution  projiziert.  Diese  Strahl- 
involution aber  hat  mit  der  Rechtwinkelinvolution  vom  Scheitel  s  die 
beiden  Strahlpaare  [sa\  [s6];  [sc'\j  [sd\  gemein  und  ist  also  mit  ihr  iden- 
ti.sch.  Folglich  ist  umgekehrt  die  gegebene  Punktinvolution  der  Schnitt 
einer  Rechtwinkelinvolution  und  daher  nach  Satz  154  eine  eUiptisdte  Punkt- 
involution. 

Die  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  der  positiv  zirkulären  Abbildung 
einer  Punktreilie,  die  Doppelpunktsinvolution  dieser  Abbildung,  Wir  wenden 
uns  nunmehr  zu  der  Frage  nach  den  Doppelpunkten  der  positiv  zirku- 
lären Abbildung.  Sieht  man  von  dem  Ausnahmefalle  ab,  wo  der  Dreh- 
winkel 10  der  Abbildung  ein  ganzes  Vielfaches  von  tc  ist,  wo  also  die 
beiden  zur  Erzeugung  der  positiv  zirkulären  Abbildung  benutzten  Hülfs- 
strahlböschel  strahlweise  zusammenfallen,  und  somit  auch  die  beiden  durch 
die  Abbildung  einander  zugeordneten  Punktreihen  sich  punktweise  decken, 
so  bleiben  unter  den  positiv  zirkulären  Abbildungen  nur  solche  Projekti- 
vitäten  übrig,  die  sicher  keine  reellen  Doppelpunkte  haben.  Aber  es  ist 
für  die  geometrische  Deutung  der  bei  der  analytischen  Behandlung  des 
Problems  der  Doppelpunkte  auftretenden  konjugiert  komplexen  Haupt- 
zahlen und  Doppelpunkte  von  Interesse,  den  Kalkül  für  die  Aufsuchung 
der  Doppelpunkte  (vgl.  Seite  149  ff.)  gei*ade  auch  auf  den  vorliegenden 
geometrisch  evidenten  Fall  anzuwenden. 
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Die  Hauptzahlen  r^  and  die  Doppelpunkte  d^  einer  Projektivität  r  auf 
einer  Geraden  wurden  definiert  durch  die  Gleichungen 

(26)  rfrr-rA    ^-1,2, 
die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

(27)  0~d,(x,-t),    t=l,2. 

Setzt  man  hierin  entsprechend  der  Entwickelung  auf  Seite  150 

(28)  d,^i,a-\-t),h,    ^-1,2, 
80  verwandelt  sich  die  Gleichung  (27)  in 

0-j,a(r,-r)  +  t|,t(r,-r) 
oder  wegen  (12)  in  die  Doppelpunktsgleichung 

(29)  0^^,{x,a-a')^\),(xfi-h'), 
aus  der  für  t^  die  quadratische  Gleichung  folgt: 

(30)  [(r,a-aO(r,6-&')]-0     oder 

(31)  [a6]t?  -  { [ah]  +  [a6T }  r,  +  [a'6']  -  0. 

Diese  Gleichung  aber  vereinfacht  sich,  da  wegen  (13) 

[a'h]  -=  coBtü[ab] 

(32)  [ab"]  -cosn)[afe] 

(33)  rf  —  2costt)r,+  1  =  0 

und  liefert  für  r^  die  Werte 

r^  =  cos  nj  +  Vcos'  lü  —  1      oder 

(34)  r<  =  coslü  ±  i  sintt)  =  ei*". 

Die  beiden  Hauptzahlen  sind  also  für  die  betrachtete  spezielle  Pro- 
jektivität auf  der  Geraden,  der  wir  den  Namen  der  positiv  zirkulären  Ab- 
bildung beigelegt  haben,  zwei  konjugiert  komplexe  Einheiten,  deren 
Amplituden  abgesehen  vom  Vorzeichen  mit  dem  Drehwinkel  der  positiv 
zirkulären  Abbildung  übereinstimmen. 

Um    die   zugehörigen  Doppelpunkte   zu  ermitteln,  hat   man   die   ge- 
fundenen Werte  von  r,  in  die  Doppelpunktsgleichung  (29)  einzutragen  und 

0  —  j,  {(costt)  ±  i  8inlo)a  —  o')  -f  ^<((costt)  ±  isinw)6--  6'} 
oder  wegen  (13) 

0  —  j, {(coslp  ±  i8inw)a--  (    coswa  +  sin»  6)) 
-f  9, 1  (cos  tt)  ±  i  sin  tt))6  —  (—  sin  tt)  a  +  cos  tt)  6) } . 
Hier  heben   sich   die  Glieder  mit  costo   fort,   und    die  Gleichung   verein- 
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facht  sich  zu 

(35)  0  -  sin  m  { ±  ia  -  6)  +  t),{±  i6  +  a))  • 

Schließt  man  daher  den  schon  oben  erwähnten  Fall  aus,  wo  rv  ein 
ganzes  Vielfaches  von  x  ist,  setzt  also  voraus,  daß 

(36)  10  -f  n« 

seiy  unter  n  eine  ganze  Zahl  verstanden,  die  Null  mit  eingeschlossen,  so  wird 

(37)  sinW  +  O, 
und  die  Gleichung  (35)  reduziert  sich  auf 

(38)  0~i,{±ia-b)  +  U±ib  +  a), 

wofür  man  auch  schreiben  kann,  wenn  man  aus  der  ersten  Klammer  ±  i 

herauszieht  ^  .    , 

„d„  0  =  ±«E,(«±«6)  +  9,(«±«*) 

(39)  0-(±ij,  +  9,)(;a±i6). 

Da   aber   die  Punkte   a  und  b   reell   und   von  Null    verschieden   sind,  so 

"'*'*«^  a±i6  +  0. 

Die  Gleichung  (39)  kann  daher  nicht  anders  befriedigt  werden,  als  wenn 

(40)  ±if,+  9.  =  0 

isiy  und  man  erhält  also  zwischen  den  Ableitzahlen  j^  und  t)^  der  Doppel- 
punkte df  die  Beziehung 

während  eine  von  diesen  beiden  Ableitzahlen,  zum  Beispiel  j,,  ganz  will- 
kürlich angenommen  werden  kann 

Wählen  wir  ztierst  diese  Größe  reell,  etwa  =  1,  und  bezeichnen  sie 
für  diesen  Fall  durch  das  Symbol  j,,  die  entsprechenden  Werte  von  9, 
und  df  mit  t)^  und  d^,  so  erhalten  wir  das  System  von  Gleichungen: 

(42)  E.=  l,  (43)  9,-Ti, 

also  nach  (28) 

(44)  d.'-aTib. 

Es  ergeben  sich  also  bei  der  getroflfenen  Wahl  der  Größe  j,  für  die 
Doppelpunkte  d^  und  d^  die  konjugiert  komplexen  Werte 

(45)  di'-'a  —  xh      und      ^  =  a  -h  i&, 

denen   der   obigen  Entwicklung  zufolge   als  Hauptzahlen   beziehlich   die 
Größen 

(46)  Tj  =- cos»  +  i  sin»  —  c*»     und     r,  =  cosro  —  i  sinm  =  e-*» 
zugeordnet  sind. 
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Man  erhält  daher  für  die  positiv  zirkuläre  Abhildung 

(vgl.  Gleichung  (19))  die  Bruchdarstellung 

,--v                                ,„       (co8!D-f  i8into)(a  — 15),  (ooiW  —  i8intD)(aH- i^) 
(47)         r(,,,,„)-c»»-  ^^__v^^ ^^pj^ 

"■       ~rt  — 16,  a  +  i6  ' 

Hieraus  folgt:  Die  ^^Komponenten''  a  und  h  der  beiden  konjugiert 
komplexen  Doppelpunkte  sind  von  der  Größe  IP  des  Drehwinkels  der  po- 
sitiv zirkulären  Abbildung  e*^  vollständig  unabhängige  und  man  hat  nicht 
nur  die  Doppelelemente  dieser  einen  speziellen  positiv  zirkulären  Abbil- 
dung e*^  gefunden,  sondern  zugleich  die  Doppelelemente  aller  positiv  zir- 
kulären Abbildungen,  die  aus  der  Abbildung  e*^  durch  Veränderung  des 
Drehwinkels  tt)  hervorgeben.  AUe  diese  Abbildungen  bilden  nach  der 
Formel  (56)  des  15.  Abschnitts,  die  man  mit  Rücksicht  auf  (47)  auch  in 
der  Form  schreiben  kann:  ^ 

(48)  ^{a,b,YO,)f{a,b,tO^)  =  f  (a,6,  W, +  »,) 

zusammen  eine  „kontinuierliche  eingliedrige  Gruppe  von  Ab- 
bildungen"*). 

Übrigens  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  auf  dem  Träger  der  positiv 
zirkulären  Abbildung  neben  den  Punkten  n  und  b,  die  in  der  Gleichung 
(47)  als  Komponenten  der  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  erscheinen, 
noch  unendlich  viele  gleichwertige  Punktpaare  vorhanden  sind,  die  ein 
brauchbares  Komponentenpaar  für  die  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte 
abgeben.     Um  dies  zu  zeigen,  lege  man 

zweitens  den  willkürlich  gebliebenen  Zahlgrößen  ?,(<==  1,2)  komplexe 
Zahlwerte  bei  und  berücksichtige,  daß  diese  Zahlwerte  dabei  jedenfalls 
konjugiert  komplex  sein  müssen,  weil  sonst  die  Ausdrücke  für  die  Doppel- 
punkte selbst  nicht  konjugiert  komplex  ausfallen  könnten,  was  doch  nach 
Satz  101  erforderlich  ist.  Man  setze  also  etwa  die  Größen  ii  und  ^, 
zwei  konjugiert  komplexen  Einheiten  gleich,  das  heißt 

(49)  Ji  =»  cos  f  -f  i  sin  f    und     j,  =  cos  f  —  i  sin !, 

1)  „Eingliedrig*^  heißt  eine  Gruppe  von  Abbildungen,  wenn  die8elben  ausein- 
ander durch  Veränderung  einer  einzigen  Zahlgröße  hervorgehen;  diese  Zahlgröße  heißt 
der  „Parameter  der  Gruppe".  Eine  eingliedrige  Gruppe  von  Abbildungen  heißt 
,, kontinuierlich*',  wenn  man  durch  stetige  Änderung  des  Parameters  von  einer 
jeden  Abbildung  der  Gruppe  zu  einer  jeden  anderen  gelangen  kann,  und  überdies  einer 
unendlich  kleinen  Änderung  des  Parameters  stets  anch  nur  eine  tmendlich  kleine 
Änderung  der  Abbildung  selbst  entspricht. 
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WO  f  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeutet  Nun  war  nach  (41)  ^,  von  j, 
nur  um  den  Faktor  T  i  verschieden.  Bei  der  Ersetzung  der  Größe 
j^  —  1  durch  die  Größen  Xt  "  cos !  ±  i  sin !  multipliziert  sich  daher  auch 
der  Wert  von  Q^  mit  dem  Faktor  cos  f :]::  i  sin  f ,  und  dasselbe  gilt  dann 
auch  von  den  dem  Werte  J,  —  1  zugehörigen  Werten 

dt  -  ha  -h  ^fi 
der  Doppelelemente,  das  heißt,  es  wird 

rf,  —  (cos !  +  i  sin  ')äi  und     (/,  —  (cos  f  —  i  sin  f)  d, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (45) 
(50)  rfj  =  (cos !  -|-  i  sin  t)  (a  —  ib)    und     d^  =  (cos !  —  i  sin  f)  (a  -f  i6) 

oder  endlich 

(dl  =  (cos  f  ö  +  sin !  6)  —  i(—  sinf  a  +  cos  f  h) 

[d^  =  (cos  f  ö  +  sin !  6)  -f- 1(—  sin  f  a  -h  cos !  b). 

Man  erhält  also  wirklich  für  die  Doppelemente  d^  wieder  ein  kon- 
jugiert komplexes  Punktpaar,  und  setzt  man  etwa  zur  Abkürzung 

und 

so  ergeben  sich  für  seine  Komponenten  p  und  q  die  Werte 

\p  ==      cos !  a  +  sin  !  6 


(52)  lä^-P-i^ 


(53) 

I  ^  ==  —  sm  f  a  +  cos  r  6 , 

für  die  man  mit  Rücksicht  auf  (13)  und  (18)  auch  schreiben  kann: 
(54)  P^f;         e.^-^. 

Diesen  Gleichungen  zufolge  gehen  die  neuen  Komponenten  p,  q  der 
konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  aus  dem  zuerst  gefundenen  Kom- 
ponentenpaare a,  b  durch  eine  zur  Gruppe  e*"  gehörige  positiv  zirkuläre 
Abbildung   e*^  hervor.     Und    da   die  Punkte  a  und  b  ein  Paar  der  Invo- 

n 

lution  c  *  =  e  bilden,  woraus  folgt,  daß  die  von  einem  Drehpunkte  s  der 
positiv  zirkulären  Abbildungen  r  und  e  ausgehenden  Strahlen  [sa]  und  [sb\ 
aufeinander  senkrecht  stehen,  da  femer  die  Strahlen  [sp]  und  [sq]  aus  [so] 
und  [sb]  durch  eine  Drehung  um  den  Winkel  f  hervorgehen,  so  stehen 
auch  die  Strahlen  [sp]  und  [sq]  aufeinander  senkrecht,  und  die  Punkte  p 
und  q  bilden  daher  nach  Satz  153  ebenfalls  ein  Paar  der  Involution  e. 
Wegen  der  Willkürlichkeit  des  Winkels  f  kann  man  aber  endlich  auch 
umgekehrt  die  Punkte  eines  jeden  Paares  dieser  Involution  als  Komponenten 
der  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  der  Abbildung  e'"  verwenden. 

Gr»tmann«  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.    I.  16 


226  1^16  Projektiv! täten  mit  konjugiert  komplexen  Hauptzablen. 

Da  ferner  dieses  Ergebnis  wieder  von  der  Größe  des  Drehwinkels  m 
vollkommen  unabhängig  ist,  die  Doppelpunkte  (52)  also  allen  Abbildungen 
der  kontinuierlichen  eingliedrigen  Gruppe  c''"  zugehören,  so  hat  man 
den  Satz: 

Satz  160:  Eine  jede  Abbildung,  die  in  der  kontinuierlichen 
eingliedrigen  Gruppe  der  positiv  zirkulären  Abbildungen 

enthalten  ist,  und  deren  Drehwinkel  tu  nicht  gerade  ein  ganzes 
Vielfaches  von  %  ist,  besitzt  zwei  konjugiert  komplexe  Doppel- 
elemente, deren  Komponenten  aber  ihrer  Lage  nach  nur  in  so 
weit  bestimmt  sind,  als  sie  ein  Punktpaar  derjenigen  Involution 

bilden  müssen,  die  selbst  der  Gruppe  angehört. 

Da  nach  dem  Satze  160  ein  beliebiges  Paar  p,  q  der  Involution  t, 
welche  in  der  Gruppe  e*"  enthalten  ist,  mit  den  beiden  zur  Definition  der 
Gruppe  benutzten  Punkten  a,  b  ganz  gleichberechtigt  erscheint,  so  drängt 
siöh  die  Frage  auf,  ob  jene  Punkte  auch  zur  analytischen  Darstellung  der 
Abbildungen  e*^  benutzt  werden  können. 

Um  diese  Frage  zu  erledigen,  stelle  man  für  den  Augenblick  die 
elliptische  Involution  f  etwas  ausführlicher  durch  das  Symbol  t,^  j.  dar, 
setze  also 

Dann  entnimmt  man  aus  den  Gleichungen  (53),  daß 
(56)  j^'^-^>==      ^ 

ist.  Folglich  erhält  man  für  diejenige  elliptische  Involution  t(^.,),  die 
aus  den  Argumenten  p  und  q  auf  dieselbe  Weise  abgeleitet  ist,  wie  die 
Involution  e^^  ^j  aus  den  Argumenten  a  und  6,  das  heißt  für  die  Involution 

die  Darstellung 

m  v,)-^~i-J-^'^^'-t(«,6). 

Die  beiden  Involutionen  e^^^,)  und  e^^^^j  sind  also  überhaupt  miteinander 

identisch,  und  es  wird  somit  auch 

(59)  et(p,9)»  —  ^(o.*)w. 

und  man   sieht   daher,   daß   das   zur  analytischen  Darstellung  der  positiv 
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zirkulären  Abbildung  c*<<» »*>'"'  benutzte  Punktpaar  a,  h  auch  durch  ein  be- 
liebiges anderes  Paar  jp,  q  derjenigen  Involution  ersetzt  werden  kann,  die 
in  der  Gruppe  der  positiv  zirkulären  Abbildungen  c'^'**')»  enthalten  ist. 
Dabei  müssen  aber  die  Massen  der  Punkte  p,  q  dieses  Paares  entsprechend 
den  Gleichungen  (53)  bestimmt  werden. 

Damit  erledigt  sich  denn  zugleich  auch  die  Frage,  ob  die  Punkte  a,  b  in 
der  Punktreihe,  deren  projektive  Beziehung  durch  die  Gruppe  e*^  von  positiv 
zirkulären  Abbildungen  vermittelt  wird,  eine  besondere  Lage  einnehmen  oder 
nicht.  Bei  der  ursprünglichen  Einführung  der  positiv  zirkulären  Abbil- 
dung e*^  wurden  die  Punkte  a  und  b  als  zwei  ganz  beliebige  Punkte  des 
Trägers  der  Abbildung  bezeichnet.  Andererseits  sind  aber  die  durch  das 
Symbol  c*"  dargestellten  positiv  zirkulären  Abbildungen  nicht  auch  zu- 
gleich ganz  beliebige  positiv  zirkuläre  Abbildungen  ihres  Trägers,  sondern 
eben  solche  Abbildungen,  in  denen  die  ursprünglich  ganz  beliebig  ge- 
wählten Punkte  a,  b  eine  ausgezeichnete  Stellung  einnehmen.  Denn  die 
Punkte  a  und  b  müssen  nach  dem  obigen  ein  Paar  der  Involution 
bilden,  die  in  der  Gruppe  e*^  enthalten  ist,  und  ihre  Massen  müssen  über- 
dies, wie  die  Entwickelung  auf  Seite  212  ff.  zeigt,  so  gewählt  werden,  daß 
auch  die  Punkte  b  -\-  a   und  b  —  a  dieser  Involution  als  Paar  angehören. 

Wegen  der  engen  Beziehung,  in  der  die  Komponenten  py  q  der  konju- 
giert komplexen  Doppelpunkte  aller  Projekti  vi  täten  der  Gruppe  e**°  zu  der 
in  ihr  enthaltenen  elliptischen  Involution  e  stehen,  betrachtet  man  diese 
Involution  r  geradezu  als  das  greifbare  Abbild  der  konjugiert  komplexen 
Doppelpunkte  jener  Projekti vitäten  und  nennt  sie  die  „Doppelpunkts- 
involution"  der  positiv  zirkulären  Abbildungen  e*^. 

Die  positiv  eirJctUäre  Abbildung  eines  Strahlbüschels.  Es  ist  klar,  daß 
die  oben  betrachtete  Drehung  eines  Strahlbüschels 

5)u,i,,»)-e*",      ft  =  J'"5, 

von  der  wir  zu  der  positiv  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe  gelangt 
sind,  noch  nicht  das  allgemeinste  dualistische  Gegenstück  dieser  positiv 
zirkulären  Abbildung  ist.     Denn  während  in  dem  Ausdrucke 

^/j^v        ^  -„       cos»  a-|- ein»  &,    —  sin»  a -)- costD  &  b^—a 

(bO)      r(a.ft.„)  =  6«"  = ^ ,    e  =  ----^, 

durch  den  die  positiv  zirkuläre  Abbildung  einer  Punktreihe  dargestellt 
wurde,  die  Nenner  a  und  b  zwei  ganz  beliebige  nicht  zusammenfallende 
Punkte  sein  dürfen,  mußten  in  dem  Ausdrucke 

//»^N     ^                     ft„       cosw^-j-ginlOjB,  ~8intD.l-4-co8toB     ^       B,—A 
(blj    2)u.Ä,„)  =  c«" -^ ^ ,   ft=-^^^^, 

16* 
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für  die  Drehung  eines  Strahlbüschels  die  Nenner  A  und  B  zwei  zu  ein- 
ander senkrechte  und  gleich  lange  Stäbe  sein. 

Aber  man  braucht  nur  diese  beiden  Beschränkungen  in  der  Wahl 
der  Nenner  aufzuheben  und  unter  A  und  B  zwei  ganz  beliebige  Stäbe  zu 
verstehen,  die  nicht  einer  und  derselben  Geraden  angehören,  die  sich  also 
nicht  nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  um  das  genaue  dualistische 
Gegenstück  zu  der  positiv  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe  zu  er- 
halten. Wir  bezeichnen  die  so  entstehende  Abbildung  durch  das  Symbol 
^(A,B,xo)i  setzen  also 

(62)    €m.i,.„)  =  c*«  = -j-^ ^ ,     ü--^^— -^, 

vorausgesetzt,  daß  unter  A  und  B  zwei  beliebige,  aber  nicht  nur  um  einen 
Zahlfaktor  verschiedene  Stäbe  verstanden  werden,  und  nennen  die  Abbil- 
dung ^{A,B,to)  eine  „positiv  zirkuläre  Abbildung  eines  Strahl- 
büschels*^  Eine  solche  Abbildung  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  beiden 
durch  sie  aufeinander  bezogenen  konzentrischen  Strahlbüschel  von  jeder 
Geraden  in  zwei  positiv  zirkulär  verwandten  Punktreihen  geschnitten 
werden.  Führt  man  nämlich  für  die  beiden  Zähler  des  Bruches  in  (62) 
wieder  die  Bezeichnungen  A'  und  B'  ein,  setzt  also 

A'  =      cos  \oA  -f  sin  \qB 


(•»)  1^-: 


sinttJ^  -f-  cosWB, 


so  lassen  sich  die  beiden  durch  die  Abbildung  (62)  aufeinander  bezogenen 
Strahlbüschel  durch  die  Vielfachen  summen 

iX-iA  +t)B    und 
^^^  \X'^iA-  +  t)B' 

ausdrücken.  Versteht  man  ferner  unter  G  einen  beliebigen  Stab  in  der 
die  beiden  Strahlbüschel  schneidenden  Geraden,  so  erhält  man  für  die  von 
dieser  Geraden  aus  den  beiden  Strahlbüscheln  ausgeschnittenen  Punktreihen 
die  Darstellung 

X  -[ÖX]  "llGAl  -ht)[GE] 

Setzt  man  daher  endlich  noch 

so  nehmen  die  Ausdrücke  (65)  für  die  beiden  ausgeschnittenen  projektiven 
Punktreihen  x  und  x'  die  Gestalt  an: 

(67)  P,  -?»+"'• 

W  -  la  +  t,b' . 


(«^)  C'Z 
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Die  beiden  Punktreihen  x  und  x    werden  also  durch  den  Bruch 

(öö)  C(a,A,»)"=  -"  ^ 

aufeinander  bezogen,  in  welchem  wegen  (66)  und  (63) 

(a'-=      cos  to  a -f  ein  ttJ  6 
^  (6  =»  —  smroa  +  cosW  6 

ist.  Diese  Gleichungen  (69)  aber  bilden  nach  Seite  211  gerade  die 
Bedingung  daför,  daß  die  beiden  Punktreihen  x  und  x'  miteinander 
positiv  zirkulär  verwandt  sind. 

Andererseits  sieht  man,  daß  man  stets  zwei  positiv  zirkulär  verwandte 
Strahlbüschel  erhält,  wenn  man  zwei  positiv  zirkulär  verwandte  Punkt- 
reihen von  einem  beliebigen  Scheitel  aus  projiziert;  und  die  so  erzeugte 
positiv  zirkuläre  Abbildung  eines  Strahlbüschels  geht  nur  dann  in  eine 
bloße  Drehung  eines  Strahlbüschels  über,  wenn  das  Projektionszentrum 
mit  einem  der  beiden  Punkte  s  und  t  zusammenfällt,  die  oben  als  die 
Drehpunkte  der  positiv  zirkulären  Verwandtschaft  beider  Pimktreihen  be- 
zeichnet wurden.  Dabei  ist  wenigstens  für  die  letzte  Behauptung  noch 
die  Einschränkung  zu  machen,  daß  der  Träj^er  der  beiden  Punktreiheu 
nicht  ganz  im  Unendlichen  liegen  darf. 

Bas  Nachmidtipli zieren  eines  Stabes  mit  der  Feldeinheit.  Die  Dreliuny 
der  Strecken.  Eine  ausgezeichnete  Stellung  unter  den  positiv  zirkulären  Ab- 
bildungen einer  Geraden  uimmt  die  Abbildung  ein,  die  durch  den  Schnitt 
der  Drehung  eines  Strahlbüschels  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  er- 
zeugt wird. 

Um  zu  der  analytischen  Darstellung  dieser  Abbildung  zu  gelangen, 
entwickeln  wir  zunächst  ein  allgemeines  Verfahren,  vermöge  dessen  man 
zu  jedem  Stabe  „seine"  Strecke,  das  heißt  diejenige  Strecke,  ableiten  kann, 
die  mit  dem  Stabe  nach  Länge,  Richtung  und  Sinn  übereinstimmt. 

Es  sei  also  A  ein  Stab,  dessen  Gerade  durch   den  einfachen  Punkt  s 
geht,  und  g  seine  Strecke;  dann  erhält  man  nach  Satz  9  aus  der  Strecke 
g   den  Stab  Aj   indem    mau    die   Strecke  g   mit    dem    Punkt  6-    vormulti- 
pliziert, also  mittelst  der  Formel 
(70)  Ä-[sg\. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  man  umgekehrt  aus  dem  Stabe  A  seine 
Strecke  g  ableiten  kann,  indem  man  ihn  mit  der  Feldeinheit  J  nach- 
multipliziert (vgl.  Seite  27).     In  der  Tat  wird  nach  (70) 

iAJ\=^[sgJ] 
oder  nach   der  Formel  (18)    des   dritten  und  der  Formel  (8)  des  zweiten 
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Da  aber  die  Stufensumme  von  J  und  5  gleich  3  und  die  Strecke  g  mit 
der  Feldeinheit  J  inzident  ist,  so  läßt  sich  diese  Gleichung  nach  Formel 
(9)  des  4.  Abschnitts  auch  schreiben: 

lAJ]~[Js]g 
oder  nach  (48)  des  2.  Abschnitts  in  der  Form 

[AJ]  =  [sJ\g 

oder  endlich,  da  nach  Formel  (5)  des  3.  Abschnitts 

[sJ]=l 
ist,  in  der  Form 

(71)  [ÄJ^-g. 

Damit  ist  aber  wirklich  der  Satz  bewiesen: 

Satz  161:  Aus  einem  Stab  erhält  man  seine  Strecke,  indem 
man  ihn  mit  der  Feldeinheit  J  nachmultipliziert. 

Bezeichnet  man  jetzt  in  dem  Ausdrucke  für  die  Drehung  des  Strahl- 
büschels (vgl.  Gleichung  (61)): 

/-«vK         -.  cos  »-4  + sin  ».B,  —sin  tu -4  + cos  »B         »^     -^      B^  —  Ä 

(72)  2)(^.fl.n.)  = 2^ ^ =  ^",  ^-Ar~B' 

die  Strecken  der  beiden  Stäbe  Ä  und  B  mit  g  und  /t,  so  daß  also  g  und 
h  zwei  zueinander  senkrechte  Strecken  von  gleicher  Länge  sind,   so  wird 

(73)  [^J]=9    und     [BJ]  =  h. 

Durch  planimetrische  Erweiterung  mit  J  entsteht  also  aus  dem  Brache  in 

(72)  der  Bruch 

/«^N  ^  coBtt)  p-f-sinro  Ä,  sinttJ  ^ +  cosn)  Ä  .„  h^  —  g 

(74)  li(,.A,„) j^      —       =6«",    e-^— -^. 

Derselbe  stellt  aber  nach  Satz  79  den  Schnitt  der  Drehung  ^(a,  b,xo) 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  J  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
diejenige  Abbildung  dar,  die  aus  der  Drehung  (72)  des  Strahlbüschels 
hervorgeht,  wenn  man  die  bei  ihr  in  Betracht  kommenden  Stäbe  durch 
deren  Strecken  ersetzt.  Der  Ausdruck  b(j,,  *,«,)  bewirkt  also  eine  Drehung 
aller  Strecken  der  Ebene  um  den  Winkel  U).  Femer  folgt  noch,  daß  die 
zur  Drehung  b(y.A.n))  gehörende  Involution,  das  heißt  die  Drehung  aller 

Strecken  der  Ebene  um  den  Winkel  ^  ,  den  Wert  besitzt: 

<m 

was  auch  geometrisch  sofort  einleuchtet. 

Die  Drehung  b(p,  *,„)  der  Strecken  der  Ebene  besitzt  nun  aber  vor 
allen  übrigen  positiv  zirkulären  Abbildungen  einer  Punktreihe  den  Vorzug, 
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daß  sie  von  jedem  Punkte  s  der  Ebene  aus  projiziert  die  Drehung  ^  {A.B,n) 
eines  StrahlbQschels  um  einen  gleich  großen  Winkel  m  ergibt,  während 
dies  bei  einer  beliebigen  positiv  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe 
nur  f&r  die  Projektion  von  den  beiden  Drehpunkten  aus  zutrifft.  In  der 
Tat,  ist  s  ein  ganz  beliebiger  Punkt,  so  stellt  der  durch  planimetrische 
Erweiterung  mit  s  aus  (74)  hervorgehende  Bruch 

.-ßv  -.  coB  to[8 g] -\- Bin to  [ah],  —sin  tD[8g]-\-coBto [sh] 

die  Drehung  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  s  um  den  Winkel  lo 
dar;  denn  die  Stäbe  [sg]  und  [sh]  stehen  aufeinander  senkrecht  und  sind 
gleich  lang. 

Eine  beliebige  Projektivität  mit  konjiigieii  lamplexen  Doppeleletnenien 
und  ihre  Beziehung  zur  positiv  zirkulären  Abbildung.  Unsere  Betrachtungen 
über  Projektivitäten  mit  konjugiert  komplexen  Doppelelementen  weisen 
nun  aber  noch  eine  Lücke  auf.  Sie  beschränkten  sich  nämlich  durchaus 
auf  die  positiv  zirkulären  Abbildungen  einer  Punktreihe  und  eines  Strahl- 
büschels. Es  bleibt  aber  noch  die  Frage  offen,  ob  es  neben  den  positiv 
zirkulären  Abbildungen  nicht  vielleicht  noch  andere  Projektivitäten  mit 
konjugiert  komplexen  Doppelelementen  gibt.  Wir  kehren  daher  nunmehr 
zu  der  auf  Seite  208  begonnenen  Hauptuntersuchung  über  Projektivi- 
täten in  der  Geraden  mit  konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  zurück. 

Es  seien  also  wieder  die  Hauptzahlen  r,  und  r^  einer  Projektivität 
p  in  der  Geraden  konjugiert  komplex  oder  entgegengesetzt  rein  imaginär. 
Es  sei  etwa 

(77)  tj  =  a -f- ib     und     rj  =  a  — ib, 

wo  a  und  b  reell  sind,  und 

(78)  b  +  0 

ist,  und  es  seien  die  zugehörigen  Doppelpunkte,  die  in  diesem  Falle  nach 
Satz  101  stets  konjugiert  komplex  sind,  nach  dem  Vorbilde  von  Seite  152  ff. 
bestimmt.     Es  möge  sich  ergeben 

(79)  d^  =  ^/  -  16     und     rf,  =  a  +  tft^; 

dann  wird 

/o^x  (tt-f  i6)(a~t6).  (tt  — ib)(a-hi&) 

^^  ^""  a-i6,  a-\-\b 

Dieser  Bruch  aber  unterscheidet  sich  von  dem  Bruche  (47)  für  die  positiv 
zirkuläre  Abbilduni? 


1)  Hinsichtlich  der  Bezeichnung  vergleiche  man  die  Fußnote  auf  Seite  168. 


,Q„s  .  (co8W-f  i8mtD)(a  — i6),  (co«W  — i8mtD)(a-|-i6) 
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nur  um  einen  reellen  Zahlfaktor.     In  der  Tat,  setzt  man 

(81)  |a  =  »cos« 

wo  ö  positiv  ist,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (^80)  in 

(82)  H  —  0  (<^Q^"^  +  ^^^°>P)(<'~^^)^  ( 

das  heißt,  es  wird  wegen  (47)  und  (19) 

(83)  ^  =  ö  t(a,  b,  n>)  =  öc*»"  —  t)  (cosiü  -f-  e sin  ttj) ,  r  =  ^~~^* 

Behufs  B^ormulierung  dieses  Ergehnisses  hemerke  man  noch,  daß^ 
falls  man  den  trivialen  FaU  der  Deckung  ausschließt,  von  dem  oben  be- 
nutzten Satze  101  auch  die  Umkehrung  gilt,  nämlich  der  Satz: 

Satz  162:  Jede  von  der  Deckung  verschiedene  Projektivität 
in  der  Geraden  mit  konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  be- 
sitzt auch  zwei  konjugiert  komplexe  oder  entgegengesetzt  rein 
imaginäre  Hauptzahlen. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man  den 
Satz  100  mit  der  Entwicklung  von  Seite  196  f.  zusammenhält. 

Nunmehr  kann  man  den  Inhalt  der  Gleichung  (83)  in  dem  Satze 
darstellen: 

Satz  163:  Besitzt  eine  Projektivität  in  der  Geraden  zwei  kon- 
jugiert komplexe  Doppelpunkte,  so  kann  sie  sich  von  einer 
positiv  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe  nur  um  einen 
konstanten  reellen  Zahlfaktor  unterscheiden  und  ist  also  rein 
geometrisch  betrachtet  mit  einer  solchen  Abbildung  identisch*). 

Aus  dieser  geometrischen  Deutung  der  Projektivität  in  der  Geraden  im 
Falle  konjugiert  komplexer  Doppelpunkte  folgt  insbesondere  für  den  Durch- 
laufungssinn  der  durch  sie  auf  einander  bezogenen  Punktreihen  der  Satz: 

Satz  164:  Die  beiden  Punktreihen  einer  Projektivität  mit 
konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  werden  stets  in  demselben 
Sinne  durchlaufen. 

Damit  ist  auch  für  den  Fall  konjugiert  komplexer  Doppelpunkte  eine 
Bestätigung  des  allgemeinen  in  Satz  9(3  gegebenen  Kriteriums  für  den 
Durchlaufungssinn  zweier  projektiven  Punktreihen  derselben  Geraden  ge- 
funden. Denn  da  in  diesem  Falle  auch  die  Hauptzahlen  r,  und  i^  kon- 
jugiert komplex  oder  doch  wenigstens  entgegengesetzt  rein  imaginär  sind^ 


1)  Der  Ausnahmefall  der  Deckung,  mit  dem  der  Satt  162  belastet  war,  spielt 
hier  keine  Rolle,  da  unter  den  positiv  sirkulftren  Abbildungen  ja  auch  die  Deckung 
mit  enthalten  ist. 
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nämlich  die  Werte  (77)  besitzen,  in  denen  a  auch  gleich  Null  sein  kann, 
während  nach  (78)  b  +  0 

ist,  80  wird  das  Produkt  rjr,,  welches  nach  Satz  140  dem  Potenzwert  der 
Projektivität  gleich  ist,  sicher  positiv.     Es  wird  nämlich 
(84)       '"^'         rir,-(a-f  ib)(a-ib)-a»  +  b«; 

diese  Summe  aber  ist  positiv,  da  nach  der  Voraussetzung  a  und  b  reell 
sind  und  b  der  Ungleichung  (78)  genügt.  Und  bei  positivem  Potenzwert 
werden  nach  Satz  96  die  beiden  Punktreihen  in  demselben  Sinne  durch- 
laufen. 

Nebenbei  hat  sich  bei  dieser  Begründung  der  Satz  ergeben: 
Satz  165:    Eine  jede  Projektivität  mit  konjugiert  komplexen 
Doppelpunkten    besitzt    einen    positiven    Potenzwert;    derselbe 
wird  =-  1  für  die  positiv  zirkuläre  Abbildung,  und  nur  für  diese. 
Für  die  letztere  ist  nämlich 

a  =  cos  n?     und     b  =  sin  ro , 
also  wird  a*  +  b^  =  1 ;  und  ist  umgekehrt  diese  Gleichung  erfüllt,  so  wird 
wegen  der  Gleichungen  (81)  ü  =  1,  die  Gleichung  (83)  reduziert  sich  somit 

auf   ||  =  f(a,6,W)- 

Wendet  man  den  Satz  163  speziell  auf  eine  Involution  mit  konju- 
giert komplexen  Doppelpunkten,  das  heißt  auf  eine  elliptische  Involution, 
an,  so  erhält  man  den  Satz: 

Satz  166:  Eine  elliptische  Punktinvolution  kann  sich  stets 
nur  um  einen  konstanten  reellen  Zahlfaktor  von  einer  gewissen 
involutorischen  positiv  zirkulären  Abbildung 

ff 

unterscheiden. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Satz  kann  man  die  oben  in  (54)  gefundene 
Parameterdarstellung  des  laufenden  Paares  ^?,  q  einer  involutorischen  positiv 
zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe,  das  heißt  die  Gleichungen 


(«^)  ll'I 


ac«'  5,  _o 


als  die  simultanen  Gleichungen  einer  eUiptisdien  PunMinvolution  bezeichnen. 

Diese  Darstellung  einer  elliptischen  Punktinvolution  liefert  einen  neuen 
Beweis  für  den  bereits  oben  bewiesenen  Satz  118,  nach  welchem  es  in  jeder 
elliptischen  Involution  zu  jedem  Paare  der  Involution  ein  und  nur  ein 
zweites  Paar  gibt,  das  zu  dem  ersten  Paar  harmonisch  liegt. 

Wegen  der  Willkürlichkeit  des  Anfangspaares  a,  h  genügt  es  dabei, 
zu   zeigen,   daß   diesem  Anfangspaar  stets   ein   von   ihm   harmonisch  ge- 
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trenntes  Paar  der  Inyolution  zugehört.     Bezeichnet  man  die  Punkte  eines 
solchen  Paares  mit  x  und  y,  seinen  Parameter  mit  tt),  setzt  also 

80    hat   man    zu    untersuchen,   ob    es   einen  Winkel  it)  gibt,  für  den    das 
Doppelverhältnis 

(87)  (ahxy)  -  -  1 

ist,  für  den  also  wegen  (86)  die  Gleichung  besteht 

(88)  {ah  oe*"  66*") 1 

oder   nach    dem  Begriff   des  Doppelverhältnisses    eines  Punktwurfes   (vgL 
die  Formel  (1)  des  5.  Abschnitts)  die  Gleichung 

^"^^^  [ac»w.fe]'[6e«n'.6] 

Nun  ist  nach  (19)  (vgl.  auch  (14)) 

[06*"=      cos  lü  a -f- sin  tt)  6 
(90)  \ 

^     ^  [fec*"' =— sintt)  a  ■+- costt)  6; 

[a  •ae*"']  =  sintt)[a6],    [a  •  fce*"]  =      costt)  [a6] 
[ac»»  •  6]  =  costt)  [a6],    [te*»*  -6]  =  —  sintt)  \ah\ . 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (89)  ein,  so  verwandelt  sie 
sich  in  _ _... 

oder  in 


sintt) 

C08W  * 

C08W   ^ 

sin  w  ^  ' 

tg^tt) 

=  1, 

tgtt) 

-±i, 

tt) 

=  ±r 

''"""^^''^  ta»-±l.    also 

(91) 

Diese  beiden  Werte  des  Parameters  tt)  liefern  aber  dasselbe  Paar  der  In- 
volution nur  mit  vertauschten  Punkten,  und  man  erhält  also  den  folgenden 
Satz,  dessen  erster  Teil  sich  mit  Satz  118  deckt,  soweit  sich  dieser  auf 
eine  Punktinvolution  bezieht: 

Satz  167:  In  einer  elliptischen  Punktinvolution  gibt  es  zu 
einem  jeden  Paar  ein  und  nur  ein  zweites  Paar,  das  zu  ihm  har- 
monisch liegt;  dasselbe  geht  aus  dem  ersteren  Paar  hervor,  in- 
dem man  die  Strahlen,  die   dieses  Paar   von   einem  Drehpunkte 

aus  projizieren,  um  den  Winkel  ^  dreht. 

Eine  Bestätigung  dieses  Ergebnisses  bietet  die  Figur  96  (auf  Seite  213), 
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welche  die  Involution  veranschaulicht,  die  durch  die  Gleichungen 

ta  =  ae*" 

clargestellt  wird.  In  dieser  Figur  wird  das  Paar  a,  b  der  in  Frage  stehen- 
den Involution  durch  das  Paar  a  -{■  b  und  a  —  b  harmonisch  getrennt,  und 
man  sieht  sogleich,  daß  dieses  Paar  auch  das  einzige  Paar  jener  Involution 
ist,  das  zu  dem  Paar  a,  b  harmonisch  liegt,  und  daß  der  Winkel 

L  ([sa],  [8(a  +  6)])  -  L  ([sb],   [s{a  -  b)])  «  ? 
ist 

Es  bietet  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  unsere  für  Punktreihen 
derselben  Geraden  entwickelten  Sätze  auf  konzentrische  Strahlbüschel  zu 
übertragen.  So  überzeugt  man  sich  zum  Beispiel  leicht  von  der  Richtig- 
keit des  dem  Satze  163  entsprechenden  Satzes: 

Satz  168:  Besitzt  eine  Projektivität  im  Strahlbüschel  zwei 
konjugiert  komplexe  Doppelstrahlen,  so  kann  sie  sich  von  einer 
positiv  zirkulären  Abbildung  eines  Strahlbüschels  nur  um  einen 
konstanten  reellen  Zahlfaktor  unterscheiden  und  ist  also  rein 
geometrisch  betrachtet  mit  einer  solchen  Abbildung  identisch. 

Die  Bechttvinkdinvolution  oder  die  Kreisinvolution.  Die  Achsen  einer 
Involtäion.  Aus  dem  Satze  168  folgt  insbesondere,  daß  eine  elliptische 
Strahlinvolution 

(92)  e  =  ff^ 

identisch  ist  mit  einer  involutorischen  positiv  zirkulären  Abbildung  eines 
Strahlbüschels.  Dieselbe  geht  aus  der  allgemeinen  positiv  zirkulären  Ab- 
bildung (62)  eines  Strahlbüschels  dadurch  hervor,  daß  man  10  =  «  s®*^* ; 
wodurch  man  in  der  Tat  erhält 


(93)  «(^1..^)=«* 


n 


e*y  =  e  = 


B,-A 


A,      B 

Von  früher  her  ist  uns  schon  als  BechtuinkeUnvohUion  oder  Kreis- 
involution diejenige  Strahlinvolution  dieser  Art  bekannt,  die  für  das  be- 
sondere Argument  W  =  aus  der  auf  Seite  209  flf.  betrachteten  Drehung 
^M,  B,  »)  eines  Strahlbüschels  entsteht.  Für  dieses  Argument  aber  nimmt 
die  Gleichung  (11)  die  Form  an 

Man  erhält  also  für  die  Recht winkelinvolntion  genau  denselben  Ausdruck 
wie  oben  in  (93)  bei  der  allgemeinen  involutorischen  positiv  zirkulären 
Abbildung  eines  Strahlbüschels;  nur  bedeuten  jetzt  die  Größen  A  und  B 
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zwei  zueinander  senkrechte  und  gleich  lange  Stäbe.  Um  diesem  Unter- 
schiede auch  einen  formalen  Ausdruck  zu  verleihen,  bezeichnen  wir  für 
den  Augenblick  zwei  solche  zueinander  senkrechte  und  gleich  lange  Stabe 
anstatt  mit  A  und  B  mit  E^  und  E^^  ersetzen  also  die  Gleichung  (94) 
durch  die  Gleichung 

(95)  a  (,..,,,«)  _.«F-ft_|---|. 

Die  Rechtwinkeliuvolution 

(96)  ft  =  J^-| 

erweist  sich  bei  vielen  Untersuchungen  über  senkrechte  Gebilde  als  nütz- 
lich. Will  man  zum  Beispiel  die  Frage  beantworten,  ob  unter  den  Paaren 
einer  beliebigen  Strahlinvolution  @  stets  ein  Paar  senkrechter  Strahlen 
enthalten  ist,  so  benutze  man  als  Nenner  des  Involutionsbruches  @  irgend 
zwei  zueinander  senkrechte  und  gleich  lange  Stäbe  E^  und  E^.  Dann 
erhält  man  nach  Satz  133  für  den  Bruch  @  die  Darstellung 

Ist  jetzt 

(98)  X  -  t,E,  +  s,£, 

ein  Strahl  des  betrachteten  Strahlbüschels,  der  auf  seinem  konjugierten 
Strahle  X@  senkrecht  steht,  und  dessen  Ableitzahlen  jj  und  j,  selbst- 
verständlich nicht  beide  gleich  NuU  sind,  so  kann  sich  der  Strahl  XS 
von  dem  Strahle  X9^  höchstens  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  da» 
heißt,  es  muß 

(99)  XS-nXt 
sein,  unter  n  ein  Zahlfaktor  verstanden,  oder 

(100)  X(@-nft)  =  0. 

Setzt  man  aber  in  diese  Gleichung  für  X  seinen  Wert  aus  (98)  ein,  so 
erhält  man  die  Gleichung 

(101)  i,E,(ß  ~  nÄ)  +  i,E^{^  -  nft)  -  0 
oder  wegen  (97)  und  (96) 

(102)  jr,  (a„J5;,  +  (a,,  -  n)^,)  +  r,((a,,  -f  xi)E,  -  a.^E,}  -  0. 

Aus  ihr  aber  folgt,  da  ^^  und  j,  nicht  gleichzeitig  verschwinden  sollen^ 
für  n  die  quadratische  Gleichung 

(103)  [{a.,£,  +  (a„  -  n)i:,)  ((a„  +  n)£,-o„£i)]  -  0; 

und  diese  verwandelt  sich,  wenn  man  ausmultipliziert  und  mit  [E^E^ 
dividiert,  in 

(104)  u«  -  (a„  -  a,i)n  -  a,^a^^  ~  a},  -  0 
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und  ergibt  für  n  die  beiden  Werte 
(105)  „  =  "'>— "±^»"^-il±l^ , 

die,  wie  man  sieht,  stets  reell  sind.  Für  die  beiden  in  (102)  nnd  (103) 
auftretenden  Größen  Oj,  —  n  und  a,i  -|-  n  femer  findet  man  auf  Gh-und 
von  (105)  die  Werte 


(106) 


0,1  +  n 2 


<''^>         1(0..-''; 


Nun  nimmt  aber  die  Gleichung  (102),  wenn  man  nach  Ei  und  jE,  ordnet, 
•die  Form  an 

(107)  (a„ j,  +  (0,,  +  n)  j,)E.  +  ((a,.  -  n)j,  -  a„j.)JS;,  -  0. 

Diese  Gleichung  aber  zerfällt,  da 

ist,  in  die  beiden  in  Ji  und  j,  linearen  und   homogenen  Zahlgleichungen: 

Oll  Ji  +  (öji  +  n)?i  -  0 
(ai2-n)Ji-        Oll    ?8  =  ö,  ^ 

deren  Determinante  nach  (103)  verschwindet,  woraus  folgt,  daß  die  Glei- 
chungen (108)  nicht  nur  die  von  uns  oben  ausgeschlossene  Lösung 
j^  ==  jj  =»  0  zulassen,  sondern  daß  sie  auch  befriedigt  werden  durch  je 
zwei  Größen  jj  und  j,,  deren  Verhältnis  durch  jede  von  den  beiden 
gleichwertigen  Gleichungen  (108)  bestimmt  wird.  Man  erhält  so  die  beiden 
gleichbedeutenden  Proportionen: 
(109^  {S.:E.-a..  +  n:-a.. 

l  =  Qu         :  a,2  —  n  >*' 

für  die  man  wegen  (106)  auch  schreiben  kann: 


(110) 


,  . ,  _  »11  +  '«■  ±V(''it  +  "1.)'+*  "ii' .  _ 

cl  •  Cl  o 


oder  wenn  man  die  dem  oberen  Vorzeichen  entsprechenden  Werte  von  J, 
und  {j  mit  jjj  und  fj,,  die  dem  unteren  Vorzeichen  entsprechenden  Werte 
mit  i^  und  {j,  bezeichnet   und    von    den    beiden  Darstellungen   des  Ver- 

1)  Nor  wenn  gleichzeitig 

011=0    und    Q,i-|-n  =  0    also   auch    Oi,  —  n  =  0 
ist,  lassen  diese  Proportionen  das  Verhältnis  i^ : ;,   unbestimmt.     Dann    aber  ist  die 
StrahlinTolution  @  von  der  Rechtwinkelinvoluiion  ft  nur  um  einen  konstanten  Zahl- 
faktor n  verschieden  (vgl.  Gleichung  (97)  und  (96)),  was  wir  ausschließen  wollen. 
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hältnisses  bei  dem  Verhältnis  j^  :  Jj,  die  erste,  bei  dem  Verhältnis  jji  :  J„ 
die  zweite  Darstellung  wählt, 


(111) 


Für  die  zugehörigen  beiden  Stäbe  Xj  und  X,   erhält  man   also  die  Aus- 
drücke 


(112) 


Diese  Werte  zeigen  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (96),  daß  zwischen 
den  beiden  Stäben  Xj  und  Xj  die  Beziehung  herrscht 
(113)  X^  =  X,  t, 

das  heißt,  die  beiden  Strahlen  X,  und  Xj  der  Strahlinvolution  @,  denen 
durch  diese  Involution  zwei  zu  ihnen  senkrechte  Strahlen  zugewiesen 
werden,  stehen  selbst  aufeinander  senkrecht;  und  es  gibt  also  in  der  Invo- 
lution @  nur  ein  Pdar  zugeordneter  zueinander  senkrechter  Strahlen.  Die- 
selben heißen  die  „Achsen  der  Strahlinvolution  @".  Man  hat  daher 
den  Satz: 

Satz  169:  In  jeder  Strahlinvolution,  die  sich  von  der  Recht- 
winkelinvolution ihres  Scheitels  nicht  nur  um  einen  konstanten 
Zahlfaktor  unterscheidet,  gibt  es  ein,  aber  auch  nur  ein  Paar 
zugeordneter  zueinander  senkrechter  Strahlen;  dieselben  heißen 
die  Achsen  der  Strahlinvolution. 

Bei  einer  hyperbolischen  Strahlinvolution  steht  das  ihr  angehörende 
Paar  senkrechter  Strahlen  zu  den  Doppelstrahlen  der  Involution  in  einer 
engen  Beziehung.  Sind  nämlich  B^  und  Dj  die  Doppelstrahlen  einer  hy- 
perbolischen Strahlinvolution  ^,  so  gestattet  dieselbe  nach  der  Gleichung 
(24)  des  16.  Abschnitts  die  Bruchdarstellung 

(114)  ^=t^~S:• 

Bezeichnet  man  alsdann  einen  Stab,  der  mit  D^  gleiche  Länge  hat  und 
der  Geraden  des  Stabes  2),  angehört,  mit  gD,,  so  stehen  die  Geraden 
der  Stäbe 

A-hflA     und     A-öA, 
die  mit  Rücksicht  auf  die  Form  des  Bruches  ^  sicher  ein  Paar  der  Invo- 
lution ^  bilden,  aufeinander  senkrecht;  denn  sie  halbieren  als  Diagonalen 
von  Rhomben  diejenigen  Winkel,  die  deren  Seiten  miteinander  einschließen 
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(vgl.  Figur  109).    Diese  Rhombusseiten  aber  fallen  in  die  Linien  der  Doppel- 
strahleu  D,  und  D,  der  Involution  ^.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  170:  In  jeder  hyperbolischen  Strahlinvolution  bilden 
die  beiden  Strahlen,  welche  die  Winkel  zwischen  -gAt 

den  beiden  Doppelstrahlen  halbieren,  das  der 
Involution  zugehörende  Paar  aufeinander  senk- 
rechten Strahlen,  das  heißt  die  Achsen  der  In- 
volution. 

Übrigens    ist   der   Satz   169    noch   einer  Verallge-  -^"9^ 
meinemng  fähig.  Wie  schon  oben  auf  Seite  235  f.  erwähnt 
wurde,  stimmt  der  Ausdruck  (92)   für   eine  elliptische 
Strahlinvolution  seiner  Form  nach  genau  mit  dem  Aus- 
drucke (96)  für  eine  Rechtwinkelinvolution  überein  und 
unterscheidet  sich  nur  insofern  von  ihm,  als  die  Nenner- 
stabe von  (92)   nicht  der  Bedingung  unterworfen  sind, 
daß  sie  aufeinander  senkrecht  stehen  und  gleiche  Länge 
haben  sollen.     Da  aber  in  dem  Beweise  des  Satzes  169 
von    dieser    besonderen    Eigenschaft    der    Rechtwinkel- 
involution kein  Gebrauch  gemacht  ist,    so  gilt  derselbe 
ohne  weiteres  auch    für    den  Fall,    wo    an    die  Stelle 
der  Rechtwinkelinvolution  eine  beliebige  elliptische  Strahlinvolution  tritt; 
und  ebenso  bleibt  der  Satz  auch  noch  bestehen,  wenn  man  die  elliptische 
Strahlinvolution  durch  eine  elliptische  Punktinvolution   ersetzt.     Man  hat 
daher  den  Satz: 

Satz  171:  Zwei  Involutionen,  von  denen  die  eine  elliptisch 
ist,  und  die  sich  voneinander  nicht  nur  um  einen  konstanten 
Zahlfaktor  unterscheiden,  haben  stets  ein  aber  auch  nur  ein 
reelles  Paar  konjugierter  Elemente  gemein. 


Abschnitt  18. 
Die  negativ  zirkuläre  Abbildung. 

Die  Gleichmnkelinvolution  oder  die  Umwendung  eines  Stralühüschds, 
Es  bleibt  nunmehr  noch  zu  untersuchen,  welche  geometrische  Bedeutung 
einer  negativ  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe  und  eines  Strahl- 
büschels zukommt. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehe  man  auch  hier  wieder  von  einer 
gewissen  geometrisch  leicht  übersehbaren  projektiven  Abbildung  eines- 
Strahlbüschels  aus,  und  zwar  von  derjenigen  Abbildung 

Ä\  B" 


(1) 


tt=- 


A.    B 
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eines  Strahlbüschels,  die  aus  der  oben  (Seite  208  ff.)   behandelten  Drehung 

A\  B' 


(2) 


2)- 


A,  B 

eines  Strahlbüschels  hervorgeht,  wenn  man  in  ihrem  Abbildungsbruche  (2) 
sowohl  die  beiden  Nennerstäbe  A  und  B  wie  auch  den  ersten  Zählerstab 
Ä  unverändert  läßt,  also 
<3)  Ä'  -  Ä 

annimmt,  den  zweiten  Zählerstab  B'  des  Bruches  (2)  aber  durch  den  ent- 
gegengesetzten Stab 
(4)  B"  ^-B' 

ersetzt,  also  den  Zählerstäben  A"  und  B"  des  Bruches  (1)  die  Werte  er- 
teilt (vgl.  die  Formeln  (4)   des  vorigen  Abschnitts): 

j  Ä'  =  cos  ro  -4  -f  sin  tt)  B 
^'^^  lJ9"=sintt)^-cosiü^, 

so  daß  der  Bruch  U  die  Form  annimmt 

cos»  A-\-%mxo  B^  %mXo  A  —  co%XoB 


(6) 


U  = 


A. 


Hier   sind    nach  Seite  209  die   Stäbe  A  und  B  gleich   lang    und   stehen 

aufeinander  senkrecht;  und  da  dieselben  Eigen- 
schaften dort  auch  den  Stäben  A'  und  B'  zu- 
kamen, $0  müssen  sie  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  von  den  Stäben 
Ä'  und  B"  gelten.  Da  femer  nach  der  Glei- 
chung (4)  der  Sinn  des  Stabes  B"  mit  dem 
von  B'  entgegengesetzt  ist,  und  der  Stab  B' 
von  dem  Stabe  A'  nach  derselben  Seite  um 
einen  rechten  Winkel  abwich  wie  der  Stab 
B  von  Ay  so  weicht  der  Stab  B"  von  dem 
Stabe  A"  nach  der  entgegengesetzten  Seite  um 
einen  rechten  Winkel  ab  wie  der  Stab  B  von  A 
(vgl.  Figur  110),  was  übrigens  auch  direkt  aus 
den  Gleichungen  (5)  hervorgeht. 
Die  beiden  projektiven  Strahlbüschel 

lA^t^B    und     iÄ'-^^B'\ 

-die  durch  den  Bruch  U   einander  zugewiesen   werden,   sind   dann  ebenso 
wie  früher  die  beiden  Strahlbüschel 

lA^\^B    und     lA'^r^B' 
einander  kongruent.     Aber  diesmal   haben   die   beiden  StrahlbüBchel  ew^ 


Fig    110. 
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gegmgesetzten  Sinn,  Dadurch  wird  es 
bedingt,  daß  die  beiden  kongruenten 
StrahlbQschel  zwei  Doppelstrahlen  be- 
sitzen,  deren  Lage  man  sogleich  errat. 
Denn  der  eine  von  ihnen  wird  den 
Winkel  i  {AA")y  der  andere  dessen 
Nebenwinkel  halbieren,  und  sie  werden 
also  aufeinander  senkrecht  stehen  müssen 
(vgl.  Figur  111). 

Doch  kann  man  dies  Ergebnis 
selbstverständlich  auch  aus  der  Doppel- 
strahlen- und  Hauptgleichung  der  Ab- 
bildung tt  entnehmen,  welche  lauten 
(vgl.  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  des 
14.  Abschnitts): 

( 7 )  0  =  i,(Ä  r,  -  Ä")  -f  t)XBx,  -  B")    und 

(8)  [AB]x',  -  [  [Ä"B]  +  [AB"] )  r,  -f  [A"B'']  -  0. 
Nun  ist  nach  (5)  f^^^^j    _      costp[^^], 

[AB'']    =^  ^  co9to[AB], 
[A"B"]  =  -  [^^J. 
Die  Uauptgleichung  (8)  nimmt  also  die  Gestalt  an 

(9)  r?  =  1 

und  liefert  für  die  Hauptzahlen  r^  die  Werte 

(10)  .  ^      -r    , 


Fig.  111. 


\u 1. 


Die  Gleichung  (7)  für  die  Doppelstrahlen  spaltet  sich  daher  in  die  beiden 
Gleichungen 

,0  =  j.(^-4")  +  9.(«-B")     und 
^     >  \0^i,i-A-Ä")-{-Xh{-B-B"), 

aus    denen   für   die    Verhältnisse  fj  :  Xj^   und  j, :  1),    der   Ableitzahlen   der 
Doppelstrahlen 

jDi  =- Ji^-f  ^iJB     und 


(12) 

die  Werte  folgen 

(13) 


hÄ  +  9,5 


,l,:th'=B"-B:A-A" 
U,:lh--(B  +  B"):A  +  Ä' 


Diese  Proportionen  aber  verwandeln  sich  wegen  (5)  in 

OraBm»nn.  ProJektiTe  Geometrie  d.  Ebene.    L 


16 


IL^ 
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Ji :  t)i  =  sin  to-ä  —  (1  +  C08  to)B :  (1  —  cos  tD)Ä  —  sin  toB 


Sin  g  coB-^A  —  2008*2  .B:  ^sm*--.^ 


sm-g-  cos— ^ 


—  2cos     (sin     A  —  cos  yJ^j  :  2 sin  -  (sin  ^A  —  cos     J5j  , 
das  heißt  in 

(14)  Ji :  9i  —  cos  Y  :  sin  ^  ;     und  in 

j, :  9,  =  —  (sin tt)^  +  (1  —  cos tt)) J?)  :  (1  +  cos XO)A  +  sin XoB 

=  ^  (2sinf  cosf  ^  +  2sin«f  5)  :  2cos*|^  +  2sinf  cosf  B 

=  —  2  sin Y  (cos  y^  +  sin  y B\ :  2cos y (cos  y .4  +  sin  y Bj , 
das  heißt;  in 

(15)  j,:^j^ sin  y:  cos  y 

Nach  (12)  kann  man  also  setzen,  indem  man  etwa  den  unbestimmt 
bleibenden  Proportionalitätsfaktor  der  beiden  Proportionen  gleich  1  an- 
nimmt, 


(16) 


Dl  »=      cosyJ.  -f  sin      jB 

Jji  =  —  Sin  y  J.  -f  cos  y  ij 


oder  nach  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Abschnittes 

(17) 

|A  =  i<2)(^,B,|). 

Diese  Gleichungen  besagen  aber,  daß  die  beiden  Doppelstrahlen  Dj  und  D, 
aus  den  Strahlen  A  und  B  durch  eine  Drehung  um  den  Winkel  _  ^ 
dem  Sinne  von  -4  nach  B  hin  hervorgehen,  womit  in  der  Tat  bewiesen 
ist,  daß  die  Doppelstrahlen  D^  und  D,  aufeinander  senkrecht  stehen  und 
den  Winkel  L  i-^^")  ^iid  seine  Nebenwinkel  halbieren  (vgl.  die  Figur  111). 
Führt  man  die  so  gewonnenen  Doppelstrahlen  D^  und  D,  der  Ab^ 
bildung  als  Nenner  in  den  Abbildungs brach  tt  ein,  so  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  (10)  für  U  die  Darstellung: 

(18)  "-Ir4: 

oder  wegen  (16)  /  »„  »«    v 

C08  -^  ^  -I-  Bin  y  B,    —  /—  Bin  y  ^  -h  COS  Y  J5j 

(19) 


tt« 


coiy.4-f-iin  yJJ,         —  nn  —  ii-|- co8--B 

Aus  jeder  von  diesen  beiden  Formen  des  Braches  tt  folgt  (vgl  die  Glei- 
chung (24)  des  16.  Abschnitts),  daß  die  durch  ihn  vermittelte  Abbildung 
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ein  besonderer  Fall  einer  hyperbolischen  Strahlinyolution  ist,  x^mlich  eine 
symmetrische  Abbildung  (Spiegelung)  des  zu  transformierenden  Strahl- 
büschels, welche  die  Halbierungslinie  D,  des  Winkels  L  {AA")  zur  Symme- 
trieachse hat;  denn  jeder  Strahl 

(20)        __JC-j^A  +  J.A 

des  betrachteten  Strahlbüschels   wird  durch  den 

Bruch  tt  in  den  Strahl 

(21)  x'-xii»j,A-JfA 

übergeführt,  der,  da  2>,  auf  Dj  senkrecht  steht, 
das  Spiegelbild  von  X  in  bezug  auf  D^  ist 
(vgl.  Figur  112);  dann  ist  übrigens  die  Gerade 
des  Stabes  X'  zugleich  auch  das  Spiegelbild 
der  Geraden  des  Stabes  X  in  bezug  auf  Z),,  vras 
auch  analytisch  sofort  einleuchtet,  denn  der  Aus- 
druck (21)  für  den  Bildstab  X'  des  Stabes  X  läßt 
sich  auch  in  der  Form  schreiben: 

(22)  X'=Xtt  =  -(j,A-JiA). 

Je  zwei  entsprechende  Strahlen  der  Abbildung  U  stehen  also  von 
jedem  der  beiden  Doppelstrahlen  D^  und  7),  um  gleiche  Winkel  ab.  Aus 
diesem  Grunde  heißt  die  Abbildung  U  eine  „Gleichwinkelinvolution". 

Die  Abbildung  der  Gleich winkeliuvolution  kann  aber,  wenn  man  den 
Durchgang  durch  den  Raum  zuläßt,  anstatt  durch  Spiegelung  auch  durch 
eine  Bewegung  bewirkt  werden,  indem  man  nämlich  das  abzubildende  Strahl- 
büschel um  die  Linie  des  Stabes  D^  (oder  auch  um  die  des  Stabes  D,)  eine 
Drehung  vom  Winkel  :r  oder,  wie  wir  auch  sagen  wollen,  eine  „Um- 
wendung"^)  um  die  ümwendachse  D^  (oder  Dj)  ausführen  läßt.  Wir 
wollen  deshalb  die  Ausdrücke  „Gleichwinkelinvolution"  und  „Um- 
wendung  eines  Strahlbüschels"  geradezu  als  gleichbedeutend  neben- 
einander gebrauchen  und  haben  daher  auch  bereits  bisher  für  die  Gleich- 
winkelinvolution den  Buchstaben  U  verwendet. 

Sind  X  und  Y  zwei  beliebige  Strahlen  eines  Strahlbüschels,  das  einer 
Gleichwinkelinvolution   (XJmwendung)    unterworfen    ist    (vgl.    Figur   113), 

und  sind  X'-XU     und     T^YVi 

die  jenen  beiden  Strahlen  zugeordneten  Strahlen,  so  sind  wegen  der  Grund- 
eigeuBchaft  der  Gleichwinkelinvolution  die  beiden  einander  entsprechenden 

1)  Vgl.  H.  Wiener,  Die  Zusamraensetzunj?  zweier  endlichen  Schraubungen  zu 
einer  einzigen,  Berichte  der  matb.-phys.  Klasse  der  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften. Januar  1890.  S.  13.  H.  Wiener  entnimmt  den  Ausdruck  .^Umwendung'* 
dem  Lehrbuch  der  Elementargeometrie  von  Henri ci  und  Treutlein. 

16' 
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»JT' 


i-U^ 


Fig.  118. 


Winkel  i(X'Y')  und  L(XY)  entgegengesetzt  gleich,  das  heißt,  es  ist 

z.(X'r)  =  -/.(xr); 

und  umgekehrt:  Wenn  in  einer  Strahl- 
involution ein  Winkel  zwischen  zwei 
Strahlen  X  und  Y  entgegengesetzt 
gleich  ist  dem  Winkel  zwischen  den 
entsprechenden  Strahlen  X'  und  1", 
so  ist  die  Strahlinvolution  eine  Gleich- 
winkelinvolution. Denn  sie  hat  mit  der- 
£>  jenigen  Gleichwinkelinvolution,  welche 
die  Halbierungslinie  des  Winkels 
L  (XX')  und  die  seiner  Nebenwinkel 
zu  Doppelstrahlen  hat,  die  beiden 
Strahlpaare  X,  X'  und  F,  Y'  ent- 
sprechend gemein  und  ist  daher  nach 
Satz  138  mit  dieser  Gleichwinkel- 
involution identisch.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  172:  Ist  in  einer  Strahlinvolution  ein  Winkel  zwischen 
zwei  Strahlen  X  und  Y  entgegengesetzt  gleich  dem  Winkel 
zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  X'  und  Y\  so  ist  diese 
Strahlinvolution  eine  Gleichwinkelinvolution,  und  die  Halbie- 
rungslinien der  beidenScheitelwinkelpaare  zwischendenStrahlen 
des  Paares  X  und  X'  (oder  Y  und  Y')  sind  die  Doppelstrahlen 
dieser  Gleichwinkelinvolution^). 

Natürlich  kann  man  diesem  Satze  auch  die  Fassung  geben: 
Satz  173:  Sind  in  einer  Strahlinvolution  zwei  Strahlen  X 
und  Y  die  Spiegelbilder  ihrer  zugeordneten  Strahlen  X'  und  F' 
in  bezug  auf  eine  durch  den  Scheitel  der  Strahlinvolution 
gehende  Gerade  D^,  so  ist  diese  Strahlinvolution  eine  Gleich- 
winkelinvolution, und  jene  Spiegelachse  Dj  und  die  zu  ihr  im 
Scheitel  senkrechte  Gerade  Z),  sind  die  Doppelstrahlen  dieser 
Gleich  Winkel  involution. 

Die  Eigenschaft  einer  Gleichwinkelinvolntion  (einer  Umwendung), 
zwei  aufeinander  senkrechte  Doppelstrahlen  zu  besitzen,  ist  übrigens  für 
eine  Gleichwinkelinvolution  charakteristisch.  Da  nämlich  nach  Satz  117 
bei  einer  hyperbolischen  Strahlinvolution  die  Strahlen  eines  jeden  Paares 

1)  Sind  beide  Winkel  auch  dem  Vorzeichen  nach  gleich,  so  ist  die  Strahle 
Involution  die  „Rechtwinkelinvolution'',  was  man  auf  gans  entsprechende  Art  be> 
weisen  kann. 
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durch  die  Doppel  strahlen  harmonisch  getrennt  werden,  so  sind  im  Falle 
zweier  zueinander  senkrechten  Doppelstrahlen  je  zwei  Strahlen  eines  Paaret 
die  Spiegelbilder  voneinander  in  bezug  auf  jeden  der  beiden  Doppelstrahlen, 
wovon  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn  man  durch  die  Strahlinvolution 
eine  Parallele  zu  einem  der  beiden  Doppelstrahlen  hindurchlegt  (vgl.  etwa 
Figur  112).  Eine  hyperbolische  Strahlinvolution,  deren  Doppelstrahlen 
aufeinander  senkrecht  stehen,  ist  also  wirklich  stets  eine  Gleichwinkel- 
involution. Und  faßt  man  dies  Ergebnis  mit  seiner  oben  (vgl.  Seite  241  ff.) 
entwickelten  Umkehrung  zusammen,  so  erhält  mau  den  Satz: 

Satz  174:  Eine  hyperbolische  Strahlinvolution  ist  dann  und 
nur  dann  eine  Gleichwinkelinvolution  (eine  Umwendung),  wenn 
ihre  Doppelstrahlen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Hieraus  folgt  zum  Beispiel,  daß  die  Durchmesserinvolution  (vgl. 
Seite  182  und  die  Fußnote  auf  Seite  160)  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
eine  Gleichwinkelinvolutiou  ist*). 

Beachtet  man  endlich  noch,  daß  (nach  Seite  239  ff.)  die  Gleichwinkel- 
involution £>'    Ji" 

**         A,  B 

aus  der  Drehung  .,    „, 

*       A,  B 

eines  Strahlbüschels  dadurch  erzeugt  werden  kann,  daß  man  das  aus  dem 
ursprünglichen  Strahlbüschel  durch  die  Drehung  ^  gewonnene  Strahl- 
büschel der  Abbildung 

(23)  ä  =  i~f' 

unterwirft,  welche  eine  Umwendung  um  die  Achse  A'  (Spiegelung  an 
dieser  Achse)  darstellt,  so  sieht  man,  daß  die  Umwendung  11  die  Folge 
der  Drehung  ^  und  der  Umwendung  S  ist,  daß  also 

(24)  tt  =  2)8 

gesetzt  werden  kann.     Vereinfacht  man  schließlich  noch  die  Bezeichnung, 
indem  man   die   zu   den  Um  Wendungen  «    und  U 
gehörenden   Umwendachsen  anstatt  mit  A\=^A") 
und  Dj  mit  S  und  U  bezeichnet  (vgl.  Figur  114), 
so  hat  man  den  Satz: 

Satz  175:  Die  Resultante  (Folge)  aus  einer  ng.  114. 


1)  Aus  diesem  Grande  bezeichnet  R.  Sturm  die  Gleichwinkelinvolutiou  {die 
Umwendung  eines  StrahlbüacJieU)  als  die  „gleichseitig-hyperbolische  Strahleninvolution" 
und  gibt  femer  der  entsprechenden  Punktinvolution ,  das  heifit  dej^enigen  hyperbo- 
lischen Involution  in  der  Geraden,  die  wir  bereits  oben  auf  Seite  204  als  umwendung 
einer   Punktreihe  bezeichnet   haben    (vgl.  auch  Seite  262),  den  Namen  „gleichseitig- 
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Drehung  ^  eines  Strahlbüschels  um  seinen  Scheitel  und  einer 
Umwendung  ©  um  eine  durch  diesen  Scheitel  gehende  Achse  S 
ist  wieder  eine  Umwendung,  und  zwar  um  eine  zweite  durch  den 
Scheitel  gehende  Achse  f7;  bezeichnet  man  also  die  resultierende 
Umwendung  mit  U;  so  besteht  die  Gleichung 

Besitzt  dabei  die  Drehung  ^  den  Winkel  tu,  so  geht  die  zweite 
Umwendachse  U  aus  der  ersten  Umwendachse  S  durch  eine 
Drehung  um  den  Winkel  —-5-  hervor. 

Aus  der  Gleichung  (24)  folgt  noch,  indem  man  sie  beiderseits  hinten 
mit  S  multipliziert  und  berücksichtigt,  daß 

(25)  IS^  =  1 
ist,  die  weitere  Gleichung: 

(26)  US  =  ^. 

Dabei  ist  der  zur  Drehung  ^  gehörige  Drehwinkel  XO  doppelt  so 
groß  und  von  gleichem  Sinn  wie  der  Winkel  zwischen  den  zu  den  Um- 
wendungen  U  und  S  gehörenden  Umwendachsen  U  und  S.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  176:  Die  Folge  der  Umwendungen  U  und 
S  eines  Strahlbüschels  um  zwei  durch  seinen 
Scheitel  gehende  Achsen  U  und  S  ist  gleich 
einer  Drehung  des  Strahlbüschels  um  seinen 
Scheitel;  und  zwar  ist  der  Drehwinkel  doppelt 
so  groß  wie  der  Winkel  /.  (US)  von  der  ersten 
Umwendachse  bis  zur  zweiten. 

Dieses  Ergebnis  läßt  sich  leicht  geometrisch  erhärten 
(vgl.  Figur  115).  Bei  der  Umwendung  eines  beliebigen 
Strahles  X  eines  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  m  um 
eine  durch  m  gehende  Achse  ü  verwandelt  sich  näm- 
lich jeder  Punkt  x  des  Strahles  X  in  einen  Punkt  y 
desjenigen  Kreises,  den  man  mit  mx  um  m  schlagen 
kann.  Und  bei  einer  weiteren  Umwendung  des  so  ge- 
wonnenen Strahles  XU  um  eine  zweite  durch  m  ge- 
hende Achse  S  geht  der  Punkt  y  des  Strahles  XU  in 
einen  Punkt  js  über,  der  abermals  jenem  Kreise  angehört 
und  zusammen   mit   dem   Mittelpunkte  m    des  Kreises 


XUS 


Fig.  115 


hyperbolische  Punktinvolution^.  Vgl.  R.  Stürm,  Die  Lehre  von  den  geometrischen 
Verwandtschaften.  Erster  Band :  Die  VerwandtBchaften  zwischen  Gebilden  erster  Stufe. 
Leipzig  und  Berlin,  1908,  Seite  26  und  16. 
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denjenigen  Strahl  XUS  bestimmt,  der  durch  die  letztere  Um  Wendung  aus 
dem  Strahle  XU  entsteht.     Nun  ist  aber 

also  wird  L^y^'LiüS), 

L  (X .  XU«)  -  L  xma  -  2/.  xyz  -  2/.  (US). 

Halt  man  an  dem  Bruche  U,  der  nach  (19)  oder  nach  (6)  als  Funk- 
tion der  drei  Argumente  Aj  B  und  Xo  erscheint,  die  beiden  Stabe  A 
und  B  fest,  läßt  aber  den  Winkel  XO  variieren,  so  verschiebt  sich  mit  ihm 
auch  die  Umwendachse  D^,  da  ihre  Lage  gegen  das  Stabpaar  A,  B  ja 
von  der  Größe  des  Winkels  XO  abhängt.  Bei  veränderlichem  tu  stellt  also 
der  Bruch  U  die  sämtlichen  Umwendungen  (Gleich winkelin volutionen)  des 
Strahlbüschels  lA  -{-  XjB  dar,  die  hervorgehen,  wenn  man  die  Umwend- 
achse Z)j  das  ganze  Strahlbüschel  durchlaufen  läßt. 

Die  enisprecJiende  Trqjektivität  in  der  Geraden:  Die  negativ  zirkuläre 
Abbildung  einer  Piinlireihe.  Genau  so  wie  der  Drehung  eines  Strahl- 
büschels steht  nun  auch  der  Umwendung  eines  solchen  eine  entsprechende 
Abbildung  einer  Punktreihe  gegenüber.  Man  wird  auf  diese  Abbildung 
geführt,  wenn  man  in  dem  extensiven  Bruche  U  die  beiden  zueinander 
senkrechten  und  gleich  langen  Stäbe  A  und  B  durch  zwei  nicht  zusammen- 
fallende Punkte  a  und  b  ersetzt.  So  gelangt  man  zu  dem  Bruche 
/rt7\  cos»  a-j-sintt)  6,  sinto  a  —  cos  tu  & 

^^  i )  n^^  ,_^  ^j  = __^ _ . 

derselbe  stellt  wieder  eine  spezielle  projektive  Abbildung  in  der  Ge- 
raden ab  dar,  die  wir  dem  obigen  entsprechend  als  eine  „negativ  zir- 
kuläre Abbildung  der  Punktreihe  ja-f- t)fe"  bezeichnen  wollen,  während 
die  zu  ihrer  Darstellung  benutzten  Punkte  a  und  b  „ihre  Grundpunkt e** 
und  der  Winkel  ttJ  „der  zu  diesen  Grundpunkten  gehörende  Winkel 
der  negativ  zirkulären  Abbildung"  heißen  mag. 

Wir    bezeichnen    dann    wieder   dem    obigen   entsprechend    diejenigen 
beiden  Punkte,    in   welche  die   Grundpunkte  der  negativ  zirkidären  Ab- 
bildung tt(rt,^.ro)  durch  diese  Abbildung  übergeführt  werden,  das  heißt  die 
Zähler  des  Bruches  (27),  mit  a"  und  5",  setzen  also 
,^Q.  I  a"  —  cos  ID  a  -f  sin  n)  6 

^     '  l  6"  —  sin  nj  a  — cosn)6, 

so  sind  diese  Punkte,  wie  die  Vergleichung  der  Gleichungen  (28)  mit  den 
Gleichungen  (13)  des  vorigen  Abschnitts  zeigt,  bis  auf  das  Vorzeichen  von 
h"  identisch  mit  den  beiden  Punkten,  die  aus  den  Grundpunkten  a  und 
h  der  negativ  zirkulären  Abbildung  n(a,h,xo)  durch  die  entsprechende 
positiv  zirkuläre  Abbildung  t(a,b,n)  entstehen. 


248 


Die  negativ  zirknl&re  Abbildung. 


Behufs  geometrischer  Deutung  der  negativ  zirkulären  Abbildung  einer 
Funktreihe  kann  man  wörtlich  die  Untersuchung  wiederholen,  die  wir  bei 
der  Deutung  der  positiv  sirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe  auf 
Seite  211  ff.  gegeben  haben^  und  findet  dadurch,  daß  die  negativ  zirkuläre 
Abbildung  einer  Punktreihe  als  Schnitt  der  ümwendung  eines  Strahl- 
büschels aufgefaßt  werden  kann.  Insbesondere  kann  die  negativ  zirkuläre 
Abbildung  tl(a,6,nj)  in  folgender  Weise  erzeugt  werden  (vgl.  Figur  116): 
Man  suche  die  beiden  Punkte  s  und  t  auf^  in  denen  sich  die  Kreise  mit 
den  Durchmessern  ab  und  (a  -f  6)  (a  —  b)  schneiden,  verbinde  einen  von 
diesen  beiden  Punkten,  sagen  wir  den  Punkt  s,  mit  a  und  drehe  femer 
den  Strahl  sa  um  den  Punkt  s  herum  um  einen  Winkel,  der  dem  ab- 
soluten Werte  des  Winkels  ~  gleich- 
kommt, und  dessen  Sinn  mit  dem  des  rech- 
ten Winkels  L  ([««]>  L^*^])  übereinstimmt 
oder  nicht,  je  nachdem  der  Winkel  Xo 
positiv  oder  negativ  ist;  die  Endlage  des 
Strahls  heiße  Dj,  der  dazu  in  s  senk- 
rechte Strahl  sei  mit  D,  bezeichnet. 
Projiziert  man  dann  die  Punktreihe 
8  aus  durch  das  Strahl- 
+  9[^^>  unterwirft  dieses 
Strahlbüschel  der  Ümwendung  xxxß.  die 
Achse  D^  und  schneidet  endlich  das 
neu  entstehende  Strahlbüschel  wieder  mit 
der  Geraden  ab,  so  erhält  man  diejenige 
Punktreihe  la"  -\-  Xjb'%  in  welche  die 
Punktreihe  ja  -f  ^6  durch  die  negativ 
zirkuläre  Abbildung  «(«,6,»)  übergeführt 
wird.  Die  Schnittpunkte  d^  und  d^  der 
Strahlen  Dj  und  2),  mit  der  Geraden  ab 
sind  dabei  die  Doppelpunkte  der  Ab- 
bildung n(.,,6,w). 

Aus  dieser  geometrischen  Erzeugung 
der  negativ  zirkulären  Abbildung  einer 
Punktreihe  geht  sogleich  hervor,  daß  diese  Abbildung  stets  involutorisch 
ist;  denn  die  Zuordnung  zwischen  je  zwei  entsprechenden  Punkten  der  Ab- 
bildung ist  wechselseitig.  Und  dies  findet  man  au(^  analytisch,  wenn 
man  den  Bruch  n  in  seiner  Normalform  schreibt,  nämlich  in  der  Form 
(vgl.  die  Formeln  (16)  bis  (19)) 


frojiziert     ma 

^Vj6    ja  +  ^6    von 

/^  büschel  l[sa'] 


Flg.  116. 


(29) 


l(a,»,n) 


_  ^-A 


<!,' 


WO 
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(ij  —  —  sin  g  a-\- cos-  h^ht  L,h,'^\ 
iaty  so  daß  also  zugleich 


(31)  lt(a,6,n))=* 


10  10  10  to 

008—  o-|->u»-ö-  ^»  ~~  ""^T  **"l"CO*  o   ^ 


wird.  In  der  Tat  zeigt  die  Gleichung  (29)  im  Vergleich  mit  der  Glei- 
chung (17)  des  16.  Abschnitts,  daß  jede  negativ  zirkuläre  Abbildung  einer 
Punktreihe  mit  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  identisch  ist;  und 
man  entnimmt  überdies  aus  den  Gleichungen  (30),  daß  die  Doppelpunkte 
dl  und  d^  dieser  Punktinvolution  aus  den  Grundpunkton  a  und  h  der 
negativ  zirkulären  Abbildung  durch  die  positiv  zirkuläre  Abbildung 
c/a,6,")  hervorgehen.  Diese  Punkte  aber  bilden  für  jeden  Wert  von  » 
ein  Paar  der  in  der  eingliedrigen  Gruppe  der  positiv  zirkulären  Abbil- 
dungen f/a,ft,  ")  enthaltenen  elliptischen  Involution  f/a,6,— );  und  umge- 
kehrt ist  jede  hyperbolische  Involution,  die  ein  Paar  der  elliptischen  In- 
volution tia,b,-)  zu  Doppelstrahlen  hat,  unter  den  negativ  zirkulären 
Abbildungen  lt(a,6,t9)  enthalten.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  177:  Die  Gesamtheit  aller  derjenigen  negativ  zirkulären 
Abbildungen  einer  Punktreihe,  die  aus  der  Abbildung  it(a,6,iD) 
bei  Festhaltung  ihrer  Grundpunkte  a  und  b  und  Veränderung 
ihres  Winkels  n?  hervorgehen,  ist  identisch  mit  der  Gesamtheit 
aller  derjenigen  hyperbolischen  Involutionen  der  Geraden  ab, 
die  irgendein  Paar  der  elliptischen  Involution  tL,b,"\  zu 
Doppelpunkten  haben. 

Andererseits  umfassen  die  sämtlichen  negativ  zirkulären  Abbildungen 
einer  Geraden  auch  alle  hyperbolischen  Involutionen  dieser  Geraden.  Ja, 
man  erhält  diese  Involutionen  sogar  schon,  wenn  man  nur  die  Grundpunkte 
a  und  6  der  Abbildung  variieren  läßt,  aber  dem  Winkel  W  den  konstan- 
ten Wert  0  beilegt;  denn  es  wird  wegen  (31) 

a,  -b 

Dieser  Bruch  aber  war  nach  der  Gleichung  (17)  des  16.  Abschnitts  ge- 
rade der  Ausdruck  für  die  hyperbolische  Involution  mit  den  Doppel- 
punkten a  und  b. 

Während  also  die  positiv  zirkulären  Abbildungen  einer  Punktreihe 
alle  diejenigen  projektiven  Abbildungen  dieser  Punktreihe  in  sich  um- 
fassen, die  konjugiert  komplexe  Doppelpunkte  haben,  bestehen  die  negativ 
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zirkulären  Abbildungen  einer  Punktreihe  aus  den  sämtlichen  hyperbolischen 
Involutionen  ihrer  Geraden.  Dagegen  sind  unter  ihnen  keine  projektiven 
Abbildungen  enthalten^  die  nicht  involutorisch  sind. 


Konstruktion  der  Doppelpunkte  einer  hyperbolischen  Punktinvolution. 
Die  Tatsache,  daß  eine  jede  hyperbolische  Punktinvolution  als  negativ 
zirkuläre  Abbildung  einer  Punktreihe  aufgefaßt  werden  kann,  ermöglicht 
es,  die  in  der  Figur  116  enthaltenen  geometrischen  Beziehungen  zur  Kon- 
struktion der  Doppelpunkte  einer  hyperbolischen  Punktinvolution  zu  ver- 
werten. 

Da  nämlich  in  dieser  Figur  nicht  nur  der  Winkel  asb,  sondern  auch 

der  Winkel  a"sb"  ==  y  ist,  so  kann  man  den  Punkt  s  (und  den  Punkt  t) 

auch  dadurch  finden,  daß  man  die  Kreise  schlägt,  welche  die  Punkte  a,  b 
und  a"y  b"  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  haben.  Man  erhält  also 
für  die  Doppelpunkte  einer  hyperbolischen  Punktinvolution,  die  durch 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte  gegeben  ist,  die  folgende  Konstruktion: 
Sind  a,  a"  und  fe,  b"  die  beiden  gegebenen  Paare  einer  hyperbolischen 
Punktinvolution  ^,  also 

a'=^a\^     und     b"  =  b^ 

(vgl.  Figur  117),  so  schlage  man  über  dem  Abstände  der  Punkte  a,  h  der 

ersten  Punktreihe  und  über  dem  Ab- 
stände der  entsprechenden  Punkte  a"  und 
b"  der  zweiten  Punktreihe  nach  der- 
selben Seite  hin  die  Halbkreise,  die  sich 
im  Punkte  s  schneiden  mögen.  Ver- 
bindet man  dann  noch  den  Punkt  s  mit 
den  Punkten  eines  der  beiden  Paare  der 
Involution,  etwa  mit  den  Punkten  a  und 
a"  und  halbiert  den  Winkel  asa'y  so 
schneidet  die  Halbierungslinie  aus  der 
Geraden  aa"  den  einen  Doppelpunkt  d^ 
aus.  Den  anderen  Doppelpunkt  d^  findet 
man,  indem  man  in  s  auf  sd^  das  Lot 
errichtet  und  mit  der  Geraden  aa"  zum 
Schnitt  bringt. 

Will  man  die  angegebene  Konstruk- 
tion  unabhängig   von    der  obigen  £ni- 
wickelung  begründen,  so  ziehe  man  noch 
die  Strahlen  sb  und  56";  dann  wird  wegen 
Kig.  117.  der  drei  rechten  Winkel  bei  5'  auch  der 


b=b^ 


X 


k 
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Winkel  bsh"  durch  den  Strahl  sd^  halbiert.  Die  Strahlen  sb  und  sb" 
sind  daher  die  Spiegelbilder  voneinander  in  bezug  auf  sd^  und  also  auch 
in  bezug  auf  sd^.  Nach  Satz  173  ist  somit  die  durch  die  Strahlpaare 
süf  sa"  und  s6,  sb"  bestiuimte  Strahlinyolution  die  Gleichwinkelinvolution, 
und  die  Strahlen  sd^  und  sd^  sind  ihre  Doppelstrahlen.  Darans  aber 
folgt:  Die  Punkte  d^  und  d^  sind  die  Doppelpunkte  in  der  zu  dieser 
Gleichwinkelinvolution  Perspektiven  hyperbolischen  Punktinvolution  %. 

Diese  Konstruktion  ist  freilich  direkt  nur  dann  brauchbar,  wenn  die 
beiden  Punkte  a  und  h  der  ersten  Punktreihe  durch  die  zugeordneten 
Punkte  a"  und  b"  der  zweiten  Punktreihe  getrennt  werden.  Indes  be- 
darf sie  auch  in  dem  Falle,  wo  dies  nicht  zutrifiPt^  wie  bei  den  Punkten 
a  und  Xf  a"  und  x"  der  Figur  116,  nur  einer  geringen  Modifikation: 
Wegen  der  Wechselseitigkeit  der  involutori sehen  Zuordnung  kann  man 
nämlich  ja  auch  den  Punkt  x"  als  Punkt  der  ersten  Punktreihe  und  den 
Punkt  X  als  zugeordneten  Punkt  der  zweiten  Punktreihe  auffassen  und 
kann  also  die  beiden  Halbkreise  anstatt  über  ax  und  a"x'  auch  über 
ax"  und  a"x  schlagen  (vgl.  Figur  118).  Treffen  sich  die- 
selben im  Punkte  m,  so  schneiden  die  Halbierungslinien  des 
Winkels  ixux"  und  seiner  Nebenwinkel  aus  der  Geraden 
aa"  die  Doppelpunkte  d^  und  d^  der  hyperbolischen  Punkt- 
involution aus. 

Man  kann  aus  den  beiden  so  gewonnenen  Konstruktionen 
die  folgende  allgemeine  Konstruktionsvorschrift  ableiten: 

Vorschrift  für  die  Konstruktion  der  Doppelpunkte  einer 
hyperbolischen  Punkt involution:  Ist  eine  hyperbolische  Punkt- 
involution durch  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  gegeben, 
deren  vier  Punkte  voneinander  verschieden  sind,  so  ent- 
nehme man  aus  jedem  von  diesen  beiden  Paaren  der  Involu- 
tion einen  Punkt  in  der  Weise,  daß  die  beiden  gewählten 
Punkte  durch  die  beiden  anderen  Punkte  beider  Paare  ge- 
trennt werden.  Eine  solche  Auswahl  ist  nach  Satz  157  immer 
möglich,  da  nach  Satz  159  bei  einer  hyperbolischen  Involution 
die  Punkte  zweier  Paare  der  Involution,  falls  sie  nur  von- 
einander verschieden  sind,  im  Sinne  von  Seite  220  „sich 
nicht  trennen^^  Sodann  schlage  man  die  beiden  £j*eise,  welche  die  beiden 
ausgewählten  Punkte  und  die  beiden  anderen  Punkte  zu  Endpunkten  eines 
Durchmessers  haben,  verbinde  einen  von  den  beiden  Schnittpunkten  dieser 
Kreise  mit  den  Punkten  eines  Paares  der  Involution  und  halbiere  den 
so  entstehenden  Winkel  und  seine  Nebenwinkel,  so  schneiden  die  Hal- 
bierungslinien aus  dem  Trager  der  Involution  ihre  beiden  Doppelpunkte  aus 
(vgl.  die  Figuren  117  und  118). 


Flg.  118. 
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Die  ümwendtmg  einer  Punktreihe.  Eine  besondere  Erwähnung  ver- 
dient noch  die  unter  den  negativ  zirkulären  Abbildungen  einer  Punkt- 
reihe vorkommende  Umwendung  u  einer  Punktreihe,  die  wir  auch  als 
Spiegelung   einer  Punktreihe   an   einem   ihrer  Punkte   bezeichnen  können. 

Man  kann  zu  dieser  Abbildung  in  folgender  Weise  gelangen:  Man 
nehme  von  einer  negativ  zirkulären  Abbildung  n(a,6,w)  die  Gnmd- 
punkte  a,  h  einschließlich  ihrer  Massen  beliebig  an,  wodurch  dann  auch 
bereits  die  zur  Konstruktion  des  Punktes  s  benutzten  Hülfspunkte  a  -\'b 
und  a  — 6  mit  bestimmt  sind  (vgl.  Figur  116),  verfüge  aber  über  den 
Winkel  lü  der  Abbildung  in  der  Weise,  daß  ein  Doppelpunkt  dieser  Ab- 
bildung, etwa  der  Punkt  c^j,  senkrecht  unter  den  Punkt  s  zu  liegen 
kommt,  das  heißt  mit  dem  Fußpunkt  des  Lotes  zusammenfällt,  das  man 
vom  Punkte  s  auf  die  Gerade  ah  fällen  kann.  Dieser  Doppelpunkt  d^ 
bildet  dann  die  Mitte  zwischen  je  zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden 
Punktreihen  und  heißt  das  „Zentrum  der  Umwendung",  während  der 
Doppelpunkt  d^  ins  Unendliche  gerückt  ist,  so  daß  er  in  der  analytischen 
Darstellung  durch  eine  Strecke  vertreten  wird  (vgl.  auch  Seite  204). 

Um  den  zugehörigen  Prqjektivitätsbruch  zu  erhalten,  bezeichne  man  mit/* 
denjenigen  einfachen  Punkt,  der  mit  dem  Zentrum  der  Umwendung  zusammen- 
fällt, und  mit  g  eine  Strecke,  die  der  zu  transformierenden  Geraden  an- 
gehört.   Dann  lautet  der  Ausdruck  für  die  Umwendung  ti  um  den  Punkt  f 

(32)  u-^. 

Die  Gruppe  aller  positiv  und  negativ  zirkulären  Abbildungen  t{a,  b,  »)  und 
W(a,  6,w),  die  demselben  Punktpaar  a,h  zugehören.  Nach  Satz  176  ist  die 
Folge  zweier  Umwendungen  eines  Strahlbüschels  um  zwei  Umwendachsen, 
die  durch  dessen  Scheitel  hindurchgehen,  nicht  wieder  eine  Umwendung,  son- 
dern eine  Drehung  des  Strahlbüschels.  Die  Umwendungen  eines  Strahlbüschels 
um  die  durch  seinen  Scheitel  gehenden  Umwendachsen  besitzen  also  nicht 
die  Gruppeneigenschafk;  und  dasselbe  wird  daher  auch  von  den  negativ 
zirkulären  Abbildungen  ii(a,  6,»)  einer  Punktreihe  gelten,  welche  dieselben 
Grundpunkte  o,  b  haben.  Trotzdem  ist  es  von  Interesse,  das  Folgeprodukt 
zweier  negativ  zirkulären  Abbildungen  il(«,6,rox)  und  n(o.6,»,)  zu  unter- 
suchen. Dazu  unterwirft  man  am  besten  die  Grundpunkte  a,  b  selbst  nach- 
einander den  Abbildungen  «(a.ft.tvi)  und  n(ö,6,w,).     Dann  wird  nach  (27) 

^W(a,  (>,  Wi)  «(a,  6,  19t)  —  (a  COStt),   -f  b  8inttJi)H(a,  6,  »,) 

—  on(«,  6,  w,)  cos»,  +  6ii(.,,  6.  »,)  sintt), 
>-      (a  costO}  +  b  sinn)|)  cosn)^ 

+  (a  sinlü,  —  b  costt),)  sinto^ 

—  n  cos  CWg  —  tüi)  -f  b  sin  (Wj  —  »i) 
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oder  nach  (27) 

(33)  öH(a,  b,  »,)  »(d,  b,  tos)  ~  ^•(a,  fc,  W«  -  W|) 

oder  auch  wegen  Gleichung  (14)  des  vorigen  Abschnitts 

Femer  wird  wieder  nach  (27) 

^"(fl,  h,  »,)«(«, 6,  wi)  =»  (o  sintOi  —  h  co8n)|)ii(u,  6,  »,) 

—  fltt(a,  6,  tPf)   Sinnjj  —  hnia,  6,  ro,)  COStOj 

«=  (a      cosTOj  +  h  sinWj)  sintOi 
—  (a  sinlD,  —  h  cosW,)  coslPi 
=      a  sin(nji  —  Wg)  H-  6  co8(tt)i  —  tt),) 
=  —  a  8in(m,  —  lOj)  +  6  cos(nj,  —  xo^ 
oder  nach  (27)  ""  -  ( «8in(tt),  -  TOj)  -  6  co8(roj  -  toj ) 

(35)  ^"(a.ft,  »i)W(a,6,  W»)  =  —  ^W(a,  6,n)i  — Wi) 

oder  wegen  Gleichung  (14)  des  vorigen  Abschnitts 

(36)  ^tt(a,6,  Wi)n(a,  6,  »,)  =  &f(a,  6,»,  — »i). 

Von  den  so  gewonnenen  vier  Gleichungen  (33)  bis  (36)  kann  man  die 
Gleichungen  (34)  und  (36)  nach  Satz  75  auch  zu  der  Gleichung  zu- 
sammenfassen : 

(3^)  ^{a,  f>,  Wi)  W(a,  b,  w,)  =  f(a,  6,  Wj  — WJi)> 

während  die  Gleichungen  (33)  und  (35)  zeigen,  daß  den  negativ  zirkulären 
Abbildungen  lt(a,6,»)>  a,  &  ^  const.,  nicht  die  Gruppeneigenschaft  zu- 
kommt. Stellt  man  aber  zu  der  Gleichung  (37)  noch  ihr  Gegenstück, 
die  Gleichung  (48)  des  vorigen  Abschnitts,  das  heißt  die  Gleichung 

W^)  f{a,6,  Wi)f(a,  6,  tOj)  ==  f  (a,  6,  »i  +  w,), 

SO  drängt  sich  zugleich  die  Vermutung  auf,  daß  die  positiv  und  neffoHv 
zirkulären  Abbildungen  C{a,b,ro)  ^^  Ti{a,b,to)  zusammengenommen  bei  fest- 
gehaltenem a  und  6  und  veränderlichem  in  eine  Gruppe  bilden. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermutung  zu  beweisen,  hat  man  nur  noch 
zu  zeigen,  daß  auch  die  Folge  einer  positiv  und  einer  negativ  zirkulären 
Abbildung  und  ebenso  die  umgekehrte  Folge  eine  positiv  oder  eine 
negativ  zirkuläre  Abbildung  ist.  Dazu  berücksichtige  man,  daß  sich  aus 
der  Vergleichung  der  beiden  Brüche  für  die  Abbildungen  t{a,h,ro)  und 
n(a,6,w)  (vgl-  die  Gleichung  (14)  des  vorigen  Abschnitts  und  die  Glei- 
chung (27))  die  Formeln  ergeben: 

(39)  rön(a.6.w)—         «f(a,6,ID) 

Es  wird  daher  **"<«»  *•»> ^^C»  *.»>' 

oder  nach  (38)  —  <»f(«,6,  »i  +  »«)     ^^  wegen  (39) 

(40)  öHI(a,  6,  Wi)f(<».ft,  Wj)    "■  <»1l(a,  6,Wi  +  W,). 
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Und  ebenso  wird  wegen  (39) 

oder  nach  (38)  =■  —  &f(a,ft,tPi +  »,)      oder  wegen  (39) 

(41)  ^W(a,  6,  n)|)f(«,  6,lOi)   =         ^n(a,  6,  w,  +  rojj- 

Die   beiden    Gleichungen  (40)  und  (41)    kann    man   aber   nach    Satz  75 
wieder  in  der  Gleichung  zusammenfassen: 

(42)  ^(a,  6,  Wi)  f  (a,  b,  mt)  ""  ^{a,  b ,  roi  +  ro«)- 

In  entsprechender  Weise  findet  man  die  Gleichung 

(43)  f{a,  b,toi)^(a,  b,rot)  =  W(a,  fe,n»j  — roi)- 

Man  erhält  also  im  ganzen  das  folgende  System  von  Gleichungen: 

f  (a,  6,nji)  f  (a,  6,  njj)  =    ^ (a,  6,  Wi  +  Wj) 

tt(a,  6,  tt)i)W(a,  6,  TOj)  '"    '(a.ft.Wi  — Wi) 

W  (a ,  6,  TOi)  f  (a ,  6 ,  iBj)  =  tt  (a ,  6 ,  »i  +  TOj) 

f  (a,  b,  tOi)  tt(a,  6,  Wj)  =  tt(a,  6,  njj  —  tDi)- 


(44) 


Damit  ist  nunmehr  wirklich  bewiesen,  daß  die  positiv  und  negativ  zirku- 
lären Abbildungen,  die  demselben  Punktpaar  a,  b  zugehören,  zusammen- 
genommen eine  Gruppe  bilden.  Diese  Gruppe  aber  ist  als  „diskon- 
tinuierlich" zu  bezeichnend,  da  man  von  einer  positiv  zirkulären 
Abbildung  nicht  durch  stetige  Änderung  eines  Parameters  zu  einer 
negativ  zirkulären  Abbildung  der  Gruppe  gelangen  kann.  In  ihr  bildet 
die  kontinuierliche  eingliedrige  Gruppe  aller  positiv  zirkulären  Ab- 
bildungen C(a,6,nj)?  ciy  h  =  const.,  eine  „Teilgruppe"  Man  hat  abo 
den  Satz: 

Satz  178:  Alle  positiv  und  negativ  zirkulären  Abbildungen 
C(a,fc,tt))  und  tt(a,6,n)),  die  demselben  Punktpaar  a,  5,  aber  be- 
liebigen Winkeln  xo  zugehören,  bilden  zusammengenommen  eine 
diskontinuierliche  Gruppe,  welche  die  kontinuierliche  ein- 
gliedrige Gruppe  der  positiv  zirkulären  Abbildungen  C(«,6,  ») 
allein  als  Teilgruppe  in  sich  enthält.  Dagegen  bilden  die  ne- 
gativ zirkulären  Abbildungen  ll(a,6,io)  für  sich  keine  Gruppe. 

Es  besteht  also  zwischen  den  betrachteten  positiv  und  negativ  zirku- 
lären Abbildungen  einer  Punktreihe  eine  ähnliche  Beziehung  wie  zwischen 
den  Kollineationen  und  Reziprozitäten  der  Ebene  (oder  des  Raumes)*). 

1)  Vgl.  S.  224. 

S)  Vgl.  hierzu  die  Anmerkung  von  F.  Engel  7.u  Nr.  164  der  Ausdebnungslehre 
meines  Vaters  vom  Jahre  1862  (H.  Graßmanns  gesammelte  mathematische  und 
physikalische  Werke,  Bd.  1,  Teil  2  (1896),  Seite  428  f). 


Abschnitt  18,  Gleichung  (41)  bis  (46).    Satz  178. 


255 


Die  negativ  zirkuläre  Abbildung  eines  StrahlbüscJiels.  Man  kanu  end- 
lich der  negativ  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe  auch  wieder  eine 
entsprechende  Abbildung  im  Strahlbüschel  gegenüberstellen.  Sie  geht  in 
derselben  Weise  aus  der  Umwendung  eines  Strahlbüschels  hervor  wie  die 
positiv  zirkuläre  Abbildung  eines  Strahlbüschels  aus  der  Drehung  des 
Strahlbüschels.  In  der  Tat  waren  waren  ja  in  dem  Bruche  (6)  für  die 
Umwendung  eines  Strahlbüschels,  nämlich  in  dem  Bruche 

/«v  „  cos  10  ul  -f-  Bii^  W  B,   sin  10  .^  —  cos  tD  B 

KP)  U(A,  H,m)  ==* ~— 2 P — — , 

die  Nenner  Ä  und  B  gleich  lange  und  zueinander  senkrechte  Stabe.   Hebt 
man  diese  beiden  Bedingungen  auf,  bildet  also  den  Bruch 

cos  m  ^  +  sin  ro  £,   sin  tn  ^  —  cos  tn  B 


(45) 


» 


U,  B,  W) 


A,  B  ' 

der  mit  dem  Umwendungsbruch  (6)  ganz  gleich  gebaut  ist,  in  dem  aber  die 
Nenner  Ä  und  B  zwei  ganz  beliebige,  (aber  selbstverständlich  nicht  in  einer 
Geraden  liegende)  Stäbe  bedeuten,  so  erhält  man  das  genaue  Gegenstück 
der  negativ  zirkulären  Abbildung  einer  Punktreihe ;  wir  wollen  es  als  die 
„negativ   zirkuläre  Abbildung   eines  Strahlbüschels"    bezeichnen. 

Dieselbe  hat  die  Eigenschaft,  daß  die 
beiden  aufeinander  bezogenen  konzentrischen 
Strahlbüschel  von  jeder  nicht  durch  deren 
Scheitel  gehenden  Geraden  G  in  zwei  negativ 
zirkulär  verwandten  Punktreihen  geschnitten 
werden,  oder  was  dasselbe  ist,  in  einer  hyper- 
bolischen Punktinvolution.  Die  Begründung 
dieser  Behauptung  kann  in  ganz  derselben 
Weise  gegeben  werden  wie  bei  der  entspre- 
chenden Eigenschaft  der  positiv  zirkulären  Ab- 
bildung eines  Strahlbüschels  (vgl.  Seite  228  f.). 

Andererseits  erhält  man  zwei  negativ  zir- 
kulär verwandte  Strahlbüschel,  indem  man  zwei 
negativ  zirkulär  verwandte  Punktreihen,  das 
heißt  also  eine  beliebige  hyperbolische  Punkt-  / 
involution,  von  einem  außerhalb  ihrer  Ge- 
raden gelegenen  Punkte  m  aus  projiziert.  Die 
so  erzeugte  negativ  zirkuläre  Abbildung  eines 
Strahlbüschels  ist  daher  ebenfalls  eine  hyper- 
bolische Involution,  und  diese  hyperbolische 
Strahlinvolution  geht  nach  Satz  174  dann 
und  nur  dann  in  eine  bloße  Umwendung  eines 
Strahlbüschels    über,    wenn    das   Projektions-  Fig.  n». 
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Zentrum  m  auf  dem  Kreise  gelegen  ist,  der  die  Doppelpunkte  d^  und  d^ 
der  hyperbolischen  Punktinvolution  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat. 
Im  allgemeinen  dagegen  stehen  die  Doppelstrahlen  D,  und  D,  einer  negativ 
zirkulären  Abbildung  9l(A,B,to)  ^^^^  Strahlbüschels  nicht  aufeinander  senk- 
recht; in  jedem  Falle  aber  sind  nach  Satz  170  die  Halbierungslinien  K,  W 
der  Winkel  zwischen  diesen  beiden  Doppelstrahlen  „die  Achsen  der  ne- 
gativ zirkulären  Abbildung"  (vgl.  Figur  119). 


Abschnitt  19. 

Über  Büschel  von  Projektivitäten. 

Begriff  eines  Büschels  und  eines  Bündels  von  Projektivitäten.  Man  sagt 
von  n  Projektivitäten  |i,  q,  r,  •  •  •  derselben  Geraden,  sie  seien  „linear  un- 
abhängig voneinander",  wenn  sich  keine  n  reellen  Zahlgrößen  h^yht '  '  ' 
finden  lassen,  für  die  eine  Gleichung  von  der  Form 

besteht  (natürlich  abgesehen  von  den  diese  Gleichung  identisch  erf&Uenden 
Zahlgrößen  ^  =  0,  l)  =  0,  j  =  0,  •  •  •)• 

Sind  jetzt  p  und  q  zivei  linear  unabhängige  Projektivitäten  derselben 
Geraden,  so  nennt  man  die  Gesamtheit  aller  Projektivitäten,  die  sich  als 
Vielfachensummen  von  p  und  q  darstellen,  also  anf  die  Form 

ip  +  mq 

bringen    lassen,    unter  (  und   m    zwei    reelle   Zahlgrößen    verstanden,   ein 
^Büschel  von  Projektivitäten". 

Sind  ferner  p,  q,  r  drei  linear  unabhängige  Projektivitäten  derselben 
Geraden,  so  heißt  die  Gesamtheit  aller  Projektivitäten  von  der  Form 

l|»  +  mq  +  nt, 

unter  I,  m,  U,  drei  reelle  Zahlgrößen  verstanden,  ein  „Bündel  von  Pro- 
jektivitäten". 

Das  Büschel  von  Projektivitäten  mit  gemeinsamen  Doppelpunkten.  Haben 
zwei  Projektivitäten  p  und  q  dieselben  getrennten  reellen  Doppelpunkte 
d^  und  djy  so  können  sich  die  Normalform cn  ihrer  Abbildungsbrüche 

U  _!•''■• '4     und 

l'        d,        d. 

nur  durch  die  Werte  ihrer  vier  reellen  Hauptzahlen  r^  und  f,,  i  —  1,  2, 
unterscheiden.     Sollen   aber   außerdem   die   beiden   Projektivitäten   linear 
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unabhängig  voneinander  sein,  das  beißt  Dach  dem  obigen,  nicht  nur  um 
einen  reellen  Zahlfaktor  voneinander  abweichen,  so  muß  außerdem  zwischen 
ihren  vier  Hauptzahlen  die  Ungleichung  herrschen 

die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

(2)  r.f.-r,f,+0. 

Man  sieht  dann  sofort,  daß  dem  ganzen  Büschel  von  Projektivitaten,  das 
durch  die  Abbildungen  p  und  ^  bestimmt  wird,  das  heißt  dem  Büschel 
Ip  -\-  m^,  dieselben  Doppelpunkte  d^  und  d^  zugehören.    In  der  Tat  wird 

(3)  i^^^^^iih  +  <-\,)d.,(U,+MS.)d,, 

die  Projektivitat  ip  -\-  m^  hat  also  ebenfalls  die  Punkte  d^  und  d^  zu 
Doppelpunkten.  Umgekehrt  gehört  jede  Projektivitat  r,  die  mit  den  Ab- 
bildungen p  und  q  die  Doppelpunkte  gemein  hat,  die  sich  also  durch 
«inen  Bruch  von  der  Form 

darstellen  lilßt,  dem  Büschel  Ip  -j-  m^  an,  denn  die  Gleichungen 
(5)  (ti-tr,  +  mf, 

bestimmen  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (2)  die  Größen  I  und  m 
eindeutig  und  liefern  für  sie  reelle  Werte. 

Genau  dasselbe  Beweisverfahren  läßt  sich  nun  aber  auch  anwenden, 
wenn  an  die  Stelle  der  beiden  Projektivitäten  mit  zwei  gemeinschaftlichen 
getrennten  reellen  Doppelpunkten  zwei  Projektivitäten  mit  zwei  gemein- 
schaftlichen konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  treten.  Zwei  solche 
Projektivitäten  besitzen  nach  Seite  154  (vgl.  auch  Seite  231)  die  Normalform 

(r  +  if)(a_i6),  (r-if)(o-|-id) 
P  = 

(6) 


n- 


a—ib  a-\-\b 

(u-f-iü)(a  — i6),  (tt— tü)(a-|-i6) 


a  —  ib  a-j-ift 

Sollen  dieselben  linear  unabhängig  voneinander  sein,  so  muß 

r:f  +  u:tj, 
oder  was  dasselbe  ist, 
(7)  ro  — |u=HO     sein. 

Man  sieht  dann  zunächst  wieder,   daß  dem   ganzen  Büschel  (|i  -{-  mq 
dieselben    konjugiert    komplexen    Doppelpunkte   a  —  ib    und    a  -{-  ib    zu- 
gehören; denn  es  ist 
/^«^   füj-m-        {(Cr+mu)-fi(M4- wD)}(a~i6),{(tr  +  mtt)~iaf-hmD)}(a-fifr)^ 

Oralmann,  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.    L  17 
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Umgekehrt  aber  ist  jede  Projektivität  r,  die  mit  p  und  i|  die  konjugiert 
komplexen  Doppelpunkte  a  —  ih  und  a -\- \b  gemein  hat,  das  heißt  jede 
rrojektivität 

W  '-"  a-ife,  a  +  t6' 

in  dem  Büschel  (^  +  ntq  enthalten.  In  der  Tat  werden  die  beiden  Brüche 
(8)  und  (9)  identisch,  wenn  man  setzt: 

das  heißt:  J  ±  i^  =  (Ir  +  mu)  ±  i(If  +  mt,), 

(10)  p  =  tr  +  mu 

Diese  beiden  Gleichuugen  aber  bestimmen  wegen  (7)  eindeutig  die  Ableii- 
zahlen  (  und  m,  vermöge  deren  sich  die  Projektivität  t  als  Vielfachen- 
Bumme  von  p  und  q  darstellen  läßt,  und  liefern  für  sie  reelle  Werte. 

Es  bliebe  schließlich  noch  zu  untersuchen,  ob  dieselben  Beziehungen 
auch  für  ein  Büschel  von  Projektivitäten  gelten,  das  durch  zwei  Projek- 
tivitäten p  und  q  mit  denselben  zusammenfallenden  reellen  Doppelpunkten 
bestimmt  wird.  Zwei  solche  Projektivitäten  lassen  sich  nach  Gleichung 
(43)  des  16.  Abschnitts  in  der  Form  darstellen: 

^^   d,     e, 

^         d,     «, 
Dieselben  werden  linear  unabhängig  voneinander  sein,  wenn 

r:uH.f:t), 
oder  was  dasselbe  ist,  wenn 

(12)  rü-fu-HO 

ist.  Eine  beliebige  Vielfachensumme  der  beiden  Projektivitäten  p  und  ^ 
besitzt  dann  wieder  denselben  Typus.  In  der  Tat  wird  die  Vielfachen- 
summe 

(13)  (h   I   mq-^'^"^'"^^^  (lr+mi)e,-KtttH-inP)rf 

Jede  Projektivität  des  Büschels  (|i  -f-  ntq  hat  also  dieselben  zusammen- 
fallenden reellen  Doppelpunkte  wie  die  Grundprojektivitäten  p  und  q.  Aber 
auch  umgekehrt  ist  jede  Projektivität  r,  die  mit  p  und  q  die  beiden  zu- 
sammenfallenden Doppelpunkte  gemein   hat,   das   heißt  jede  Projektivität 

(14)  '-^rj^^. 

in  dem  Büschel  (|i  -f  tnq  enthalten;  denn  die  beiden  Brüche  (13)  und  (14) 
werden  identisch,  wenn  man  setzt: 


(11) 
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c:'.:::'.. 

Diese  beiden  GleichuDgen  aber  bestimmen   wegen  (12)  die  Ableitzahlen  ( 
imd  m  eindeutig  und  liefern  wieder  für  sie  reelle  Werte. 
Damit  ist  ganz  allgemein  der  Satz  bewiesen: 

Satz  179:  Haben  zwei  projektive  Abbildungen  der  nämlichen 
Geraden  dieselbengetrennten  reellen^  zusammenfallenden  reellen 
oder  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte,  so  gilt  dasselbe  von 
den  sämtlichen  Abbildungen  des  Büschels  von  Projektivitäten, 
das  durch  jene  beiden  projektiven  Abbildungen  bestimmt  wird, 
und  umgekehrt  gehört  jede  Projektivität,  welche  die  gemein- 
samen Doppelpunkte  des  Büschels  zu  Doppelpunkten  hat,  selbst 
dem  Büschel  an. 

Die  entartenden  Abbildungen  eines  Büschels  von  Prqjektivitäten  mit  ge- 
meinsamen Doppelpunkten.  Die  Frage  nach  etwaigen  entartenden  Abbil- 
dungen, die  in  einem  Büschel  von  Projektivitäten  mit  gemeinsamen  Doppel- 
punkten enthalten  sind,  behandeln  wir  wieder  gesondert  für  die  drei  Fälle, 
wo  diese  Doppelpunkte  getrennt  reell,  zusammenfallend  reell  und  konju- 
giert komplex  sind. 

Sind  zuerst  die  gemeinsamen  Doppelpunkte  der  Projektivitäten  des 
Büschels  reeU  und  räumlich  voneinander  verschieden,  so  kann  man  zeigen,  daß 
in  ihm  immer  zwei  eigentliche  entartende  Projektivitäten  vorkommen,  von  denen 
die  eine  den  ersten  von  jenen  gemeinsamen  Doppelpunkten  zum  Hauptpunkt, 
den  zweiten  zum  Nullpunkt  hat,  während  es  bei  der  anderen  umgekehrt  ist 

In  der  Tat  gelten  für  diesen  Fall  die  Vergleichungen  (1)  und  (2). 
Aus  den  Projektivitäten  (1)  bildet  man  aber  ohne  weiteres  durch  passende 
lineare  Verknüpfung  für  die  gesuchten  entartenden  Projektivitäten  des  zu- 
gehörigen Büschels  ip  -\-  m^  die  Ausdrücke 


(16) 


fj<»  -  hn  - 


-Kü  +  M-^'^^^^'-^«^»)^ 


in  denen  nach  der  Ungleichung  (2)  der  Koeffizient  tifj  — r,f,  von  Null 
verschieden  ist,  so  daß  wir  es  auch  mit  zwei  eigentlichen ,  das  heißt  mit 
zwei  einfach  entartenden  Projektivitäten  zu  tun  haben  (vgl.  Seite  146  ff.). 
Und  dies  sind  außerdem  die  einzigen  einfach  entartenden  ProjektivitÄten 
des  Büschels;  denn  die  allgemeine  Bedingungsgleichung  des  Entartens 
einer  Projektivität  {p  -\-  vx^  lautet  nach  Satz  99: 

(17)  [(t>  +  in,)']-0. 
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Sie  ist  somit  in  bezug  auf  das  Verhältnis  -  vom  zweiten  Grade  und  kann 

also  nicht  mehr  als  zwei  Werte  für  dieses  Verhältnis  liefern.  Damit  ist 
aber  wirklich  der  Satz  bewiesen: 

Satz  180:  In  jedem  Büschel  von  Projektivitäten,  die  zwei  ge- 
trennte reelle  Doppelpunkte  miteinander  gemein  haben,  sind 
zwei  und  nur  zwei  einfach  entartende  Projektivitäten  enthalten; 
und  zwar  besitzt  die  eine  den  einen  von  den  gemeinsamen 
Doppelpunkten  des  Büschels  zum  Hauptpunkt,  den  andern  zum 
Nullpunkt,  bei  der  anderen  ist  es  umgekehrt. 

Auf  ganz  entsprechende  Art  kann  man  beweisen,  daß  in  einem  Büschel 
von  Projektivitäten,  die  ewei  zusammenfallende  reeüe  Doppelpunkte  mit- 
einander gemein  haben,  das  heißt  nach  Seite  1 97  fi.,  in  einem  Büschel  von 
zentrischen  Schiebungen  mit  demselben  Zielpunkte,  nur  eine  einfach  ent- 
artende Projektivüät,  und  zwar  eine  parabolische  Involution j  enthalten  ist. 
Für  die  Grundabbildungen  p  und  q  eines  solchen  Büschels  gelten  die 
obigen  Vergleichungen  (11)  und  (12).  Bildet  man  aber  aus  den  Projek- 
tivitäten (11)  durch  lineare  Verknüpfung    die  in   dem  Büschel  enthaltene 

Projektiv!  tat 

/^o\  f^  0,  (iu  —  it>)d 

(18)  f|i  -  rq  -  ^ j^-^  , 

SO  erhält  man  eine  wegen  (12)  einfach  entartende  Projekt!  vi  tat,  und  zwar 
föUt  deren  Nullpunkt  d  mit  dem  Hauptpunkt  zusammen.  Dieselbe  ist 
also  nach  Satz  136  eine  parabolische  Involution  mit  dem  Doppelpunkt  d. 
Und  diese  Involution  ist  auch  die  einzige  einfach  entartende  Projektivitat, 
die  in  dem  Büschel  (|i  -f-  mq  enthalten  ist.  Denn  die  Bedingungsgleichung 
des  Entartens 

(19)  m  -f  mq)«]  =  0 

liefert  in  dem  vorliegenden  Falle  für  das  Verhältnis  zwei  gleiche  Werte. 
In   der  Tat  läßt  sich   diese  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

(20)  I'OT  -f  2Im[|iq]  +  m>[q»l  -  0. 
In  ihr  aber  ist  wegen  (11) 

und  entsprechend 
andererseits  ist 


l^^^J         Jde^  «[de,] 


_[rdae,-hod)]-[(rg,-hud)id]       %x\[d6,] 
%[de,]  "    %{de,] 
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Die  Gleichung  (20)  yerwandelt  sich  daher  in 

(21)  I»r*  +  2Imrf  +  m*P  -  0    oder  in 

(Ir  -f  mß*  -  0    oder  in 

und  diese  Gleichung  ergibt  für  das  Verhältnis  -  die  Doppehyurzel 

(22)  5-i, 

die  der  bereits  oben  gefundenen  parabolischen  Involution  (18)  entspricht. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  181:  In  einem  Büschel  Ton  Projektivitäten,  die  zwei  zu- 
sammenfallende reelle  Doppelpunkte  miteinander  gemein  haben, 
das  heißt  in  einem  Büschel  von  zentrischen  Schiebungen  mit 
demselben  Zielpunkte,  ist  eine  und  nur  eine  einfach  entartende 
Projektiyität  enthalten,  und  zwar  diejenige  parabolische  Invo- 
lution, deren  (zusammenfallende)  Doppelpunkte  eben  jene  ge- 
meinsamen Doppelpunkte  des  Büschels  sind. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  daß  in  einem  Büschel  von  Projektivi- 
täten mü  gemeinsamen  konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  überhaupt 
keine  eigentlichen  entartenden  Frqjektivitäten  enthalten  sein  können.  Da 
nämlich  eine  eigentliche  entartende  Projektivität  stets  zwei  getrennte  oder 
zusammenfallende  reellr  Doppelpunkte  hat,  und  neben  zwei  konjugiert 
komplexen  Doppelpunkten  m  einer  Projektivität  nicht  noch  reelle  Doppel- 
punkte auftreten  können,  so  sind  für  ein  Büschel  von  Projektivitäten  mit 
gemeinsamen  konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  eigentliche  entartende 
Projektivitäten  ausgeschlossen.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

Satz  182:  In  einem  Büschel  von  Projektivitäten,  die  zwei 
konjugiert  komplexe  Doppelpunkte  gemeinsam  haben,  sind  keine 
eigentlichen  entartenden  Projektivitäten  enthalten. 

Jedes  Büschel  von  Projektivitäten  mit  gemeimamen  Doppelpunkten  ent- 
hält die  Identität.     Man    kann   jetzt   aber  ferner  auch  den  Satz  beweisen: 

Satz  183:  Einem  jeden  Büschel  von  Projektivitäten,  welche 
dieselben  getrennten  reellen,  zusammenfallenden  reellen  oder 
konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  haben,  gehört  auch  die 
Identität  1  an. 

Für  ein  Büschel  mit  zwei  gemeinsamen  getrennten  reellen  Doppdpunkten 
leuchtet  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  von  vorne  herein  ein;  aber  auch 
für  die  beiden  anderen  Fälle  ergibt  sich  leicht  der  Beweis  unseres  Satzes. 

Aus  der  Normalform  (9)    für   eine  Projektivität    eines   Büschels   mit 
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gemeinsamen    konjugiert   komplexen  Doppelpunkten   resultiert   nämlich   die 

Identität  1^  wenn  man  setzt: 

(23)  j-1     und     9-0; 

denn  durch  diese  Substitution  geht  die  Formel  (9)  über  in: 

^^^)  ^'^  a^ib,  a-\-ib       a,b       ^• 

Die  Gleichungen  (10)  aber,  durch  welche  die  Ableitzahlen  I  und  m  der 
Projektivitat  r  ausgedrückt  in  p  und  q  bestimmt  werden,  bleiben  für  die  in 
(23)  angegebenen  besonderen  Werte  von  J  und  t)  nach  I  und  m  auflösbar. 
Andererseits  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (14)  für  eine  Projektivitat 
eines  Büschels  mit  zwei  gemeinsamen  zusammenfallenden  redien  Doppel- 
punkten in  die  Identität  1,  wenn  man  setzt 

(25)  t-1,   tt)  =  0. 

Dadurch  aber  wird  die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  (15)  nach  I  und  m 
nicht  berührt. 

Somit  ist  der  Satz  für  alle  drei  in  Betracht  kommenden  Fälle  bewiesen. 

Aus  ihm  aber  kann  man  eine  wichtige  Folgerung  ziehen.  Da  nämlich, 
wie  man  sofort  sieht,  sich  die  Projektivitätcn  eines  Büschels  (|i  +  ntq 
ebenso  gut  wie  aus  den  beiden  Grundprojektivitäten  p  und  i|  auch  aus 
irgend  zwei  linear  unabhängigen  Projektivitätcn  des  Büschels  numerisch 
ableiten  lassen,  so  kann  man  insbesondere  in  einem  Büschel  mit  gemein- 
samen Doppelpunkten  jede  Projektivitat  des  Büschels  als  Vielfachensumme 
der  Identität  und  einer  von  der  Deckung  verschiedenen  Projektivitat  des 
Biischels  darstellen,  das  heißt,  man  hat  den  Satz: 

Satz  184:  Jede  Projektivitat  läßt  sich  aus  einer  von  der 
Deckung  verschiedenen  Projektivitat  mit  denselben  Doppel- 
punkten und  der  Identität  numerisch  ableiten. 

Die  in  einem  Büschel  von  Projektivitäten  enthaltene  Involution.  Die 
Doppelpunktsinvolution  einer  Projektivitat.  Es  seien  p  und  i|  die  beiden 
Grundabbildungen  eines  Büschels  von  Projektivitäten,  von  dem  wir  noch 
voraussetzen  wollen,  daß  es  nicht  aus  lauter  Involutionen  besteht  Als- 
dann lautet  die  Bedingung  dafür,  daß  eine  bestimmte  Projektivitat 

(26)  «  -  r|i  +  mq 
des  Büschels  involutorißch  sei,  nach  Satz  106 

(27)  [U]-0 
oder  mit  Rücksicht  auf  (26) 

(28)  I[l|il4-m[lq]-0, 
woraus  für  das  Verhältnis  l :  m  der  Wert  folgt: 
(^)                                    I:m-llq]:~[l|i]. 
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Dieses  Verhältnis  wird  also  durch  die  Forderung  (27)  eindeutig  bestimmt, 
so  fem  nicht  die  beiden  Produkte  [1^]  und  [li|]  gleichzeitig  verschwinden. 
Das  ist  aber  unmöglich,  weil  sonst  die  Gleichung  (28)  für  jedes  Wert- 
system (,  m  befriedigt  werden  würde ,  also  nicht  nur  die  beiden  Grund- 
abbildungen ^  und  ^J  sondern  überhaupt  samtliche  Projektiritaten  des 
durch  sie  bestimmten  Büschels  involutorisch  sein  würden,  was  durch  die 
oben  gemachte  Voraussetzung  ausgeschlossen  ist. 

Durch  Substitution  aus  (29)  in  (26)  erhält  man  schließlich  für  die 
involutorische  Projektivität  0  des  Büschels  die  Gleichung 

(30)  9l  =  [l,]»i-[Hi]i|, 

in  der  9  einen  Zahlfaktor  bedeutet,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  185:  EinemjedenBüschel  vonProjektivitäten,  das  nicht  ans 
lauter  Involutionen  besteht,  gehört  eine  und  nur  eine  Involution 
an,  vorausgesetzt,  daß  man  zwei  Involutionen,  die  sich  nur  um 
einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  nicht  als  verschieden  rechnet. 
Läßt  man  insbesondere  eine  von  den  beiden  Giiindabbildungen  }ß  und 
^  des  Büschels,  etwa  die  Projektivität  q,  in  die  Identität  1  übergehen, 
so  erhält  man  für  die  Involution  gl  des  Büschels  mit  den  Grundabbil- 
dungen |i  und  1  die  Darstellung 

(31)  91  =  >-[!>]. 

Diese  Involution  gl  hat  nun  aber  nach  Satz  179  mit  der  Projektivität  |i 
die  Doppelpunkte  gemein,  mögen  dieselben  getrennt  reell,  zusammenfallend 
reell  oder  konjugiert  komplex  sein.  Und  dieselbe  Eigenschaft  kommt  einer 
jeden  Involution  zu,  die  sich  von  der  Involution  gl  nur  um  einen  Zahl- 
faktor unterscheidet;  eine  jede  solche  Involution  möge  daher  die  „Doppel- 
punktsinvolution der  Projektivität  p"  genannt  werden. 

Bei  dieser  Erklärung  bleiben  wir  in  Einklang  mit  der  oben  auf 
Seite  227  gegebenen  Begriffsbestimmung  für  die  Doppelpunktsinvolution 
einer  positiv  zirkulären  Abildung  e*"*.  Denn  die  konjugiert  komplexen 
Doppelpunkte   der   dort   als   Doppelpunktsinvolution    der  Projektivität  «*■ 

TT 

bezeichneten  Involution  ß*s  »  e  stimmen  nach  Seite  224  mit  den  Doppel- 
punkten der  positiv  zirkulären  Abbildung  e*"  überein. 

Und  wir  können  daher  die  Formel  (31)  durch  den  folgenden  Satz 
ausdrücken: 

Satz  186:  Man  erhält  aus  einer  Projektivität  p  ihre  Doppel- 
punktsinvolution gl,  indem  man  die  Projektivität  p  um  das  kom- 
binatorische Produkt  [l|l]  vermindert^),  das  heißt  mittelst    der 


1)  Vgl.   hierzu:    C.  Burali-Forii,    Lezioni    di   geometria   metrico-projettiva 
Torino.     1904.     Seite  147. 
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Formel 

(31)  91-11 -[!«. 

Löst  man  die  Gleichimg  (31)  nach  dem  Minuendus  der  rechten  Seite 
auf,  80  nimmt  sie  die  Form  an 

(32)  ^  =  111»] +  9«. 

In  ihr  ist  das  Produkt  [Ip]  eine  reelle  Zahlgröße.  Bezeichnet  man 
dieselbe  mit  a^  setzt  also 

(33)  [Irt-o, 

SO  verwandelt  sich  die  Gleichung  (32)  in: 

(34)  |,  =  a  +  98, 
womit  der  Satz  bewiesen  ist: 

Satz  187:  Jede  Projektivität  läßt  sich  als  Summe  aus  ihrer 
Doppelpunktsinvolution  und  einer  reellen  Zahlgröße  darstellen. 

Da  aber  ferner  wegen  (27)  die  Formel  (34)  auch  rückwärts  die 
Formel  (33)  nach  sich  zieht,  so  gilt  mit  Rücksicht  auf  Satz  186  auch 
die  Umkehrung  von  Satz  187,  nämlich  der  Satz: 

Satz  188:  Umkehrung  von  Satz  187:  Läßt  sich  eine  Projek- 
tivität  p  als  Summe  einer  reellen  Zahlgröße  und  einer  Invo- 
lution gS  ausdrücken,  so  ist  diese  Involution  die  Doppelpunkts- 
involution von  p. 

Abschnitt  20. 

Darstellung  einer  Projektivität  mit  zwei  getrennten  reellen  Doppel- 
punkten durch  ihre  Doppelpunktsinvolution. 
Der  Darstellung  einer  Projektivität  p  durch  eine  Summe  von  der  Form 

(1)  ^  =  o-f-98 

sind  wir  bereits  oben  bei  der  Behandlung  der  positiv  zirkulären  Abbil- 
dung begegnet.  In  der  Tat  ist  der  in  der  Gleichung  (19)  des  17.  Ab- 
schnitts für  diese  Abbildung  gegebene  Ausdruck 

(2)  r(a,ft,„)-  c*»  =  co8»-f  esin»,  f  —  ^- ~ | 

eine  Darstellung  dieser  Art;  und  nach  Satz  163  und  165  umfaßt  dieser 
Ausdruck  bei  veränderlichem  e  und  to  alle  Projektivitäten  der  Geraden  ab 
mit  konjugiert  komplexen  Doppelpimkten  und  vom  Potenzwert  -|-  1,  und 
von  diesen  Abbildungen  sind  die  Projektivitäten  der  Geraden  ab  mit 
konjugiert  komplexen  Doppelpunkten  aber  beliebigem  Potenzwert,  der  jedoch 
nach  Satz  165  notwendig  positiv  sein  muß,  höchstens  um  einen  Zahlfaktor 
verschieden. 
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Wollen  wir  jetzt  auch  für  die  Projektivitaten  mit  getrennten  reellen 
Doppelpunkten  eine  entsprechende  Darstellung  geben^  so  beschranken  wir 
die  Untersuchung  wieder  sogleich  auf  Projektivitaten  vom  Potenzwert 
±  1.  Dabei  entspricht  nach  Satz  96  das  +  Zeichen  einer  gleich- 
läußgen,  das  —  Zeichen  einer  gegenläufigen  Projekt!  vi  tat. 

Die  Projektivität  ist  gleichläufig. 

Der  analytische  Ausdruck  einer  gleichläufigen  Projektivität  mit  zwei 
getrennten  reellen  Doppelpunkten,  Ist  daher  p  eine  gleichläufige  Projektivität 
mit  zwei  getrennten  reellen  Doppelpunkten,  so  hat  man  der  soeben  getroffenen 
Verabredung  zufolge  ihren  Potenzwert  (ihr  kombinatorisches  Quadrat) 

(3)  W  =  +  l 

ZU  setzen.  Ist  ferner  |  die  hyperbolische  Involution  mit  denselben  reellen 
Doppelpunkten  (die  Doppelpunktsinvolution  von  p),  und  zwar  genommen 
mit  dem  Potenzwert  —  1,  so  kann  man  dieselbe  durch  den  Bruch  darstellen 

w  *  =  ^, 

für  den  in  der  Tat  das  kombinatorische  Quadrat 

(6)  m  =  - 1 

und  somit  das  Folgequadrat 

(6)  i'  -  + 1 

wird.  Es  lautet  also  die  der  Gleichung  (1)  entsprechende  Summendar- 
stellung der  Projektivität  p 

(7)  »  =  0  +  91,,      l|  =  -*^, 

WO  Q  und  g  zwei  reelle  Zahlgrößen  sind.  Aus  dieser  Gleichung  folgt 
durch  kombinatorisches  Quadrieren  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 

(8)  [1I|]  =  0 

(vgl.  Satz  106)  für  das  kombinatorische  Quadrat  von  p  der  Wert 

H.»J  =  a'  +  9W]. 
Mit  Rücksicht    auf  (3)  und  (5)  aber  verwandelt   sich  diese  Gleichung  in: 

(9)  1  -  a«  -  9^ 
Man  kann  daher  auch  setzen: 

a  «  cosh  m 
g  =  sinh  ro, 

wo  IP  eine  reelle  Zahlgröße  bedeutet.  Damit  ist  dann  freilich  a  als  po- 
sitiv vorausgesetzt,  was  aber  keine  störende  Beschränkung  der  Allgemein- 


<■»)  i::: 
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heit  bedingt.  Setzt  man  diese  Werte  (10)  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so 
verwandelt  sich  diese  (vgl.  auch  Gleichung  (95)  des  15.  Abschnitts)  in: 

(11)  |i  -  cosh tt)  +  ^  sinh  Jo  -  e*«,     ^  =  ^'-^ ; 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  189:  Besitzt  eine  gleichläufige  Projektivität  p  in  der  Ge- 
raden zwei  getrennte  reelle  Doppelpunkte  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  eine  hyperbolische  DoppelpunktsinTolution 

so  läßt  sie  sich  als  Funktion  dieser  Doppelpunktsinvolution  | 
und  eines  reellen  Parameters  tt)  darstellen  mittelst  der  Formel 

(11)  |i  =  coshtD  +  ^8inhttJ  =  e»"',      ^-^'*i). 

GeometriscJie  Deutung  der  entspredienden  Abbildung  im  Strahlbüschel 
und  auf  der  unendlicfi  fernen  Geraden.  Um  die  geometrische  Bedeutung 
des  Parameters  XO  der  Gleichung  (11)  zu  finden,  gehen  wir  auf  die  ent- 
sprechende Abbildung  im  Strahlbüschel  zurück.  Es  seien  also  A  und  B 
zwei  Stabe,  deren  Geraden  sich  schneiden;  dann  stellt  der  Bruch 

(12)  §  -  f-^ 

eine  hyperbolische  Strahlinvolution  mit  den  Doppelstrahlen  J.  -f  -B  und 
A  —  B  und  dem  Potenzwert  —  1  dar,  und  es  wird  entsprechend  der 
Gleichung  (11)  der  Ausdruck 

(13)  ¥  =  coshlp  +  §sinhn)  =  c^"',      ^  =  ^'^, 

die  Darstellung  einer  gleichläufigen  Projektivität  im  Strahlbüschel  mit 
dem  Scheitel  [-4.B],  und  zwar  besitzt  dieselbe  den  Potenzwert 

(14)  ir]  =  +  1. 

Denn  wegen  (13)  und  (12)    erhält  man  für  die  Projektivität  ^  die  Dar- 
stellung 
.   ^^  gi       Äi^,  B%^       i4  cosh  tu -j- jB sinh  tt),  .B  cosh» -f^ sinh  10 

(15)  ^"a:    B     " Jü B 5 

also  wird  der  Potenzwert  [^'] 

roti        [(-^  ^^"^  to  -\-  B  sinh  to)  (B  cosh  tt)  -|-  .A  sinh  R))] 

LV  J p-pj 

[Ä  B]  (cosh*  tt)  —  ainh*  tt))       - 
"  [AB]    '~  ^• 


1)  Vgl.    hierzu    Peano,    Calcolo    geometrico    tecondo    T Ausdehn angslehre    di 
U.  Orafimann.    Torino.     1888.    Seite  168.    Nr.  18. 
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Ist  jetzt  s  der  mit  dem  Punkte  [AB]  zusammenfallende  emfeushe 
Punkt,  und  sind  ä  und  b  die  Strecken,  die  mit  den  Stäben  Ä  and  B 
nach  Lange,  Richtung  und  Sinn  übereinstimmen,  so  wird 

(16)  Ä^[8ä]     und     B^[shl 
und  es  geht  die  Projektivitat  fß  aus  der  Projektivitat 

(17)  f -coshto  +  ^sinhw-e"»»;     5=-^*-, 

a,  b 

auf  der  unendlich  fernen  Geraden  durch  Perspektive  Abbildung  vom 
Punkte  s  aus  hervor. 

Nun  sind  nach  Seite  181  f.  die  Gleichungen 

(18)  :r=-äc*'       und  r       b,ä 

(19)  y~be^\  ^  ^  ä^P 

die  Streckengleichungen  zweier  konjugierten  Hyperbelzweige  mit  den 
konjugierten  Halbmessern  ä  und  5^),  und  !  ist  nach  Satz  129  das  Ver- 
hältnis des  zwischen  den  Trägern  ä  und  x  oder  h  und  y  gelegenen 
Hjperbelsektors  beziehlich  zu  dem  zugehörigen  halben  Asjmptotendreieck 

^  oder  M. 

Aber  eine  ganz  entsprechende  Umwandlung,  wie  sie  den  Gleichungen 
(18)  und  (19)  zufolge  die  Träger  ä  und  6  bei  der  Multiplikation  mit  e*' 
erleiden,  erfährt  auch  jeder  andere  Träger  x  einer  der  beiden  konjugierten 
Hyperbelzweige  bei  der  Multiplikation  mit  e*'°.  In  der  Tat  bewirkt  diese 
Multiplikation  für  einen  jeden  solchen  Träger  x  eine  Schwenkung  um 
den  Sektor 

(20)  s-±»E^, 

wo  das  -f  oder  —  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem  der  Träger  x  dem 
Hyperbelzweige  (18)  oder  (19)  zugehört.  Bei  positivem  ID  erfolgt  also 
die  Schwenkung  in  dem  Hyperbelzweige  (18)  von  ä  nach  h  hin;  in  dem 
Hyperbelzweige  (19)  in  umgekehrtem  Sinne. 

Denkt  man  sich  daher,  die  Strecke  x  durchlaufe  das  erste  von  den 
beiden  durch  die  Exponentialgröße  e^^  aufeinander  bezogenen  „Strecken- 
büscheln*', wir  wollen  es  bezeichnen  als  das  Streckenbüschel  x,  x^y  ^„  . . .,  so 
bleibt  die  Größe  des  Hyperbelsektors  zwischen  der  Strecke  x  und  der  zu- 
geordneten Strecke  x'  =  ;re*"'   oder,   wie   wir   sagen    wollen,    der  Sektor- 

1)  Wir  bezeichnen  hier  die  Träger  ä  und  &,  x  und  ebenso  die  Abbildungs- 
fonktionen  |  und  p  mit  überstrichenen  Bnchstaben,  da  wir  die  entsprechenden  nicht 
überstrichenen  Buchstaben  bereits  oben  für  die  zugehörigen  Größen  bei  einer  eigent* 
liehen,  das  heifit  nicht  ganz  im  Unendlichen  liegenden,  Punktreihe  vergeben  haben 
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abstand  beider  Strecken  stets  derselbe  und   ändert  nur   beim  Durchgange 
der  Strecke  x  durch  die  beiden  Asymptoten  sein  Zeichen. 

Erfolgt  die  Durchlaufung  des  Streckenbüschels  x,x^,x^\..  in  dem 
Sinne  von  ä  nach  6  hin,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt  (vgL  die 
obige  Figur  84),  von  a  —  h  nach  ä  -f  &  hin,  so  eilt  bei  positivem  XQ  die  Strecke 
X  =  X  e^**  in  dem  Winkelraum  (a  —  6,  ö  +  5)  der  zugehörigen  Strecke  £ 
um  jenen  Sektorabstand  voraus,  wird  auf  der  Asymptote  ä  -|-  5,  wo  beide 

Strecken  unendlich  lang  sind,  von  der  Strecke 
X  eingeholt,  bleibt  in  dem  Winkelraum 
(6  H-  a,  h  —  a)  um  jenen  Sektorabstand 
hinter  der  Strecke  x  zurück  und  holt  sie  auf 
der  zweiten  Asymptote  6  —  ä,  auf  der  aber- 
mals beide  Strecken  unendlich  lang  werden, 
wieder  ein  (vgl.  Figur  120). 

Die  Projektivität  |i  ist  also  eine  gleich- 
läufige Projektivität  mit  zwei  getrennten 
reellen  Doppelstrecken.  Sie  möge  als  die 
„Sektorschwenkung"  vom  Parameter  » 
in  bezug  auf  die  beiden  konjugierten  Hyper- 
belzweige (18)  und  (19)  bezeichnet  werden. 
Von  dieser  Projektivität  im  Strecken- 
büschel ist  die  durch  die  Gleichung  (13) 
dargestellte  Projektivität  ^  im  Stabbüschel 
mit  dem  Scheitel  s  nur  unwesentlich  ver- 
schieden. Denkt  man  sich  nämlich  die  Pro* 
jektivität  |i  in  der  alten  Weise  durch  einen 
extensiven  Bruch  ausgedrückt,  so  geht  aus 
diesem  die  Projektivität  ^  durch  planime- 
trische  Erweiterung  mit  dem  Punkte  s  hervor. 
Man  erhält  einen  besonderen  Fall  der  Projektivität  J,  wenn  man  die 
beiden  Strecken  ä  und  h  gleich  lang  und  zueinander  senkrecht  annimmt 
Alsdann  stehen  auch  die  beiden  Asymptotenstrecken  ä  -f  6  und  ä  —  h  der 
beiden  konjugierten  Hyperbelzweige,  das  heißt  die  Doppelstrecken  der 
Projektivität  p,  aufeinander  senkrecht,  und  die  beiden  Hyperbelzweige 
gehören  daher  gleichseitigen  Hyperbeln  an. 

Veranschaulichung  der  ursprünglich  behandelten  Abbildung  in  der  Ge^ 
raden.  Solche  gleichseitigen  Hyperbelzweige  benutzt  man  am  besten,  wenn 
man  den  Übergang  zu  den  Projektivitäten  in  der  Geraden  machen  will. 
In  der  Tat,  handelt  es  sich  darum,  die  Bedeutung  der  Größe  tD  für  die 
durch  die  obige  Gleichnng 


Abachnitt  (20),  Gleichungen  (21)  und  (22). 
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(11)  |l  —  cosh  tt)  -f  i  siöh  W 

vermittelte  Projektivitat  in  der  Geraden  zu  bestimmen,  und  will  man  diese 
Projektivität  als  Schnitt  einer  Sektorschwenkung  in  bezug  auf  zwei  an- 
stoßende Zweige  zweier  konjugierten  gleich- 
seitigen Hyperbeln  darstellen,  wie  sie  durch 
die  Gleichung  (13)  ausgedrückt  wird,  wenn 
A  und  B  gleich  lang  und  aufeinander  senk- 
recht angenommen  werden,  so  muß  man 
als  Mittelpunkt  ä  dieser  Hyperbeln  einen 
der  beiden  Punkte  wählen,  in  denen  sich 
die  beiden  Kreise  schneiden,  die  den  Ab- 
stand der  beiden  Punkte  a  und  b  und 
den  Abstand  der  beiden  Punkte  a  -{- b  und 
b  —  a  zn  Durchmessern  haben;  denn  die 
Punkte  a  und  b  müssen  ja  den  Achsen 
A  und  B  der  beiden  Hyperbeln  und  die 
Doppelpunkte  a  -\-b  und  b  —  a  der  Pro- 
jektivitat ihren  Asymptoten  A  -\-  B  und 
B  —  A  angehören. 

Schließlich  kann  man  noch  über  die 
Länge  der  beiden  gleichen  Halbachsen  A 
und  B  der  konjugierten  Hyperbeln  will- 
kürlich verfügen.  Man  trage  also  auf  den 
Geraden  sa  und  sb  von  s  aus  zwei  gleich  lange  Stäbe  A  und  B  ab  und 
zeichne  die  beiden  konjugierten  Hyperbelzweige,  die  diese  Stäbe  A  und  B 
zu  Halbachsen  haben   (vgl  Figur  121).    Dann  ist  die  Projektivitat 

(21)  tp  -  cosh  tt)  -f  §  sinh  xo  =  e^»,     §  =-  ^-| 

eine  gleichläufige  Projektivitat  im  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  5, 
welche  die  zueinander  senkrechten  Stäbe  A  -{-  B  und  A  —  B  zu  Doppel- 
strahlen hat,  und  die  überdies  nach  dem  Obigen  als  eine  Sektorschwen- 
kung vom  Parameter  lü  in  bezug  auf  die  beiden  konjugierten  gleich- 
seitigen Hyperbelzweige  aufgefaßt  werden  kann,  deren  Gleichungen  lauten: 

(22)  P=.^^*'  1-"^! 

unter  ä  und  b  die  Strecken  der  gleich  langen  und  zueinander  senkrechten 
Stäbe  A  und  B  verstanden. 

Aus  dieser  Sektorschwenkung  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  8 
wird  aber  die  Projektivitat  |i  der  Geraden  ab  durch  diese  Gerade  aus- 
geschnitten (vgl.  auch  Seite  212  f.).     Man  hat  also  den  Satz: 


Fig.  m. 


iL. 
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Satz  190:  In  der  Geometrie  der  Punktreihe  läßt  sich  jede 
gleichläufige  Projektvität  mit  zwei  getrennten  reellen  Doppel- 
punkten als  perspektives  Bild  einer  Sektorschwenkung  in  bezug 
auf  zwei   konjugierte   gleichseitige  Hyperbelzweige  darstellen. 

Die  Figur  121  zeigt  noch:  Während  der  bewegliche  Punkt  der  ersten 
Punktreihe  von  a  aus  über  den  ersten  Doppelpunkt  a  -\-h  nach  x  geht, 
von  dort  über  den  zweiten  Doppelpunkt  h  —  a  ins  Unendliche  läuft  und 
aus  dem  Unendlichen  von  der  andern  Seite  her  nach  a  zurückkehrt,  geht 
der  zugeordnete  Punkt  der  zweiten  Punktreihe,  der  im  Beginn  seiner  Be- 
wegung, nämlich  im  Punkte 

dem  ersten  Punkte  voraus  war,  ebenfalls  bis  zum  ersten  Doppelpunkt 
a  -f  6,  wird  in  ihm  von  dem  ersten  Punkte  überholt  und  gelangt,  wäh- 
rend jener  nach  x  läuft,  bloß  bis  zu  dem  Punkte 

x'  =  xe^^y 

holt  aber  den  ersten  Punkt  im  zweiten  Doppelpunkte  h  —  a  wieder  ein 
und  bleibt  ihm  dann  sowohl  auf  dem  Wege  ins  Unendliche  wie  bei  der 
Rückkehr  aus  dem  Unendlichen  zu  seiner  Ausgangslage  a  dauernd  voraus. 

Die  Gruppe  aller  gleicJdäufigeti  Projektiviiäien  mit  zwei  gemeinsamen 
gärenntm  reellen  Doppelpunkten.  Der  Satz  190  weist  schon  darauf  hin, 
daß  die  Projektivitäten 

(23)  <i(»)  =  e'",     k  =  l';l, 

die  aus  der  Projektivität  p  in  (11)  bei  Festhaltung  der  Punkte  a  und 
h  und  damit  auch  der  Doppelpunkte  a  -{-h  und  a  —  h  durch  alleinige 
Veränderung  des  Parameters  tu  hervorgehen,  eine  kontinuierliche  ein- 
gliedrige Gruppe  bilden,  deren  Parameter  eben  jene  Größe  nj  ist;  und  dies 
wird  direkt  bestätigt  durch  die  Formel  (96)  des  15.  Abschnitts,  welche 
lautete 

(24)  c*»»  e^^  =  ei(»i  +  w,)      i  -  ^, 

und  die  man  wegen  (23)  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 
(2^)  P  (roi)  P  (tt>8)  —  <>  (i»i  +  «oj) . 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  191:   Alle  diejenigen  gleichläufigen  Projektivitäten 

(23)  |.,»)-e«»,    1-^-°, 

welche  dieselben  getrennten  reellen  Doppelpunkte  a-f  &  und  a  —  b 
haben,    die   also   einer   und    derselben    hyperbolischen   Doppel- 
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punktsinvolution  |  —  —  , ,  aber  beliebigen  Werten  der  Zahlgröße 

tu  zugehören,   bilden    eine  kontinuierliche  eingliedrige  Gruppe, 
deren  Parameter  eben  jene  ZahlgröBe  tn  ist. 

Erteilt  man  in  der  Qleichung  (11)  dem  Parameter  )u  der  Projektivi- 
tat  ^  -=  |i(n>)  die  besonderen  Werte  to  —  4;  g,  wo  g  eine  sehr  große  po- 
sitive Zahlgröße  ist,  die  man  schließlich  unendlich  groß  werden  laßt,  so 
wird  i*m  so  genauer 

je  größer  man  g  wäMtj  also,  immer  in  diesem  Sinne,  für  tt)  =  -f-  g 

«fl  a4-6,     g-ffe        fß  2(a  +  fe),  0  , 

(26)  »(+8)  = 

andererseits  für  tu  ==  —  g 


«1 

b 

2 

a  +  ft, 

a-6 

a  +  b, 
a  +  ft, 

0 
a~6- 

► 

a-6, 

-(a- 

.6)^ 

e«      0     , 
2  a  +  6, 

2(a- 
a  — 

■b) 

«» 

b 

b 

0, 

a  —  b 

ifi-»)-T'^-^ — ''''ir-^-'\:r±^'   Z-h'    o^«' 


(27)  «•(-.)-«'„  +  ,,„_, 

Hieraus  geht  hervor,  daß  die  beiden  Projektivitäten  |i(+o«))  und 
|l(_«,)  zwei  einfach  entartende  Projektivitäten  darstellen,  die  wie  alle  Projek- 
tivitäten der  Gruppe  (11)  die  Punkte  a  +  6  und  a  —  h  zu  Doppelpunkten 
haben,  und  zwar  ist  bei  der  Projektivität  p  (+ «)  der  Punkt  a  -\-  b  der 
Hauptpunkt  und  der  Punkt  a  —  b  der  Nullpunkt,  bei  der  Projektivität 
|l(_eo)  ist  es  umgekehrt.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  192:  Die  beiden  in  der  kontinuierlichen  eingliedrigen 
Gruppe  gleichläufiger  Projektivitäten  mit  den  gemeinsamen 
reellen  Doppelpunkten   a  +  6  und  a  —  6,  nämlich  in  der  Gruppe 

enthaltenen  einfach  entartenden  Projektivitäten  gehören  den 
Parameterwerten  -|-  oo  und  —  oo  zu  und  haben  beziehlich  den 
Punkt  a  -\-  b  zum  Hauptpunkt,  den  Punkt  a  —  b  zum  Nullpunkt 
und    umgekehrt. 

Die  Projektivität  ist  gegenläufig. 

Der  analytische  Ausdruck  einer  gegenläufigen  Projektivität  in  der  Ge- 
raden, Es  werde  jetzt  andererseits  eine  Projektivität  i|  in  der  Geraden 
von  dem  Potenzwert  (dem  kombinatorischen  Quadrat)  —  1  betrachtet,  das 
heißt  eine  Projektivität,  die  der  Gleichung  Genüge  leistet 

(28)  UT  =  -1. 
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Eine  solche  Projektiv! tat  ist  nach  Satz  96  gegenläufig  und  besitzt 
nach  Satz  102  zwei  getrennte  reelle  Doppelpunkte.  Ist  wieder  ^  die  zu 
ihr  gehörende  hyperbolische  Doppelpunktsinvolution,  und  zwar  genommen 
mit  dem  Potenzwert  —  1,  und  ist  femer  wie  in  (4) 

(29) •>=:::, 

so  wird  auch  wie  in  (5)  und  (6) 

(30)  [^^1  =  -  1      und 

<31)  d^-l; 

und   auch    die   der  Gleichung  (1)   entsprechende  Summendarstellung   der 

Projektivität  q  lautet  dann  wieder 

(32)  q=a  +  9l,,     1)  =  *;; 

WO  a  und  9  zwei  reelle  Zahlgrößen  sind.  Aus  dieser  Gleichung  aber  folgt 
auch  wieder  wie  auf  Seite  265  für  das  kombinatorische  Quadrat  von  ^ 
der  Wert  [,»j  _  „*  ^  g.^^.j. 

mit  Rücksicht  auf  (28)  und  (30)  wird  daher 

—  1  =  a'  —  g',     das  heißt 

<33)  1  =  9«  -  a«. 

Man  kann  also  setzen 

r  a  =  cosh  tu 

la  =  smhtt), 

wo  to  eine  reelle  Zahlgröße  bedeutet,  und  es  verwandelt  sich  somit  die 
Gleichung  (32)  in 

(35)  q  =  sinh  lü  +  J  cosh  ttJ ,      J  =  ' '  " 

^      ^'     '         «I  =  i^  sinh  tu  H-  ^  coshti),    das  heißt  in 

(36)  q  =  i  (cosh  to  +  *  sinh  tu),     ^  -  ^• 
oder  endlich  wegen  (11)  in 

<37)  q-ie'»,    (1  =  *;^ 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  193:  Ist  ^^ 

*  ""  aU 
die  Doppelpunktsinvolution    einer   gegenläufigen    Projektivität 
q  in  der  Geraden,  so  läßt  sich  diese  Projektivität  als  Funktion 
dieser  Doppelpunktsinvolution  f|   und    eines  reellen  Parameters 
tu  darstellen  mittelst  der  Formel 
(38)     q  =  sinh  tP  +  ^  cosh  U)  =  (j  (cosh  tu  +  Ij  sinh  tu)  —  i«»»,  ^  "  ifl  * 


Abfchnitt  20,  Gleichung  (89)  bis  (40).    Säte  198  und  194. 
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Veranschntdichung  einer  gegenläufigen  Projektivitäi  in  der  Geraden. 
Zur  Veranschaulichung  der  betrachteten  Projektivität  kann  man  sich 
wieder  wie  auf  Seite  268  ff.  der  Projektion  von  einem  der  beiden  Punkte 
s  und  t  bedienen,  in  denen  sich  die  Kreise 
mit  den  Durchmessern  ah  und  (a  +  6)  (6  —  a) 
schneiden  (vgl.  Figur  122). 

Man  nehme  dann  diejenigen  beiden 
konjugierten  gleichseitigen  Hyperbelzweige 
2U  Hülfe,  welche  einen  von  diesen  beiden 
Punkten,  etwa  den  Punkt  s,  zum  Mittel- 
punkte und  die  gleich  langen  und  zueinander 
.senkrechten  Stäbe  (vgl.  Seite  212  f.) 

(39)  Ä'=[saU    B=^[sb] 

zu  Halbachsen  haben,  so  gehören  die  Stäbe 
Ä  -{-  B  und  B  —  Ä  den  Asymptoten  dieser 
beiden  gleichseitigen  Hyperbelzweige  an. 

Diese  beiden  Hyperbelzweige  liefern 
dann  unmittelbar  ein  anschauliches  Bild  der 
zu  q  Perspektiven  Projektivität  C  im  Strahl- 
büschel mit  dem  Scheitel  s,  nämlich  von 
der  Projektivität 

(40)  C-^e»",    #  =  J^, 

indem  durch  die  Projektivität  C  jedem  Strahle 
X  derjenige  Strahl  X^e*"  zugewiesen  wird,  der  aus  X  hervorgeht,  wenn 
man  zu  dem  Strahle  X  den  konjugierten  Strahl  X§  in  der  Strahlinvolution 
^  aufsucht,  (das  heißt,  den  Strahl  X  an  dem  Asymptotenpaar  der  beiden 
konjugierten  Hyperbelzweige  spiegelt),  und  den  so  gewonnenen  Strahl  X§ 
einer  Sektorschwenkung  vom  Parameter  to  in  bezug  auf  die  beiden  konju- 
gierten Hyperbelzweige  unterwirft. 

Aus  dieser  Projektivität  im  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  s  wird 
nun  aber  die  Projektivität  q  durch  die  Gerade  ah  ausgeschnitten,  und 
man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  194:  Jede  gegenläufige  Projektivität  in.  der  Geraden 
läßt  sich  als  perspektives  Abbild  einer  mit  einer  Spiegelung  an 
dem  Asymptotenpaar  verknüpften  Sektorschwenkung  in  bezug 
auf  zwei  konjugierte  gleichseitige   Hyperbelzweige   darstellen. 

Die  Figur  122  zeigt  femer  noch:  Während  der  bewegliche  Punkt  der 
ersten  Punktreihe  von  a  aus  über  den  ersten  Doppelpunkt  a  -f-  6  nach  x 
geht,   kommt   ihm    der   zugeordnete   Punkt   der   zweiten  Punktreihe   von 


Fig.  128. 
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seiner  Anfanffslaire  ,         ^  . 

aus  entgegen,  begegnet  |ihm  in  dem  ersten  Doppelpunkt  a  •\-h  und  er-> 
reicht,  während  jener  in  x  anlangt,  die  Lage 

und  wahrend  der  erste  Punkt  von  x  aus  über  den  zweiten  Doppelpunkt 
h  —  a  und  das  Unendliche  wieder  zu  seiner  Ausgangslage  a  zurückkehrt^ 
geht  der  zugeordnete  Punkt  durchs  Unendliche  und  den  zweiten  Doppel- 
punkt b  —  üy  in  dem  er  sich  mit  dem  ersten  Punkte  zum  zweiten  Male 
begegnet,  nach  a    zurück. 

Das  System  aller  gegenläufigen  Frojektivitäten  mit  zwei  gemeinsamen 
getrennten  redlm  Boppelptmkten.  Im  Gegensatz  zu  den  gleichläufigen 
Projektivitäten  mit  denselben  reellen  Doppelpunkten  bildet  die  Gesamtheit 
der  gegenläufigen  Projektivitäten  mit  gemeinsamen  reellen  Doppelpunkten 
keine  Gruppe, 

Dies  folgt  schon  begrifflich  daraus,  daß  ja  die  Folge  zweier  gegen- 
läufigen Projektivitäten  notwendig  eine  gleichläufige  Projektivität  sein 
muß,  ergibt  sich  aber  auch  leicht  durch  Rechnung. 

Bildet  man  nämlich  aus  zweien  von  den  Projektivitäten 

(41)  q(»)-*e'-,     d-^-f, 

in   denen    man  die  Punkte  a   und  h   und  damit  die  Involution  |  als  fest 

gegeben,  die  Zahlgröße  xo  aber  als  veränderlich  ansieht,  das  heißt  aus  den 

Projektivitäten 

das  Folgeprodukt,  so  erhält  man 

(43)  qoui)q(n.2)  =  *«''"'»*^*"^ 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  nach  Satz  131 

und  nach  Formel  (31) 

i*-l     ist 

oder  endlich  nach  Formel  (24) 

Diese  Formel  zeigt  in  der  Tat,  daß  die  gegenläufigen  Abbildungen 
^(to)  für  sich  die  Gruppeneigenschafk  nicht  besitzen.  Dagegen  bilden  sie 
Eosammen  mit  den  gleichläufigen  Projektivitäten 
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welche   mit   den  Abbildungen  ^(v)  ihre   Doppelpunktsiuvolntion   ^  -«  -^ 

gemein  haben,  eine  allerdings  diskontinuierliche  Gruppe  (vgl.  Satz  178). 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  195:   Alle  gleichläufigen  und  gegenläufigen  Projektivi- 
täten 

||l(„)-e»"     und  6^« 

welche  dieselben  getrennten  reellen  Doppelpunkte  a  +  5  und 
a  —  5  haben,  die  also  einer  und  derselben  hyperbolischen  Doppel- 

punktsinvolution  f^  —  -^v,  aber  beliebigen  Werten  des  Parameters 

tu  zugehören,  bilden  zusammen  eine  diskontinuierliche  Gruppe, 
w  eiche  die  kontinuierliche  eingliedrige  Gruppe  der  gleichläu- 
figen Projektiyitäten 

allein  als  Teilgruppe  in  sich  enthält.  Dagegen  bilden  die  gegen- 
läufigen Projektivitäten 

für  sich  keine  Gruppe. 

Erteilt  man  in  der  obigen  Gleichung 

(35)  i|(w)  —  sinh  W  -f  J  cosh  tu,  ^  =  ^^ 

dem  Parameter  tt)  die  Werte  ±  g,  wo  g  eine  sehr  große  positive  Zahl- 
größe ist,  so  wird  um  so  genauer 

,(,.,-  ^(±  1+  4)  =  -^(±^  +  ;^) 

je  größer  man  g  wählt 'j  also,  immer  in  diesem  Sinne,  für  to  «=  -f  g 

e^  a-{-h,  o-j-  6 


gg2(a-f-l>),     0 
"2      a  +  b,  a  —  h 

femer  für  to  —  —  9 

«•  b  —  a,  a  —  b 

^<-fl>"  2""^; — 6~ 

^g»      0,       —  2(a  — 6) 
"■  2  a-|-6,  a  — 6 


oder 


oder 
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Für  die  Argumente  It)  —  i  oo  ergeben  sich  also  auch  aus  der  Projektivität 
^^fg)  zwei  entartende  Projekt! vitüten,  von  denen  übrigens  die  Projektivität 
H(+«)  mit  der  oben  betrachteten  Projektivität  p(^co)  (vgl.  Gleichung  (26)) 
genau  übereinstimmt,  während  die  Projektivität  ^(-«0)  sich  von  der  Pro- 
jektivität p(.K)  (vgl.  Gleichung  (27))  nur  dem  Vorzeichen  nach  unter- 
scheidet.    Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  196:  In  dem  System  gegenläufiger  Projektivitäten  mit 
den  reellen  Doppelpunkten  a -j- h  und  a  —  h,  deren  Abbildungs- 
brüche nach  Satz  193  die  Darstellung  gestatten 

entsprechen  den  Parameterwerten  n)  =  +  00  und  »=-  —  00  zwei 
einfach  entartende  Projektivitäten;  dieselben  sind  von  den  ein- 
fach entartenden  Projektivitäten  der  Gruppe 

»><»)  =  «•"'  *-^ 

nicht  wesentlich  verschieden  (vgl.  Satz  192). 

Das  letztere  erklärt  sich  dadurch,  daß  das  System  der  Abbildungen 
l|(»)  und  die  Gruppe  der  Abbildungen  |i(n,),  wie  die  Gleichungen  (7) 
und  (32)  zeigen,  zusammen  ein  BüscM  von  Projektivitäten  mit  gemein- 
samen getrennten  reellen  Doppelpunkten  bilden.  Ein  solches  aber  enthalt 
nach  Satz  180  zwei  einfach  entartende  Projektivitäten  von  der  im  Satz  192 
beschriebenen  Art. 

Abschnitt  21. 

Harmonische  Projektivitäten. 

Das  Verschwinden  des  kombinatorischen  Produktes  zweier  Projektivi- 
täten derselben  Geraden:  Begriff  harmonischer  Projektivitäten.  Wir  gehen 
nunmehr  zur  Betrachtung  zweier  Projektivitäten 

(1)  l.--'^-.     und     ,-^*--^« 

derselben  Geraden  über,  deren  kombinatorisches  Produkt  verschwindet, 
zwischen  denen  also  die  Gleichung  besteht 

(2)  [H]  -  0. 

Wir  nennen  zwei  Abbildungen  dieser  Art  in  Anlehnung  an  eine  Bezeich- 
nung von  Segre  „harmonisch"*)  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  geo- 
metrischen Beziehungen  zwischen  zwei  solchen  Abbildungen  zu  ermitteln. 

1)  HarmoDiiche  Projektivitäten  einer  Geraden  wurden  unter  der  Bezeichnung 
f^onjugierU  Projektivitäten"  xuertt  von  St^pbanos  in  seiner  schon  auf  Seite  181 
und  146  zitierten  Arbeit,  Math.  Ann.,  Bd.  28(1883),  Seite  804  ff.  genauer  untersucht  (vgl. 
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Nach  Gleichung  (20)  des  13.  Abschnitts  ist  das  kombinatorische  Pro- 
dukt [p^]  durch  die  Gleichung  definiert: 

^  ^  LPqj  [,^e.]  «[«,e.]  2[e,e.]     '' 

Die  Gleichung  (2)  laßt  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

(4)  [0,6.]  -  [a,&.]. 

In  dieser  erinnert  sie  an  die  in  der  Gleichung  (3)  des  15.  Abschnitts  ge- 
fundene Bedingung 

(5)  [«,0,]  -  [6.0,] 

ttlr   den   involutorischen   Charakter   der  Projektivitat  ***'  ^ .      In   der   Tat 

«1,  «, 

unterscheidet  sich  die  Gleichung  (4)  von  der  Gleichung  (5)  nur  dadurch, 
daß  die  Buchstaben  e^,  6^;  a^,  a^  durch  die  Buchstaben  dt,  a^'^  b^,  h^  er- 
setzt sind.  Die  Gleichung  (4)  kann  daher  als  die  Bedingung  dafür  auf- 
gefaßt werden,  daß  der  Bruch 

(6)  -*^i 

eine  Involution  darstellt.  Die  Nenner  und  Zähler  dieses  Bruches  stimmen 
aber  beziehlich  mit  den  Zählern  der  Brüche  p  und  q  überein.  Und  be- 
rücksichtigt man  noch,  daß  nach  Satz  81 

ist,  so  erhält  man  zwischen  den  Projektivitäten  p  und  ^,  deren  kombina- 
torisches Produkt  verschwindet,  die  Beziehung 

(8)  ^-P* 

Dabei    ist   freilich    noch   eine   Bemerkung  hinzuzufügen.     Damit  nämlich 

der  Bruch   -     *    überhaupt   einen   Sinn  habe,   ist   erforderlich,    daß   daa 

äußere  Produkt  seiner  Nenner  von  Null  verschieden  sei;   oder   da  diese 
Nenner  zugleich  die  Zähler  der  Projektivitat  p  bilden,  daß  der  Potenzwert 
von  p 
^9)    .  OT  +  0, 


insbesondexe  S.  320).  Etwa»  später  führte  Segre  für  sie  den  heute  gebräuchlicheren 
Namen  „harmonische  ProjektivitÄten"  ein.  Vgl.  Segre,  Note  sur  leg  homographie« 
binaires  et  leors  faisceauz,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  100 
(1887),  8.  318.  Inzwischen  hatte  H.  Wiener  in  seiner  Habilitationsschrift  (Rein 
geometrische  Theorie  der  Darstellung  bin&rer  Formen  durch  Punktgruppen  auf  der 
Geraden,  Darmstadt,  1886,  S.  27 ff.)  die  Beziehungen  zweier  hamumisdien  Involw 
tionen  auf  geometrischem  Wege  entwickelt,  und  zwar,  was  diese  Arbeit  besonders 
wertvoll  macht,  unter  grundsätzlicher  Vermeidung  eines  Zurfickgreifeni  auf  die 
Doppelpunkte. 
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die  Projektivitat  p  also  umkehrbar  sei.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so 
zieht  die  Gleichung  (4)  oder  (2)  die  Gleichung  (8)  nach  sich. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  daß  die  Involution  I  umkehrbar  ist  oder 
nicht,  je  nachdem  das  Entsprechende  bei  der  Projektivitat  i|  der  Fall  ist 
oder  nicht.  Denn  die  Umkehrbarkeit  einer  jeden  Projektivitat,  also  auch 
die  einer  Involution  in  der  Geraden,  hängt  davon  ab,  ob  das  kombinatorische 
(äußere)  Produkt  ihrer  Zähler  =-  0  oder  4"  0  ist.  Dieses  Produkt  aber 
besitzt  nach  (1)  und  (6)  bei  der  Projektivitat  q  und  der  Involution  I  den- 
selben Wert  [^i^j].     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  197:  Ist  von  zwei  harmonischen  Projektivitaten  wenig- 
stens eine  umkehrbar,  so  läßt  sich  die  andere  als  Folge  der 
ersteren  und  einer  Involution  darstellen;  dabei  ist  diese  In- 
volution umkehrbar  oder  nicht,  je  nachdem  das  entsprechende 
für  die  zweite  Projektivitat  zutrifft  oder  nicht. 

Es  ist  aber  wichtig,  daß  die  ümkehrung  dieses  Satzes  auch  dann  gilt, 
wenn  beide  Projektivitaten  entarten,  daß  also  allgemein  der  Satz  besteht: 

Satz  198:  Wenn  von  zwei  Projektivitaten  die  eine  eine  Folge 
aus  der  anderen  und  einer  Involution  ist,  so  sind  die  beiden 
Projektivitaten  harmonisch. 

In  der  Tat,  ist  die  Projektivitat  ^  die  Folge  der  Projektivitat  \ß  und 
einer  Involution  8,  also  wieder  wie  oben 
(8)  H-Ii«, 

so  wird  das  kombinatorische  Produkt  [|ii|],  dessen  Verschwinden  die  har- 
monische Beziehung  der   beiden   Projektivitaten  p  und  q   charakterisierte, 

oder,  wenn  wie  gewöhnlich  ^    ^ 

gesetzt  wird,  *^'  *' 

Die   rechte  Seite   dieser  Gleichung  aber  verschwindet  wegen  der  Grund- 
eigenschaft  der  Involution    (vgl.  Gleichung  (8)    des    If).  Abschnitts),   das 
heißt,  es  ist  wirklich 
(2)  [><ll-0, 

und  es  ist  somit  gezeigt,  daß  die  Gleichung  (8)  die  Gleichung  (2)  nach 
sich  zieht,  mögen  nun  die  Projektivitaten  p  und  ^  umkehrbar  sein 
oder  nicht. 

Motivierung  des  Ausdnirks  yyharmonische  Projektitniäten".  Um  nun- 
mehr die  Bezeichnung  „harmonische  Projektivitaten**  zu  rechtfertigen,  be- 
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trachten  wir  den  besonderen  Fall,  wo  die  erste  Ton  den  beiden  harmo- 
nischen Abbildungen  eine  von  der  Deckung  veraMedene  FrojekiiviUU  |i  mü 
zwei  getrennten  reellen  Do^ypelpurücten,  die  0 weite  aber  eine  Involution  t  ist. 
Bezeichnet  man  die  Doppelpunkte  der  Projektivitat  }ß  mit  d^  und  d^, 
ihre  Hauptzahlen  mit  r^  und  r,,  so  wird 

(10)  »-'-t-'v 

wo  ti  und  r,  zwei  reelle  Zahlgrößen  sind,  die  der  Ungleichung 
(H)  t.+t, 

genügen  müssen,  wenn,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  die  Projektivitat  1 
von  der  Deckung  verschieden  sein  soll. 

Nun  lautete  die  Bedingungsgleichung  dafür,  daß  die  Abbildungen 
^  und  t  harmonisch  seien,  nach  (2) 

(12)  0  =  [„«]. 

Wendet  man  aber  auf  das  Produkt  [pt]  die  Formeln  (18)  und  (8)  des 
lo.  Abschnitts  an  und  wählt  statt  der  in  der  letzteren  Formel  auftretenden 
willkürlichen  Punkte  y  und  js  die  Doppelpunkte  d^  und  d^  von  py  so 
nimmt  die  Bedingungsgleichung  (12)  die  Form  an 

oder  wegen  (10) 

(13)  0  =  x^[d,^d,i]-x,[d,d,i]. 

Da  femer  t  nach  der  Voraussetzung  eine  Involution  ist,  so  ist  nach 
Formel  (8)  des  15.  Abschnitts 

(14)  [d^■d,t]  =  [d,■d,t]. 

Die  Gleichung  (13)  läßt  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

(t.-t,)K.rf,t]  =  o, 

oder  wegen  (11)  in  der  Form 

(15)  [d^'d,i]^0. 

Diese  Gleichung  aber  sagt  aus,  daß  die  beiden  Doppelpunkte  d^  und  d^ 
der  Projektivitat  p  ein  Paar  der  Involution  t  bilden.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  199:  Die  Doppelpunkte  einer  von  der  bloßen  Deckung 
verschiedenen  Projektivitat  in  der  Geraden  bilden  in  jeder  zu 
ihr  harmonischen  Involution  ein  Paar. 

Und  da  auch  rückwärts  aus  der  Gleichung  (15)  die  Gleichung  (12) 
gefolgert  werden  kann,  uud  zwar,  was  zu  beachten  ist,  ganz  unabhängig 
davon,  ob  die  üngleichimg  (11)  befriedigt  wird  oder  nicht,  so  gilt  auch 
die  Umkehrung: 
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Satz  200:  Jede  Involution,  in  der  die  Doppelpunkte  einer 
Projektivität  ein  Paar  bilden,  ist  zu  ihr  harmonisch. 

Daß  es  bei  diesem  Satze  nicht  wie  bei  dem  Satze  199  nötig  ist,  den 
Fall  der  Deckung  auszunehmen,  versteht  sich  nach  Satz  106  von  selbst; 
denn  mit  Rücksicht  auf  den  BegriflF  harmonischer  Projektivitäten  kann 
man  diesen  Satz  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Satz  201:  Eine  jede  Involution  ist  zu  der  Identität  (also  auch 
zu  der  Deckung)  harmonisch,  und  umgekehrt  ist  jede  Projek- 
tivität, die  zu  der  Identität  (oder  der  Deckung)  harmonisch  ist, 
eine  Involution.  Oder  auch:  Eine  projektive  Abbildung  ist  dann 
und  nur  dann  involutorisch,  wenn  sie  zu  der  Deckung  harmo- 
nisch ist. 

Übrigens  kann  man  jetzt  den  Inhalt  der  beiden  Sätze  199  und  200 
unter  Ausscheidung  des  Falles  der  Deckung  in  dem  folgenden  einen  Satze 
zusammenfassen : 

Satz  202:  Eine  von  der  Deckung  verschiedene  Projektivität  |i 
mit  zwei  getrennten  reellen  Doppelpunkten  ist  dann  und  nur 
dann  zu  einer  Involution  1  harmonisch,  wenn  die  Doppelpunkte 
von  p  ein  Paar  von  t  bilden. 

Ein  spezielles  Interesse  bietet  noch  der  Fall,  wo  nicht  nur  die  Pro- 
jektivität Pf  sondern  auch  die  zu  ihr  harmonische  Involution  zwei  getrennte 
reelle  Doppelpunkte  hat,  wo  also  diese  Involution  hyperbolisch  ist.  Eine 
solche  Involution  hat  nach  Satz  117  die  Eigenschaft,  daß  ein  jedes  Paar 
derselben  durch  ihre  Doppelpunkte  harmonisch  getrennt  wird;  und  umge- 
kehrt bildet  ein  jedes  Punktpaar,  das  zu  den  Doppelpunkten  der  Invo- 
lution harmonisch  liegt,  ein  Paar  der  Involution.  Für  den  besonderen 
Fall  einer  hyperbolischen  Involution  gestattet  daher  der  Satz  202  die  Fassung: 

Satz  203:  Eine  Projektivität,  die  von  der  Deckung  ver- 
schieden ist  und  zwei  getrennte  reelle  Doppelpunkte  hat,  ist  zu 
einer  hyperbolischen  Involution  dann  und  nur  dann  harmonisch, 
wenn  die  Doppelpunkte  der  einen  Abbildung  durch  die  der 
anderen  harmonisch  getrennt  werden. 

und  hieraus  ergibt  sich  noch  der  spezielle  Satz: 

Satz  204:  In  zwei  zueinander  harmonischen  hyperbolischen 
Involutionen  trennen  sich  die  beiden  Paare  von  Doppelele- 
menten harmonisch. 

Durch  diese  Sätze  ist  die  Bezeichnung  „harmonische  Projektivitäten^ 
hinlänglich  motiviert. 

Beziehung  zwischen  den  AUeitealden  der  Zähler  zweier  gleidinamigm 
harmonischen  Projektivitäten.    Stellt  man  zwei  harmonische  Projektivitäten 
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p  iiud  f|  wie  in  den  Gleichangen  (1)  durch  zwei  Brüche  mit  gleichen 
Nennern  dar,  setzt  also  wieder 

(1)  »-^^  <-'"*% 

80  kann  man  die  Detinitionsgleichung  der  harmonischen  Beziehung  beider 

Abbildungen,  das  heißt  die  Gleichung 

(2)  [M]=-0, 

für  die  wir  schon  oben  in  (4)  die  folgende  zweite  Form  entwickelt  haben: 

(4)  [a,M  =  [a,6,|, 

auch  leicht  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Ableitzahlen  ersetzen^ 
mittelst  deren  sich  die  Zähler  der  einen  Projektivitat  durch  die  der  anderen 
ausdrücken  lassen.     Es  sei  etwa 

(16)  |^  =  c„a,  +  c„a, 

eine  solche  Darstellung  wird  stets  möglich  sein,  wenn,  wie  wir  voraus- 
setzen wollen, 

(17)  Ka,]  +  0, 

die  Projektivitat  p  also  umkehrbar  ist.     Alsdann  wird 

[aiM  =  -CiiK«i]     und 

die  Gleichung  (4)  verwandelt  sich  also  mit  Rücksicht  auf  (17)  in 

(18)  c,,  =  -qi. 

Und  da  auch  rückwärts  aus  der  Gleichung  (18)  die  Gleichung  (4)  und 
die  gleichwertige  Gleichung  (2)  folgt,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  205:  Zwei  projektive  Abbildungen  derselben  Geraden, 
von  denen  die  eine  umkehrbar  ist,  sind  dann  und  nur  dann  har- 
monisch, wenn  nach  Gleichnamigmachung  ihrer  Abbildungs- 
brüche  zwischen  den  Ableitzahlen  c,;^,  mittelst  deren  sich  die 
Zähler  der  anderen  aus  denen  der  ersteren  ableiten  lassen,  die 
Beziehunir  herrscht 

Oder  anders  ausgedrückt: 

Macht  man  die  Brüche  für  zwei  harmonische  Projektivi* 
täten  p  und  q,  von  denen  die  erstere  umkehrbar  ist,  gleich- 
namig und  drückt  überdie»  die  Zähler  der  zweiten  durch  die  der 
ersteren  aus,  so  nehmen  die  Projektivitäten  die  Form  an: 

(19)  ^«?ii3     nnd    g  ^  ^»^ +  ^t^^  ^'«>.rL£i«fi. 
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Dabei  wird  übrigens,  wie  ausdrücklich  bemerkt  werden  mag,  im  all- 
gemeinen 

c„  +  Ci,     sein. 

Umgekehrt:  Besitzen  die  Abbildungsbrüche  zweier  Projektivi- 
täten derselben  Geraden  die  Form  (19),  so  sind  die  Projektivi- 
täten harmonisch. 

Durch  besondere  Wald  der  gemeinsamen  Nennerpunkte  e,  und  c,  kann 
man  es  noch  stets  erreichen,  daß  der  Koeffizient  Cj,  verschwindet,  daß 
also  die  Brüche  |i  und  q  die  Form  annehmen: 

(20)  «.  =  :■•»•     und     ,-'>-^'i^; 

ja  man  kann  dabei  sogar  noch  einen  von  den  beiden  Nennern  e^  und  c^, 
etwa  den  ersten  Nenner  Cj,  ganz  beliebig  wählen.  In  der  Tat  braucht 
man,  um  dem  Bruch  q  die  Form  (20)  zu  verleihen,  nur  über  den  Nenner  e, 
der  beiden  Brüche  in  der  Weise  zu  verfügen,  daß 

(21)  ^<l  =  «.'), 
das  heißt  wegen  (20), 

<22)  ^q  =  ei^ 

wird,    woraus,  falls  auch  der  Bruch  q   umkehrbar  ist,    durch  Auflösung 

nach  e^  folgt,  daß 

<23)  e,  =  «,<i| 

gemacht  werden  muß.    Hat  man  in  dieser  Weise  den  Punkt  e^  bestimmt, 
so  wird,  wie  der  Vergleich  der  Gleichungen  (19)  und  (21)  zeigt, 
(24)  q,  =  0, 

und  der  Ausdruck  für  q  aus  (19)  reduziert  sich  also  wirklich  auf  die 
Form  (20).  Dabei  ist  nach  (23)  der  zweite  Nenner  e,  derjenige  Punkt, 
den  man  erhält,  wenn  man  den  ersten  Nenner  e^  zuerst  der  Abbildung  |i 
unterwirft  und  dann  den  transformierten  Punkt  e^p  der  zu  q  inversen  Ab- 
bildung  -  .     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  206:  Zwei  umkehrbare  harmonische  Projektivitäten  | 
und  q  lassen  sich  stets  durch  zwei  Brüche  von  der  Form 

darstellen'). 

Andererseits  läßt  sich  die  Forderung,  der  Koeffizient  c^  solle  in  der 

1)  Dabei  gebrauchen  wir  das  Zeichen  ^  nach  dem  Vorbilde  von  MObius  (Der 
baryzcntrische  Calcul,  Leipzig  1827,  §  16,  6.  Qesammelte  Werke,  Bd.  I,  Leipxig  1885, 
Seite  88 f.)  für  zwei  extensive  OrOfien,  die  „bis  auf  einen  Zahlfaktor  einander  gleich 
«ind**  und  lesen  es  „zusammenfallend  mit*S 

2)  Vgl.  Segre,   Journal  für  die  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  100  (1887),  S.  817t 
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Darstellung  (19)  des  Bruches  ^  verschwinden,  im  allgemeinen  nicht  mehr 
erfüllen,  wenn  nicht  wenigstens  einer  von  den  beiden  Nennern  der  beiden 
harmonischen  Abbildungen  frei  verfügbar  ist.  Sollten  dagegen  beide 
Nenner  schon  anderweitig  festgelegt  sein,  so  schließt  die  Forderung  des 
Yerschwiudens  von  q^  bereits  eine  weitere  Spezialisierung  der  zu  p  har- 
monischen Abbildung  ^  ein. 

Ist  zum  Beispiel  p  eine  von  der  Deckung  verschiedene  umkehrbare 
Projektivitat  mit  zwei  getrennt  liegenden  reellen  Doppelpunkten  d^  und  d^, 
und  ist  dieselbe  in  ihrer  Normalform,  das  heißt  in  der  Form 

(25)  if  -  ''A;-| 

gegeben,  wo  die  beiden  Hauptzahlen  Tj  und  r,  von  Null  verschieden  und 
außerdem 

(26)  r,  +  r, 

ist,  und  will  man  die  Nenner  d^  und  d^  auch  für  die  zu  p  harmonische 
Projektivitat  ^  festhalten,  so  wird  nach  (19) 

{21)  ^ 5-  ^—   . 

Verlangt  man  jetzt  noch  das  Verschwinden  von  c,i,  so  reduziert  sich  der 
Bruch  q  auf  die  Form 

(28)  il^'^t^^LiiiA^i 

Dieser  Bruch  aber  ist  der  Ausdruck  für  eine  Involution;  denn  durch  den- 
selben werden  die  Punkte  di  und  d^  einander  wechselseitig  zugewiesen. 
Die  Forderung  (24)  bedingt  also  in  dem  Falle,  wo  die  Doppelpunkte  der 
einen  von  den  beiden  harmonischen  Projektivitäten  zu  gemeinsamen 
Nennern  der  beiden  Abbildungen  gewählt  sind,  involutorischen  Charakter 
der  anderen. 

Entartende  harmotiiscJte  Projektivitäten.  Man  könnte  geneigt  sein,  die 
bei  dem  Satze  197  eingeführte  Beschränkung  auf  Projektivitäten,  von 
denen  wenigstens  eine  umkehrbar  ist,  für  entbehrlich  zu  halten,  um 
jeden  Zweifel  an  der  Notwendigkeit  dieser  Beschränkung  auszuschließen, 
behandeln  wir  gesondert  die  Beziehungen,  die  sich  ergeben,  wenn  von  den 
beiden  harmonischen  Projektivitäten  die  eine  oder  auch  beide  entartende 
Projektivitäten  sind, 

Ist  merst  die  Abbildung  p  eine  (einfach)  entartende  Projektivitat, 
i|  dagegen  umkehrbar,  das  heißt  eine  nicht  entartende  Projektivitat,  so 
stelle  man  die  Abbildung  p  nach  Gleichung  (40)  des  13.  Abschnitts  in 
der  Form 

(29)  >-^'  'H+«' 
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dar,  in  der  aj  den  Hauptpunkt  und  a  den  Nullpunkt  der  Projektivität  ^ 
bedeutet;  dann  wird  das  kombinatorische  Produkt: 

oder  da  wegen  (29) 

a|l  —  0     und     e^p  =  a^     ist, 

Die  Bedingungsgleichung  für  die  harmonische  Lage  beider  Projektivitaten, 
das  heißt  die  Gleichung 

(31)  [<i<|]  =  0, 
nimmt  daher  die  Form  an: 

(32)  [«. .  a,]  =  0. 

Da  aber  iiach  der  Voraussetzung  die  Projektivität  ^  umkehrbar  sein  soll, 
so  gibt  es  in  der  zu  transformierenden  Punktreihe  keinen  Punkt,  dessen 
Bild  hinsichtlich  der  Projektivität  q  verschwindet;  insbesondere  ist  daher  auch 

(33)  aq  +  0. 

Die  Gleichung  (32)  kann  also  nicht  anders  bestehen,  als  wenn 

(34)  a^  =  gaj     ist,  wo     Q  4"  0    ist, 

und  andererseits  wird  sie  in  diesem  Falle  auch  stets  erfüllt. 

Die  Gleichung  (34)  aber  zeigt,  daß  die  Projektivität  q  den  Null- 
punkt a  der  Projektivität  ^  in  deren  Hauptpunkt  a^  überführt.  Man  hat 
daher  den  Satz: 

Satz  207:  Eine  entartende  Projektivität  |i  ist  zu  einer  um- 
kehrbaren Projektivität  q  dann  und  nur  dann  harmonisch,  wenn 
diese  deren  Nullpunkt  in  deren  Hauptpunkt  überführt*). 

Sind  andererseits  die  beiden  harmonischen  Projektivitäten  |  und  q 
(einfach)  entartende  Projektivitäten,  und  bezeichnet  man  ihre  Hauptpunkte 
mit  o^  und  6^,  ihre  Nullpunkte  mit  a  und  5,  so  lassen  sich  die  beiden 
Projektivitäten  durch  die  Brüche  darstellen 

(36)  ,_«.;»,,=  *.;«,  a.  +  0,6.+0, 

wo  e^  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der  zu  transformierenden  Punktreihe  ist, 
der  nur  von  den  beiden  Nullpunkten  a  und  h  der  Projektivitäten  |i  und 
q  räumlich  verschieden  sein  muß. 

Das  kombinatorische  Produkt  der  beiden  Projektivitäten  wird  dann 
genau  wie  oben  dargestellt  durch  die  Gleichung  (30),  und  die  Bedingung 

1)  In  der  auf  S.  277  und  282  zitierten  Arbeit  von  Segre,  Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  100  (1887),  S.  818,  ist  der  obige  Satz  ohne  Be- 
weis und  nicht  ganz  exakt  anigesprochen. 
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fQr  die  harmonische  Lage  der  Projektivitaten  p  und  i|  lautet  daher  wieder 
(32)  [a,.a,]-Ü. 

Diese  Gleichung  aber  lafit  sich  dieses  Mal  auf  doppelte  Weise  be- 
friedigen: 

Ersiefis  kann  sie  dadurch  erfüllt  werden,  daß  das  Produkt 

(36)  a^  =  0 

ist;  dann  ist  der  Nullpunkt  a  von  |i  zugleich  der  Nullpunkt  von  t|,  das 
heißt,  die  NtUlpunkte  beider  Projektivitäten  fallen  zusammen. 

Zweitens  aber  kann  der  Gleichung  (32)  auch  dadurch  genügt  werden, 
daß  wie  oben  auf  Seite  284  die  Gleichung  besteht 

(37)  «q  =  9«i,    9  4-0. 

Dann  wird  durch  die  entartende  Projektivitat  q  dem  Punkte  a  der  Haupt* 
punkt  flj  von  p  zugewiesen.     Da  nun  aber  wegen  (37)  und  (35) 

aq  +  0, 

und  h  der  Nullpunkt  von  ^  ist,  so  ist  a  von  h  räumlich  verschieden.  Die 
entartende  Projektivitat  q  führt  aber  jeden  von  dem  Nullpunkte  h  räumlich 
verschiedenen  Punkt  in  ihren  Hauptpunkt  h^  über.  Insbesondere  wird 
daher  auch 

38)  aq^&i; 

iolglich  fällt  der  Hauptpunkt  a^  von  p  mit  dem  Hauptpunkt  6,  von  ^ 
zusammen.  Der  zweite  Fall  der  harmonischen  Lage  zweier  entartenden 
Projektivitäten  ist  also  dadurch  charakterisiert,  daß  die  Hauptpunkte  heider 
Projektivitäten  ssusammenf allen. 

Natürlich  wird  die  Gleichung  (32)  auch  dann  befriedigt,  wenn  sowohl 
die  Nullpunkte  wie  die  Hauptpunkte  der  beiden  entartenden  Projektivitäten 
p  und  f  vereint  liegen.  In  diesem  Falle  gestatten  die  beiden  Projekti- 
vitäten p  und  q  die  Darstellung 


(39)  «"»^.a a- 

nnter  g  eine  Zahlgröße  verstanden.     Zwischen  den  beiden  Projektivitäten 
p  und  q  besteht  daher  die  Beziehung 

(40)  q  =  9|i, 

das  heißt,  sie  unterscheiden  sich   voneinander   nur    um   einen  Zahlfaktor. 
Femer  wird  jetzt  wie  im  Fall  1 

«q-0, 

die  Gleichung  (32)  somit  wirklich  erfüllt.    Übrigens  kann  man  in  diesem 
Falle  auch  direkt  die  ursprüngliche  Bedingungsgleichung 
(31)  lM]-0 
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für  die  harmonische  Lage  zweier  Projektivitaten  p  und  q  aas  der  Be- 
dingung 

(41)  [üT-o 

för  das  Entarten  der  Projekt!  vi  tat  p  herleiten.     Denn  es  wird  wegen  (40) 

(42)  [p^]-[p■iP]-»m-o. 

FaBt  man  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 
Satz  208:  Satz  von  Aschieri.  Zwei  einfach  entartende  Pro- 
jektivitaten einer  Geraden  sind  dann  und  nur  dann  zueinander 
harmonisch,  wenn  entweder  ihre  Nullpunkte  oder  ihre  Haupt- 
punkte zusammenfallen,  oder  wenn  beides  gleichzeitig  statt- 
findet^ 

Nun  gingen  wir  auf  Seite  283  von  der  Frage  aus,  ob  die  in  dem 
Satze  197  eingeführte  Einschränkung  auf  Projektivitaten,  von  denen 
wenigstens  eine  umkehrbar  ist,  nicht  vielleicht  entbehrlich  sei.  Dies  würde 
zutreffen,  wenn  in  dem  Falle  harmonischer  Lage  zweier  enturtenden  Pro- 
jektivitaten p  und  q  stets  eine  Gleichung  von  der  Form 
(43)  4  =  pi 

gelten  sollte,  wo  8  eine  Involution  ist.     IHes  ist  aber  nicht  der  Fall. 

In  dem  Falle  freilich,  wo  die  Nullpunkte  der  beiden  Projektivitaten 
zusammenfallen,  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form  (43).  Sind  zu- 
nächst in  diesem  Falle  die  beiden  HauptptmJde  räumlich  voneinander  ver- 
schieden, so  lassen  die  beiden  entartenden  Projektivitaten  die  Darstellung  zu 

wo  «4  von  bi  räumlich  verschieden  ist.  Man  nehme  alsdann  eine  Invo- 
lution 0  zu  Hülfe,  in  der  die  beiden  Hauptpunkte  a^  und  b^  der  beiden 
entartenden  Projektivitaten  p  und  q  ein  Paar  bilden,  setze  also  etwa 

(45)  ,.^; 

dann  wird 

womit  das  Bestehen  einer  Gleichung  von  der  Form  (43)  bewiesen  ist. 

Aber  auch  in  dein  FdUCf  wo  gleichzeitig  die  Nullpunkte  und  Haupt- 
punkte beider  Projektivitaten  zusammenfallen,  läßt  sich  eine  Involution  f 
angeben,  durch  welche  die  Gleichung  (43)  befriedigt  wird.  In  der  Tat, 
ist  wieder  wie  in  (39) 

1)  Vgl.  die  oben  auf  Seite  146  zitierte  Arbeit  von  Aschieri «  Kendiconti  del 
R.  Istituto  Lombardo,  Serie  II,  Vol.  XXU  (1889).    §  6.    Nr.  7. 
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80  wird 

wo  &  ein  Ton  a^  raumlich  verschiedener,  sonst  aber  ganz  beliebiger  Punkt 
ist.     Hier  stellt  der  Bruch 

Oj,        b 
nach  Satz  103  eine  Involution  dar.     Setzt  man  also 

(49)  '^'l-*> 

so  wird  wirklich,  wie  gefordert, 
(43)  ,-M. 

Dagegen  besteht,  wie  man  sogleich  sieht,  eine  Gleichung  von  der  Form  (43) 
nicht  mehr  für  zwei  einfach  entartende  Projektivitaten,  deren  Hauptpunkte 
zusammenfallen,  während  ihre  Nullpunkte  räumlich  voneinander  ver- 
schieden sind.     In  der  Tat,  sind 

(60)  >-^   m.d    ,  =  ^^,«.  +  0,  9  +  0 

die  beiden  zueinander  harmonischen  einfach  entartenden  Projektivitaten 
mit  raumlich  verschiedenen  Nullpunkten  a  und  h  und  den  voneinander 
nur  um  einen  Zahlfaktor  g  abweichenden  Hauptpunkten  a^  und  ga,,  so 
kann  man  zwar  leicht  eine  Involution  §  angeben,  für  welche  die  Gleichung 

(51)  q  =  if 

besteht,  aber  es  gibt  keine  Involution  S,  die  der  Gleichung  (43)  ent- 
spricht. 

Um  eine  Involution  %  zu  finden,  welche  die  Gleichung  (51)  befriedigt, 
verfüge  man  über  die  Massen  der  beiden  Nullpunkte  a  und  b  in  der 
Weise,  daß 

(52)  e^=^a-\-b 

wird.     Alsdann  ist  die  Involution 

die  gewünschte  Involution;  denn  es  wird  das  Produkt 

Die  Gleichung  (51^  wird  also  in  der  Tat  durch  die  Involution  (53)  be- 
friedigt. 

Indes  ist  es  offenbar  unmöglich,  eine  Involution  I  zu  finden,  für  die 
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zwischen  den  Projekti  vi  täten  (50)  eine  Gleichung  Ton  der  Form  (43)  be- 
steht, für  die  also 
(65)  ?!^?,_fl^ 

wäre,  weil  durch  Multiplikation  der  Projektivität  -- —  mit  einer  ganz  be- 

liebigen  Involution  doch  immer  nur  wieder  eine  Projektivität  entstehen 
kann,  die  dem  Punkte  a  die  Zahlgröße  0  zuweist.  Nun  soll  aber  der 
Gleichung  (55)  zufolge  die  durch  die  Multiplikation  mit  I  hervorgehende 
Projektivität  zugleich  dem  von  a  räumlich  verschiedenen  Punkte  b  die 
Zahlgröße  0  zuordnen.  Dann  würde  dieselbe  aber  überhaupt  jedem  Punkte 
die  Zahlgröße  0  zuweisen  und  köunte  daher  nicht  den  Punkt  e^  in  den 
von  Null  verschiedenen  Pimkt  gaj  überführen. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die  in  dem  Satze  197  enthaltene  Einschrän- 
kung auf  Projektivitäten,  von  denen  wenigstens  eine  umkehrbar  ist,  wirk- 
lich erforderlich  war.  Zugleich  aber  geht  aus  unseren  Betrachtungen 
hervor,  daß  man  dem  Satze  197  den  folgenden,  speziell  für  entartende 
Projektivitäten  geltenden  Satz  an  die  Seite  stellen  kann: 

Satz  209:  Zwei  einfach  entartende  Projektivitäten  |  und  i| 
sind  dann  und  nur  dann  harmonisch,  wenn  sich  eine  Involution 
f  finden  läßt  für  die 

entweder  P^  '^  ^ 

oder  ^1*  =  <l     ist. 


Abschnitt  22. 

Bas  Gebiet  aller  Projektiyitäten  in  einer  Geraden. 

Die  vier  JBrticheinheiten,  aus  denen  aUe  Projektivitäten  einer  Greraden 
cibleitbar  sind.  Um  einen  Überblick  über  alle  in  einer  Geraden  vor- 
kommenden Projektivitäten  zu  gewinnen,  gehen  wir  aus  von  den  folgenden 
vier  einfach  entartenden  Projektivitäten: 

\^)  Ml     ^   ff   M»     ;   r ;   Ml      * "  Ä. '    "     ~i   7 ' 

die  wir  als  die  vier  „Brucheinheiten  für  die  Projektivitäten  der 
Geraden  e^e^"  bezeichnen  woUen^),  und  von  denen  speziell  die  Projekti- 
yitäten fii  und  r,j  nach  Satz  136  zwei  parabolische  Involutionen  dar- 
stellen. 

Nach  dem  Begriff  des  extensiven  Bruches   genügen   die   vier  Bruch- 

1)  Vgl.  H.  Graßmann,  Die  Ausdehnungslehre.  Berlin,  1862.  Nr.  881.  (Qe- 
sammelte  mathematische  und  physikalische  Werke,  Bd.  1,  Teil  2.    Leipzig,  1896.) 
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Einheiten  den  Gleichungen 

^,^^  («i'ii-«!,  «1««-«!,  «ie«-0,  ejC^-O, 

le,en-0,   c,r„-0,   «,e,i-e,,  e,c„-«^, 
die  man  auch  in  den  Gleichungen  zusammenfassen  kann 

\e,e„-0,   <  +  r. 
Femer  lauten  die  Gleichungen,    welche   die  Brucheinheiten  als  entartende 
ProjektiTitaten  charakterisieren, 

W  o-[ej,]  =  [fj,j  =  [«;,]  =  [(»„]. 

Die   analytische  Bedeutung   der   Brucheinheiten    und   damit   zugleich  den 
Grund  für  die  Wahl  ihres  Namens  findet  man,  wenn  man  den  Satz  beweist: 

Satz  210:  Jede  Projektivität  in  einer  Geraden  läßt  sich  als 
Vielfachensumme  von  vier  Brucheinheiten  dieser  Geraden  dar- 
stellen, und  zwar  nur  auf  eine  Weise  und  mittelst  reeller  Ableit- 
zahlen. ^ 

Es  sei 
(5)  ,1  -  ?i^3 

n  »    ^ 

«ine  beliebige  Projektivität  in  der  Geraden  e^e^  und  wie  gewohnlich 

80  läßt  sich  die  Projektivität  p  durch   die   folgende  Vielfachensumme  der 
Brucheinheiten  c^,  ausdrücken: 

Multipliziert  man  nämlich  mit  dieser  Vielfachensumme   die  Nennerpunkte 
€|  und  e^  des  Bruches  p,   so   erhält   man    gerade  seine  Zahler  a^    und  a,. 
In  der  Tat  wird  wegen  (3) 
/gj        (^(^1^11  +  öi,e„  -f  0,1  fji  +  a,,e„)  -»011^14-  Oi,«,  -  Oj 

Damit  aber  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (7)  bewiesen. 

Daß  die  Ableitzahlen  der  Vielfachensumme  (7)  auch  reell  sind,  folgt 
daraus,  daß  sie  mit  den  Ableitzahlen  der  Zähler  des  Bruches  p  überein- 
stimmen, die  wir  auf  Seite  113 f.  als  reell  vorausgesetzt  haben. 

Um  endlich  auch  die  in  dem  Satze  210  behauptete  Eindeutigkeit  der 
Darstellung  einer  Projektivität  als  lineare  homogene  Funktion  der  vier 
Brucheinheiten  zn  beweisen,  zeige  man  zunächst,  daß  das  Verschwinden 
einer  linearen  homogenen  Funktion  der  vier  Brucheinheiten  das  Verschwinden 
ihrer  sämtlichen  Zahlkoeftizieuten  nach  sich  zieht 

GraSmann,  Projektire  G«oia«lri«  d.  K^en«.    L  19 
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Angenommen  nämlich,  es  bestände  zwischen  den  vier  Brncheinheiten 
eine  lineare  homogene  Gleichung  von  der  Form 

(*)  0  -  qi  e„  4-  Cj, fi,  +  c,,  f ,i  -f  c„  e^, , 

in  der  die  c^^  reelle  Zahlgrößen  sind,  so  multipliziere  man  mit  dieser 
Gleichung  die  beiden  Punkte  e^  und  e^  und  erhält  so  mit  Rücksicht  auf 
(d)  die  Gleichungen 

aus  denen  wegen  der  räumlichen  Verschiedenheit  der  Punkte  e^  und  e^ 
folgt,  daß 

^11   '^  ^12  "  ^1  ^  ^22  '^^  ^ 

ist,  daß  also  eine  Gleichung  von  der  Form  (*)  das  Verschwinden  ihrer 
sämtlichen  Zahlkoeffizienten  nach  sich  zieht;  die  vier  Brucheinheiten 
sind  somit  nach  Seite  256  linear  unabhängig  voneinander,  und  man  hat 
den  Satz: 

Satz  211:    Das  Verschwinden  einer  linearen  homogenen  Funk- 
tion der  vier  Brucheinheiten  zieht  das  Verschwinden  ihrer  sämt- 
lichen Zahlkoeffizienten    nach    sich.     Oder  anders  ausgedrückt: 
Die  vier  Brucheinheiten  für   die  Projektivitäten   einer  Geraden 
sind  linear  unabhängig  voneinander. 

Gäbe   es  jetzt  für   eine  Projektivität  p    zwei  Darstellungen  als  Viel- 
fachensummen der  Brncheinheiten: 
,^x  I  ^  =  Oll e,,  +  Oij fij  -f  Oji  eji  +  o„ c,s    und 

so  würde  durch  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  die  lineare  homo- 
gene Gleichung  zwischen  den  vier  Brucheinheiten  folgen 

0  =  (Qj,  -  bii)c,i  4-  (Ol,  -  b,,)  Cij  +  (Oj,  -  b,i)f,i  -f  (q,,  -  bsj)f„. 
Diese  aber  zieht  nach  Satz  211  das  Verschwinden   ihrer  sämtlichen  Zahl- 
koeffizienten nach  sich,  das  heißt,  wir  erhalten  die  Gleichungen 

aji  =  b,i,  Cj,  =  bi„  0,1  — b,i,  o^,  — b„, 
welche  zeigen,  daß  die  beiden  Darstellungen  (*♦)  der  Projektivität  |  mit- 
einander identisch  sind.     Damit  ist  der  Satz  210  vollständig  bewiesen. 

Die  Möglichkeit,  alle  Projektivitäten  einer  Geraden  aus  vier  linear 
unabhängigen  Projektivitäten  dieser  Geraden,  nämlich  aus  vier  Brnchein- 
heiten derselben  numerisch  abzuleiten,  berechtigt  uns  dazu,  die  Gesamtheit 
aller  Projektivitäten  einer  Geraden  als  ein  „Gebiet  vierter  Stufe**  sn 
betrachten,  in  demselben  Sinn,  wie  man  die  Gesamtheit  der  Punkte  des 
Raumes  als  ein  Gebiet  vierter  Stufe  ansehen  kann,  insofern  sich  ein 
jeder  Punkt  als  Vielfachensurame  von  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegenden 
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Puflkten  darstellen  laßt  (vgl.  Seite  38).  Wie  es  aber  nor  oo'  wesentlich,  (daa 
heißt  nicht  nur  ihrer  Masse  nach,)  verschiedene  Punkte  des  Itaumes  gibt, 
so  gibt  es  auch  in  einer  Geraden  nur  oo'  wesentlich  verschiedene,  (das 
heißt,  nicht  nar  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  abweichende,)  Projek- 
tivitäten. 

Da  ferner  die  Bedingungen  dafür,  daß  eine  Projektivitat  |i  zu  einer 
andern  Projektivitat  ^  ihrer  Geraden  harmonisch  ist,  nämlich  die  Gleichung 

in  bezug  auf  p  homogen  und  vom  ersten  Grade  ist,  so  kann  man  eine 
Projektivitat  p  der  Bedingung  unterwerfen,  sie  solle  zu  drei  linear  unab- 
hängigen  Projektivitäten  Hj,  q,,  q,  harmonisch  jrein.  Denn  diese  Forde- 
rung liefert  wegen  (7)  für  die  vier  Ableitzahlen  ein,  Ot»,  0^,  0»  von  |i 
die  drei  linearen  homogenen  2^hlgleichungen 

(9)  aiiCf^qg]  +  OiJfijq,]  +  o,Jf,iq,]  -f  a,8[e„q,]  »  0 

Oii[«iiii8]  +  (hA^ii^i]  +  (hd^n^i]  +  (^A^fi^3]  -  0, 

in  denen  die  zwölf  Koeffizienten  [c^^qj],  •  •  •  als  bekannte  Zahlgrößen  an- 
zusehen sind.  Und  da,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wegen  der  linearen 
Unabhängigkeit  der  Projektivitäten  qj,  q,,  q,  nicht  alle  vier  Determinanten 
des  Matrix  jener  zwölf  Koeffizienten  gleichzeitig  verschwinden  können,  so 
bestimmen  die  drei  Gleichungen  (9)  die  vier  Ableitzahlen  von  p  bis  auf 
einen  Proportionalitätsfaktor  eindeutig.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  212:  Betrachtet  man  zwei  Projektivitäten  einer  Geraden, 
die  sich  voneinander  nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  als 
nicht  wesentlich  voneinander  verschieden,  so  gibt  es  in  einer 
Geraden  nur  eine  aber  auch  stets  eine  Projektivitat,  die  zu  drei 
voneinander  linear  unabhängigen  Projektivitäten  dieser  Ge- 
raden harmonisch  ist. 

Da  ferner  nach  Satz  201  jede  Projektivitat,  die  zur  Identität  har- 
monisch ist,  eine  Involution  darstellt,  so  erhält  man  für  die  Involutionen 
den  Sondersatz: 

Satz  213:  Betrachtet  man  zwei  Involutionen  einer  Geraden, 
die  sich  voneinander  nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden, 
als  nicht  wesentlich  voneinander  verschieden,  so  gibt  es  in 
einer  Geraden  nur  eine  aber  auch  stets  eine  Involution,  die  zu 
zwei  voneinander  linear  unabhängigen  Involutionen  dieser  Ge- 
raden harmonisch  ist. 

Ersefeung  der  vier  Bruc)ieinheiien  durch  vier  zueinatider  harmoniscite 
Grundabbildungen.     Anstatt  der  vier  Brucheinheiten  f^j.  e„,  r^,  r„  kann 

19* 
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man  übrigens  al«  Grundäbbildimgen  noch  vorteilhafter  vier  solche  Projek- 
tivitäten einführen,  die  sämtlich  zueinander  harmonisch  sind.  Dies  trifft 
für   die  vier  Brucheinheiten  nicht  zu;  denn  es  ist  zum  Beispiel 

oder  wegen  (3) 

„  [«i«,]        1 
2[e,e,\        2' 
also  von  Null  verschieden. 

Um  aber  ein  System  von  vier  zueinander  harmonischen  Projektivitäten 
aufzufinden ;  empfiehlt  es  sich  zunächst,  als  erste  Grundabbildung  die 
Identität  ^ 

(10)  1=.^4'      _«JiA  +  ?.3_t„  +  e., 

zu  verwenden,  weil  man  aus  Satz  201  weiß,  daß  zu  ihr  die  sämtlichen 
Involutionen  der  Geraden  e^e^  harmonisch  sind. 

Man  hat  dann  nur  noch  drei  zueinander  harmonische  Involutionen 
auszuwählen,  unter  denen  man  dann  übrigens  eine  noch  ganz  willkürlich 
annehmen  kann.  Wir  benutzen  etwa  diejenige  hyperbolische  Involution 
^^,  welche  die  Punkte  6^  und  e^  zu  Doppelpunkten  hat,  und  die  nach 
Gleichung  (23)  des  16.  Abschnitts  die  Darstellung  gestattet: 

Als  zweite  Involution  muß  jetzt  eine  zu  dieser  Involution  harmoni- 
sche Involution  gewählt  werden.  Diese  Eigenschaft  besitzt  nach  Satz  202 
eine  jede  Involution,  welche  die  Doppelpunkte  e^  und  e,  von  Ij^  zu  Punkten 
eines  Paares  hat,  also  insbesondere  auch  die  hyperbolische  Involution  (vgl. 
Gleichung  (37)  des  15.  Abschnitts): 

(12)  *«»^-^    -r4"'^-^"  +  ^i- 

Diese  besitzt  die  Doppelpunkte  ej  -f  «i  und  Cj  —  c, . 

Die  dritte  Involution  endlich,  die  nunmehr  sowohl  zu  |j  wie  zu  |, 
harmonisch  sein  muß,  ist  jetzt  durch  diese  Forderung  nach  Satz  213  bis 
auf  einen  Zahlfaktor  eindeutig  bestimmt  und  ist,  wie  man  sofort  sieht 
(vgl.  Gleichung  (38)  des  15.  Abschnitts),  die  elliptische  Involution 

Denn  sie  ist  ebenso  wie  die  Involution  ^  zu  ^j  harmonisch,  da  auch  bei 
ihr  wieder  die  Doppelpunkte  von  \  ein  Paar  bilden;  sie  ist  aber  auch 
zu  >B^  harmonisch,  da  dhs  kombinatorische  Produkt 

l<l.t|=-[(ei,  +  e,t)(e.,-e,,)] 
oder  nach  Gleichung  (21)  des  13.  Abschnitts 
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-  t^Jl  -  [^f]     oder  wegen  (4) 
-0  ist 
Es    sind    somit    die   vier   Projektivitäten    l^li^^tC  sämtlich  unter- 
einander harmonisch,  das  heißt,  sie  genfigen  den  sechs  Gleichungen: 

...s  ([iW-li».]-[it]  -0 

Ui,t]-[ey-[i.y-o. 

Anilerenieits  erhält  man  für  die  Potenzwerte  der  vier  Abbildungen,  das 
heißt  für  die  vier  Brüche,  die  sich  ergeben,  wenn  man  immer  das  kom- 
binatorische Produkt  der  Zähler  durch  das  kombinatorische  Produkt  der 
Nenner  der  zugehörigen  vier  Abbildungsbrüche  dividiert,  die  Werte 

(15)        [iT-1,  iiin--i,  m--i,  M-i. 

Endlich  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  vier  neuen  Abbildungen  ebenso 
wie  die  vier  Brucheinheiten  linear  unabhängig  voneinander  sind.  Denn 
angenommen,  es  bestände  zwischen  ihnen  eine  lineare  homogene  Gleichung 

0  =  c  +  cjj  +  c,^, -fCjt, 

so  multipliziere  man  dieselbe  der  Reihe  nach  kombinatorisch  mit  den 
Abbildungen  1,  |j,  ^^^  ^  ^^^  erhält  so  wegen  (14)  und  (15)  die  Gleichungen 

c  =  0,     Cj  =  0,     Cj  =  0,     Cj  =  0, 
womit  die  lineare  Unabhiingigkeit  der  vier  zueinander  harmonischen  Ab- 
bildungen 1,  ^j,  ^2,  e  bewiesen  ist. 

Dadurch  wird  es  bedingt,  daß  auch  diese  vier  Abbildungen,  ebenso 
wie  die  vier  Brucheinheiten  als  Grundabbildungen  dienen  können.  In 
der  Tat  sieht  man  sofort,  daß  sich  jede  Projektivität  ^  der  Geraden  e,«, 
als  Vielfachensumme  der  vier  Abbildungen  l^^i^^j^t  ausdrücken  läßt. 
Man  erhält  diese  Darstellung  aus  der  Gleichung  (7),  indem  man  für  die 
vier  Brucheinheiten  fn,  fig,  c^i,  fjg  die  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
(10)  bis  (13)  für  diese  Abbildungen  resultierenden  Ausdrücke 


(16) 


1+1.      -    _».„+.' 


substituiert  und  nach   den   Größen  1,||,^2>'  ordnet,   wodurch  sich  fOr  |i 

eine  Darstellung  von  der  Form 

(17)  l»  =  a-f  o,|i  +  a,i,  +  o,e 

ergeben  wird,   in   der   die  Ableitzahlen    Q,  o,,  0^,  0,  ebenso  wie  oben  die 

üik   reelle  Zahlgrößen  sind. 

Man  kann  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem  Satze  zusammenfassen: 
Satz  214:  Jede  Projektivität  in  einer  Geraden  e,e,  ist  ans  der 
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Identität  dieser  Geraden 


und  den  drei  Involutionen 


1  ^^LLh 


eo- *•'""*« 


mittelst  reeller  Zahlgrößen  linear  ableitbar,  läßt  sich  also  unter 
der  Form  darstellen: 

(17)  li-a  +  ai^i  +  Oj^, +  a3C 

wo  die  Ableitzahlen  a,  a^,  0),  Q,  reell  sind.  Die  vier  bei  dieser 
Summendarstellung  der  Projektivität  |i  benutzten  „Grund- 
abbildungen^^  1;  4i;  4s;  '  sind  sämtlich  untereinander  harmonisch 
und  linear  unabhängig  voneinander. 

Andererseits  beweist  man  leicht  den  Satz: 

Satz  215:  Eine  jede  Vielfachensumme  der  drei  „Grund- 
involutionen** 

einer  Geraden  e^e^f  das  heißt  jede  Summe  von  der  Form 

ist  selbst  eine  Involution,  und  umgekehrt  läßt  sich  jede  Invo- 
lution jener  Geraden  als  lineare  homogene  Funktion  dieser 
drei  Grundinvolutionen  darstellen. 

In  der  Tat  folgt  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (14)  ohne  weiteres, 
daß  jede  Vielfachensumme  der  drei  Grundinvolutionen  l^i^^s,  t,  das  heißt 
jede  Abbildung 

(18)  ti  =  a,^,  +  a,li,  +  Ojf, 
der  Gleichung 

(19)  [H.]  =  0 

Genüge  leistet.  Diese  Gleichung  aber  ist  nach  Satz  201  eine  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Abbildung  H  eine  Invo- 
lution ist. 

Andererseits  aber  ist  jede  Projektivität  ü,  die  der  Gleichung  (19)  ge- 
nügt, das  heißt  also  nach  Satz  201  jede  Involution  der  Geraden  e^e^,  unter 
der  Form  (18)  darstellbar.  Denn  zunächst  läßt  sich  nach  Satz  214  die 
Involution  H  sicher,  wie  überhaupt  jede  Projektivität  der  Geraden  e^e^, 
durch  eine  Summe  von  der  Form 

n-a-hQiii  +  Oi4j4-o,e 
ausdrücken.      Aus    dieser    Gleichung    aber    folgt    durch    kombinatorische 
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Multiplikation  mit  der  identischen  Abbildung  1  dieser  Geraden  anter  Be- 
rücksichtigung der  drei  ersten  Gleichungen  (14)  die  Gleichung 

[in] -all«] 
oder  wegen  (19)  und  (15)  , 

0  =  a. 

Folglich    besitzt   der   Ableitausdruck    für   die   Involution   1    wirklich    die 
Form  (18). 

Nachträglich    wird    man   in   der   Gleichung   (18)    den   Buchstaben  i 
besser  durch  den  für  eiuo  luTülution  bisher  meist  gebrauchten  Buchstaben 
I  ersetzen,  die  Gleichung  (18)  also  in  der  Form  schreiben: 
(20)  l-oJi-f  0,1,4- a^e, 

wo  I  eine  beliebige  Involution  auf  dem  Träger  der  drei  Grundinvolutionen 
bedeutet. 

Aus  dem  Satze  215  ergibt  sich  übrigens  noch  der  Zusatz: 

Satz  216:  Zusatz  zu  Satz  215:  Jede  Vielfachensumme  von  In- 
volutionen einer  Geraden  ist  wieder  eine  Involution  dieser 
Geraden. 

Da  sich  uämlich  nach  Satz  215  Teil  2,  jede  Involution  der  be- 
trachteten Geraden  als  lineare  homogene  Funktion  der  drei  Grund- 
involutionen dieser  Geraden  darstellen  läßt,  so  gilt  dasselbe  auch  für  jede 
Vielfachensumme  von  Involutionen  dieser  Geraden. 

Nach  Satz  215,  Teil  1,  ist  also  jene  Vielfachensumme  von  Involutionen 
selbst  eine  Involution. 

Man  kann  noch  hinzufugen  (vgl.  Seite  290 f.):  Nach  den  Sätzen  215 
und  216  bildet  die  Gesamtheit  aller  Involutionen  einer  Geraden  ein  „Ge- 
biet dritter  Stufe";  aber  es  gibt  in  einer  Geraden  nur  oo*  wesentlich 
verschiedene,  (das  heißt  nicht  nur  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  ab- 
weichende,) Involutionen. 

Die  Stephanossdie  Abbildung  der  Projektivitäten  einer  Geraden  auf 
die  Punkte  des  Raumes.  Auf  Grund  der  Darstellung  (17)  für  eine  be- 
liebige Projektivität  der  Geraden  6,6^  läßt  sich  die  Bedingung  für  die 
harmonische  Beziehung  zweier  Projektivitäten  p  und  q,  das  heißt  die 
Gleichung 
(21)                                                [»<]  -  0, 

durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Ableitzahlen  der  beiden  Abbildungen 
ersetzen.  In  der  Tat,  lauten  die  Ableitausdrücke  der  beiden  harmonischen 
Projektivitäten  p  und  q 

^    ^  li|-b  +  b,|,  +  b,|,  +  b,e, 
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80  wird  wegen  (14)  und  (15)  ihr  kombinatorisches  Produkt 

(23)  [p^]  ^ah-  Oibj  -  a^bi  +  0,6,; 

die    Bedingung   (21)    für    ihre    harmonische   Beziehung    nimmt   also   die 
Form  an 

(24)  ab  —  Oibj  —  Ojb,  +  Ojb,  —  0. 

Andererseits  wird  der  Potenzwert  [p*]  der  Projektivität  |i 

(25)  [,|.j  =  a«-a?- 01  + o|; 
und  die  Bedingungsgleichung 

(26)  LI«']  -  0 

für    das  Entarten    der  Projektivität  |)  ergibt  daher   zwischen    den   Ableit- 
zahlen von  p  die  Relation 

(27)  a«  -  öf  -  a|  +  a|  =  0. 

Die  Gleichung  (17)  und  die  aus  ihr  gezogenen  Folgerungen  führe» 
sodann  zu  einer  übersichtlichen  von  Stephanos  herrührenden  Veranschau- 
lichung sämtlicher  Projektivitäten  einer  Geraden^). 

Bildet  man  nämlich  die  Projektivitäten  p  einer  gegebenen  Geraden 
als  Punkte  im  Raum  ab,  indem  man  als  Bilder  der  vier  Grundverwandt- 
schaften l,^^yf^2>^  ^^^  ^i®^  Ecken  eines  beliebigen  Tetraeders  verwendet 
und  die  durch  die  Gleichung  (17)  ausgedrückte  Projektivität  p  durch  den- 
jenigen Punkt  des  Raumes  darstellt,  der  die  vier  Ableitzahlen  a,Oi,  05,05 
der  Projektivität  p  in  bezug  auf  jenes  Tetraeder  als  Fundamentaltetraeder 
und  einen  beliebigen  Punkt  als  Einheitspunkt  zu  Tetraederkoordinaten 
hat,  so  wird  die  Gesamtheit  aller  Projektivitäten  der  betrachteten  Geraden 
durch  die  sämtlichen  Punkte  des  Raumes  veranschaulicht.  Nun  ist  aber 
in  dem  angegebenen  Koordinatensystem  die  Gleichung  (27)  die  Gleichung 
einer  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung,  von  der  das  Fundamental- 
tetraeder ein  Polarteti-aeder  bildet. 

Den  entartenden  Projektivitäten  entsprechen  also  die  Punkte  dieser 
geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung.  Andererseits  werden  je  zwei  har- 
monische Projektivitäten  p  und  q  zufolge  der  Gleichung  (24)  dorch  zwei 
Punkte  des  Raumes  abgebildet,  die  einander  hinsichtlich  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  (27)  konjugiert  sind. 

Die  00*  Involutionen  unter  den  00'  Projektivitäten  einer  Geraden 
(vgl.  Seite  295  und  291)  werden  nach  der  Gleichung  (20)  durch  die 
Punkte  derjenigen  Ebene  dargestellt,  die  durch  die  Bilder  der  drei  Grund- 
involutionen ^j,  ^3,  r  bestimmt  wird,  speziell  die  harmonischen  Involutionen 
durch    diejenigen    Punktpaare   dieser   Ebene,   die   hinsichtlich   der   gerad- 

1)  Vgl.  Stephanos,  Math.  Asn.  Bd.  2S.    (1888).    S.  299fr. 
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linigen  Fläche  zweiter  Ordnung,  oder  was  auf  dasselbe  hinaaskommt;  hin- 
sichtlich des  Kegelschnitts  konjugiert  sind,  den  jene  Ebene  aus  dieser 
Fläche  zweiter  Ordnung  ausschneidet. 

Bei  dieser  Veranschaulichung  der  Projektivitaten  einer  Geraden 
werden  ferner  allgemein  die  Bilder  eines  Büschels  l|i  +  m^  und  eine« 
Bündels  (<i  -f  mq  +  nr  von  Projektivitaten  beziehlich  durch  die  Punkte 
einer  Geraden  und  einer  Ebene  dargestellt.     Denn  setzt  man  wie  oben 

q  -  b  4-  bi ^1  -h  b,|,  +  b,e    und 

t"  c+  Ciii  +  c,i,  +  c,e, 
so  wird 

Hl  +  mq  =  (la  -f  mb)  +  (lo,  -f  mh^)^^  -f  •  • 

I|i  +  mq  4-  nr  ==  (la  -\- mh  -\-  nc)  +  (lai  +  mbj  -h  nq)|i  -f  •• 

Die  Punkte,  welche  die  Projektivitaten  des  Büschels  I|i  -f  niq  repräsen- 
tieren, besitzen  also  die  Koordinaten  la -f  mb,  lOj  -h  nibj,..  und  liegen 
somit  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte  a,  aj,  a,,  a,  und  b,  \,h^,  b,. 
Diese  Punkte  sind  räumlich  voneinander  verschieden,  weil  sonst  die  Pro- 
jektivitaten p  und  q  nicht  linear  unabhängig  voneinander  sein  könnten 
(vgl.  Seite  256). 

Ebenso  besitzen  die  Punkte,  welche  die  Projektivitaten  des  Bündeis 
l|i-fmq-fnr  darstellen,  die  Koordinaten  la-fmb-l-nc,  lOj 4- nibi-|-nC|,.. 
und  gehören  also  der  Ebene  an,  die  durch  die  drei  Punkte  a.  Oj,  0,,  o^, 
b,  bi,  bg,  bj,  c,  Cj,  Cj,  C3  hindurchgeht.  Diese  drei  Punkte  aber  bestimmen 
wirklich  eindeutig  eine  Ebene,  fallen  also  nicht  in  eine  gerade  Linie  oder 
gar  in  einen  und  denselben  Punkt,  weil  sonst  zwischen  den  drei  Projekti- 
vitaten |i.,  q,  r  eine  oder  sogar  zwei  Zahlbeziehungen  herrschen  würden. 
Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  217:  Bei  der  Stephanosschen  Abbildung  der  Projektivi- 
taten einer  Geraden  auf  die  Punkte  des  Raumes  werden  die  Ver- 
wandtschaften eines  Büschels  von  Projektivitaten  durch  die 
Punkte  einer  Geraden,  diejenigen  eines  Bündels  durch  die 
Punkte  einer  Ebene  dargestellt. 

Besondere  Wahl  der  Stephanosschen  Bilder  der  drei  &rundinio- 
lutiotien.  Wünscht  man,  daß  bei  dieser  räumlichen  Abbildung  der  Pro- 
jektivitaten einer  Geraden  die  Ebene  der  Involutionen  eine  ausgezeichnete 
Stellung  einnehme,  so  kann  man  die  drei  Grundinvolutionen  (j,  ^,,  r  dorch 
drei  unendlich  ferne  Punkte  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  drei  Strecken 
wiedergeben,    wodurch    dann    die    Ebene   der  Involutionen    zur   unendlich 
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fernen  Ebene  und  der  Punkt  1,  als  Pol  dieser  Ebene,  zum  Mittelpunkt 
der  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  wird. 

Bildet  man  insbesondere  die  Identität  1  durch  einen  einfachen  Punkt 
und  die  drei  Grundinvolutionen  f^^^  f^^f  ^  durch  drei  zueinander  senkrechte 
Strecken  von  der  Länge  1  ab,  so  werden  die  vier  Ableitzahlen  a,ai,o,,Oj 
der  Projektivität  p  die  Hesseschen  homogenen  Koordinaten  des  Bild- 
punktes von  p  in  bezug  auf  das  durch  jenen  einfachen  Punkt  als  An- 
fangspunkt und  diese  drei  Strecken  bestimmte  rechtwinklige  Achsenkreuz*), 

und  die  drei  Verhältnisse  — ,     * ,    '    werden    die   jenen   vier   homogenen 

Koordinaten  zugehörigen  rechtwinkligen  Koordinaten  £,  Q,  J,  das  heißt, 
es  wird 

(28)  ^  =  s/<,'"9.-/-ä; 
ferner  nimmt  die  Gleichung  (27)  die  Form  an 

(29)  1  -.  j*  4-  1,2  _  j2 

Diese  Gleichung  aber  stellt  ein  einschaliges  gleichseitiges  ümdrehungshyper- 
boloid  dar,  das  den  Koordinatenanfangspunkt  zum  Mittelpunkt,  die  Koordi- 
natenachse mit  der  Richtung  e  zur  Drehachse  und  die  Längeneinheit  zum 
Radius  des  Kehlkreises  hat.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  218:  Bildet  man  von  den  Projektivitäten  einer  Geraden 
die  Identität  I  durch  einen  im  Endlichen  gelegenen  einfachen 
Punkt  und  die  drei  Grundinvolutionen  ^1,^2,  e  durch  drei  zu- 
einander senkrechte  Strecken  von  der  Länge  1  ab,  eine  be- 
liebige Projektivität 

p  =  a-{-  Oiii  +  Qj^j  -f  ajf 

aber  durch  denjenigen  Punkt,  dessen  rechtwinklige  Koordi- 
naten die  Verhältnisse     *     — ,     *    der    vier   Ableitzahlen    von   li 

sind,  wobei  das  Achsenkreuz  durch  jenen  einfachen  Punkt  als 
Anfangspunkt  und  diese  drei  Strecken  bestimmt  wird,  so  er- 
füllen die  Bildpuukte  aller  entartenden  Projektivitäten  der  be- 
trachteten Geraden  ein  einschaliges  gleichseitiges  Umdrehungs- 
hyperboloid, welches  das  Bild  der  Identität  1  zum  Mittelpunkte 
hat,  während  die  Bildstrecke  der  elliptischen  Involution  t  die 
Richtung  der  Drehachse  angibt  und  die  Längeneinheit  den  Radius 
des  Kehlkreises    bildet.      Ferner    werden    je    zwei    zueinander 


1)  Vgl.  Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  desRaiunes,  insbesondere 
über  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Erste  Auflage,  Leipzig,  1861;  dritte  Auflage  her- 
ausgegeben von  Qundelfinger,  1876,  S.  67.  Femer:  Heffter  und  KOhler,  Lehr- 
buch der  analytischen  Geometrie,  Bd.  1,  Leipzig  und  Berlin,  1906,  S.  201. 
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harmonische  Projektivitäten  durch  zwei  Punkte  wiedergegeben, 
die    einander   hinsichtlich  jenes  Hyperboloids    konjugiert  sind. 

Da  andererseits  eine  stetige  Lagenänderung  des  Bildpunktes  der 
Projektiyität  |i  eine  stetige  Änderung  des  kombinatorischen  Quadrates  [p^ 
nach  sich  zieht,  und  dieses  kombinatorische  Quadrat  fQr  den  Mittelpunkt 
des  Hyperboloids  positiv  ist,  nämlich  den  Wert  1  hat,  und  für  die  Punkte 
des  Hyperboloids  und  nur  für  diese  verschwindet,  so  muß  das  kombi- 
natorische Quadrat  [p^]  für  alle  Punkte  des  Raumes,  die  durch  das 
Hyperboloid  von  seinem  Mittelpunkte  getrennt  sind,  oder  wie  wir  sagen 
wollen,  für  alle  Punkte  außerhalb  des  Hyperboloids  negativ,  für  alle  Punkte 
innerhalb  desselben  positiv  sein. 

Und  da  ferner  einem  positiven  kombinatorischen  Quadrat  eine  gleich- 
läufige, einem  negativen  eine  gegenläufige  Projektivität  entspricht,  so  hat 
man  den  Satz: 

Satz  219:  Allen  Punkten  innerhalb  des  Stephanosschen 
Hyperboloids  entsprechen  gleichläufige,  allen  Punkten  außer- 
halb gegenläufige  Projektivitäten. 

Aus  den  Sätzen  183  und  217  folgt  dami  weiter  mit  Rücksicht  auf 
Satz  218  der  neue  Satz: 

Satz  220:  Die  Bilder  zweier  Projektivitäten,  die  ihre  Doppel- 
punkte miteinander  gemein  haben^  liegen  mit  dem  Mittelpunkte 
des  Stephanosschen  Hyperboloids  in  einer  Geraden,  mögen  nun 
jene  Doppelpunkte  getrennt  reell,  zusammenfallend  reell  oder 
konjugiert  komplex  sein. 

Und  umgekehrt  gilt  der  Satz: 

Satz  221:  Zwei  Projektivitäten,  deren  Bilder  auf  einem  Durch- 
messer des  Stephanosschen  Hyperboloids  liegen,  haben  ihre 
Doppelpunkte  miteinander  gemein. 

Nunmehr  findet  man  auch  leicht  die  Bedeutung  der  geradlinigen  Er- 
zeugenden des  Stephanosschen  Hyperboloids.  Gibt  man  nämlich  der 
Gleichung  (27),  die  man  als  die  homogen  geschriebene  Gleichung  dieses 
Hyperboloids  auffassen  kann,  die  Form 

(30)  (o,  -i-  a^)(a^  -  o,)  =-  (a  -f  aj(a  -  Oi i, 

in  der  dann  wieder  die  homogenen  Koordinaten  Q^ci^r^^as  zu  den  recht- 
winkligen Koordinaten  J,  y,  J  in  den  Beziehungen  (28)  stehen,  und  ersetzt 
die  Gleichungen  (30)   durch   die   beiden   simultanen  linearen  Gleichungen 

(0,  + a,-9(a-hQ,) 

(31)  1/  X 
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80  stellen  diese  beiden  Gleichungen  zusammengenommen  bei  veränder- 
lichem 9  die  eine  Schar  geradliniger  Erzeugender  des  Hyperboloids  (30) 
dar,  bei  festgehaltenem  g  aber  eine  bestimmte  Erzeugende  dieser  Schar^ 
wir  wollen  sie  als  die  Erzeugende  mit  dem  Parameter  g  bezeichnen. 

Löst  man  die  beiden  Gleichungen  (31)  nach  o,  und  o,  auf  und  setzt 
die  Werte  dieser  Größen  in  den  allgemeinen  Ausdruck  (17)  för  eine  be- 
liebige Projektivität  p  ein,  so  erhält  man  eine  Darstellung  derjenigen  ent- 
artenden Projektivitäten  p'j  die  den  Punkten  der  Erzeugenden  mit  dem 
Parameter  g  entsprechen.  Man  findet  so  für  diese  entartenden  Projektivi- 
täten p'  den  Ausdruck 

(32)  ,'.a{l  +  ^9+;)li.  +  i(9-;)t} 

oder 

(33)  p'^a^^  +  a,x', 
wo  zur  Abkürzung 

^'=i+^(9+;)«i,+a9-;> 


(34) 


gesetzt  ist.  Nach  Satz  215  ist  dann  von  den  beiden  Hülfsprojektivitäten 
q'  und  r'  die  Abbildung  r'  eine  Involution.  Nun  stellte  seiner  Ent- 
stehung zufolge  der  Ausdruck  (32)  oder  (33)  für  jeden  Wert  der  Ab- 
leitzahlen a  und  Qj  eine  entartende  Projektivität  p'  dar,  deren  Bild  in  der 
Stephanosschen  Veranschaulichung  auf  der  Erzeugenden  mit  dem  Para- 
meter g  gelegen  ist.  Insbesondere  gehören  dieser  Erzeugenden  also  auch 
die  Bilder  der  beiden  Hülfsprojektivitäten  q'  und  r'  an,  da  sie  ja  aus  p' 
durch  Spezialisierung  der  Ableitzahlen  q  und  a^  hervorgehen. 

Um  die  Bruchdarstellungen  dieser  Projektivitäten  q '  und  r '  und  damit 
auch  die  von  p'  zu  ermitteln,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  (34)  für  die 
Grundprojektivitäten  1,  ^j,  4,,  e  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (10)  bis  (13) 
ein  und  erhalten 

«I»  «i  ' 

woraus  durch  Reduktion  folgt: 
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(35) 


g  («.+««.) 

Diese  Form  der  beiden  Projektivitatsbrflche  gibt  zunächst  eine  Bestätigung 
dafür,  daß  die  beiden  Projektivitäten  q'  und  r'  zwei  entartende  Projektivi- 
taten  sind,  aber  sie  zeigt  zugleich,  daß  diese  ProjektiTitaten  densdbem 
Hauptpunkt  «i  -f  9^8  besitzen. 

Man  kann  femer  auch  leicht  die  Nullpunkte  der  beiden  entartenden 
Projektivitäten  angeben;  denn  die  Brüche  (35)  gestatten  auch  die  Dar- 
stellung 

(36) 


«O  «l+fl«J 


Bei  der  entartenden  Projektivitat  r'  fällt  also  der  Nullpunkt  mit  dem 
Hauptpunkt  zusamtneriy  woraus  sich  nach  Satz  136  von  neuem  folgern  läßt, 
daß  r'  eine  (parabolische)  Involution  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (36)  ergibt  sich  dann  endlich  auch  der  Null- 
punkt der  entartenden  Projektivitat  |i',  die  einem  beliebigen  Punkte  der 
Geraden  mit  dem  Parameter  g  zugehört.     Man  erhält 

woraus  man  entnimmt,  daß  die  sämtlichen  entartenden  Projektivitäten  |i', 
die  den  Punkten  einer  und  derselben  Erzeugenden  der  ersten  Geraden- 
schar (31)  des  Step  hau  OS  sehen  Hyperboloids  entsprechen,  ihren  Haupt- 
punkt miteinander  gemein  hatten,  sich  also  nur  durch  ihre  Nullpunkte  von- 
einander unterscheiden. 

Umgekehrt  zeigt  man  leicht,  daß  den  Punkten  einer  jeden  Erzeugen- 
den der  zweiten  Geradenschar  des  Hyperboloids  Projektivitäten  |i"  zuge- 
hören, die  ihren  Nullpunkt  miteinander  gemein  hohen,  sich  also  nur  durch 
ihre  Hauptpunkte  voneinander  unterscheiden. 

Um  die  Gleichungen  dieser  zweiten  Schar  von  Erzeugenden  des 
Stephanos sehen  Hyperboloids  zu  erhalten,  ersetze  man  die  Gleichung 
(30)  des  Hyperboloids  durch  die  beiden  simultanen  Gleichungen 

(Oj  +  öj  —  f(a  — 0^) 

dann  sind  diese  Gleichungen  zusammengenommen  bei  veränderlichem  f  die 
Gleichungen  der  zweiten  Geradenschar  des  Hyperboloids,  bei  festgehaltenem 
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f  aber  die  Gleichungen   einer  bestimmten  Erzeugenden   dieser    Schar,   die 
wir  als  die  Erzeugende  mit  dem  Parameter  !  bezeichnen  woUen. 

Löst  man  jetzt  wieder  die  Gleichungen  (38)  nach  ü,  und  a,  auf  und  setzt 
die  Werte  dieser  Größen  in  den  aUgemeinen  Ausdruck  (17)  für  eine  be- 
liebige Projektivität  ein,  so  erhält  man  für  eine  entartende  Projektivität 
p'\  die  einem  Punkte  der  Erzeugenden  mit  dem  Parameter  !  entspricht^ 
die  Darstellung 
(39)  f',a{l+y{t+])lk+l{t-\)t] 


oder 

(40) 

WO  zur  Abkürzung 

(41) 


+  a.{(|.-.l(t-;>.-^(f+;)e} 


oq    +a,r  , 


."=...-i(»-i)(..-^(f+i). 


gesetzt  ist.  Nach  Satz  215  ist  dann  auch  hier  wieder  von  den  beiden 
Hülfsprojekti  vi  täten  q"  und  r"  die  zweite  Abbildung  t"  eine  Involution. 
Für  die  drei  entartenden  Projektivitäten  i^'\t"  und  p"  findet  man 
dann  durch  eine  dem  Obigen  ganz  entsprechende  Rechnung  die  Bruch- 
darstellungen 

(42) 


X    =• 


«it       «t—W 


und 


(43) 


P"- 


(a  +  a,)«, +!(a 


Dieselben  zeigen  in  der  Tat,  daß  die  sämtlichen  entartenden  Projektivi- 
täten p"j  die  den  Punkten  einer  Erzeugenden  der  zweiten  Schar  (38)  des 
Stephan  OS  sehen  Hyperboloids  entsprechen,  ihren  Nullpunkt  miteinander 
gemein  haben  und  sich  also  nur  durch  ihre  Hauptpunkte  voneinander 
unterscheiden.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  222:  Die  entartenden  Projektivitäten,  die  den  Punkten 
einer  geradlinigen  Erzeugenden  des  Stephanosschen  Hyper- 
boloids entsprechen,  haben  bei  der  einen  Schar  von  Erzeugen- 
den alle  denselben  Hauptpunkt,  aber  verschiedene  Nullpunkte, 
bei  der  anderen  Schar  alle  denselben  Nullpunkt,  aber  ver- 
schiedene Hauptpunkte. 

Will  man  die  beiden  durch  die  Gleichungen  (31)  und  (38)  ausge- 
drückten   Geradenscharen    gemeinschaftlicher    Hauptpunkte    und    gemein- 
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schaftlicher  Nullpunkte  kurz  geometrisch  charakterisieren,  so  genügt  et, 
die  Gleichungen  (34)  und  (41),  die  je  einen  Punkt  und  eine  Strecke  einer 
beliebigen  Geraden  der  ersten  und  der  zweiten  Schar  darstellen,  für  einen 
speziellen  Wert  der  Parameter  g  und  (  zu  deuten,  etwa  für  g  —  t  —  1. 
Für  diesen  besonderen  Wert  des  Parameters  Terwandeln  sich  aber  die 
Gleichungen  (34)  in 


(44) 


1  r'  -  I,  -f 


i  +  d. 


e. 


und  die  Gleichungen  (41)  in 

Diese  beiden  Gleichungspaare  (44)  und  (45)  gehören  dann  denjenigen  beiden  Er- 
zeugenden des  Hyperboloids  zu,  die  durch  den  Punkt  q'  -»  n"  —  1  -f  It  hin- 
durchgehen. Dieselben  besitzen  die  Richtungen  der  Strecken  r'  —  |j  -f  * 
und  t"  =  ^1  —  e;  und  zwar  ist 
die  Gerade  mit  der  Richtung 
r'  =  ^1  -f  e  den  Gleichungen 
(44)  zufolge  eine  Gerade 
der  Schar  gemeinschaftlicher 
Hauptpunkte  und  die  Gerade 
mit  der  Richtung  t"  =='  ftj  —  C 
nach  den  Gleichungen  (45) 
eine  Gerade  der  Schar  gemein- 
schaftlicher Nullpunkte  (vgl. 
die  Figur  123;  bei  ihr  ist  be- 
hufs Entlastung  der  Haupt- 
figur die  Konstruktion  der 
beiden  Strecken  r'  und  r", 
welche  die  Richtungen  der 
beiden  oben  genannten  Erzeu- 
genden angeben,  in  einer  Nebenfigur  ausgeführt). 

Die  Stephanossdie  Abbildung  der  Involutionen  einer  Geraden  auf  die 
Funkte  einer  Ebene.  Will  man  sich  auf  die  geometrische  Veranschau- 
lichung der  Involutionen  allein  beschränken,  so  setze  man  in  den  Gleichungen 
(22)  bis  {2b)  a  *—  b  —  0  und  bezeichne  die  dadurch  aus  den  Projektivitaten 
|l  und  %  hervorgehenden  Involutionen  mit  f  und  \.  Dann  verwandeln  sich 
diese  Gleichungen  in 

(46)  »-0,1, +o,|,.f  a,e 

(47)  t-b,|, -fb,|,  +  b,r 


Fl«.  IM. 
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<48) 
(49) 


[It] 0,6, -0,6, +  0,6, 

[|t]  =  _  a|  -  o|  +  fl|. 


Die  Bedingung  für  die  harmonische  Lage  der  beiden  Involutionen  I  und  t 
lautet  also 

(50)  a,bi  +  a,b, -0363  =  0. 

Andererseits  genügen  die  Ableitzahlen  Qj,  Oj,  o,  einer  jeden  parabolischen 
Involution  $  der  Gleichung 

(51)  al  +  aS  -  QJ  =  0. 

Büdet  man  daher  dife  Involutionen  §  einer  Geraden  als  Punkte  einer  Ebene 
ab,  indem  man  als  Bilder  der  drei  Grundinvolutionen  §j,  ^g,  e  die  drei 
Ecken  eines  beliebigen  Dreiecks  verwendet  und  die  durch  die  Gleichung  (46) 
ausgedrückte  Involution  8  durch  denjenigen  Punkt  der  Ebene  dieses  Drei- 
ecks darstellt,  der  die  Ableitzahlen  o^,  o^,  Qj  der  Involution  i  in  bezug 
auf  jenes  Dreieck  als  Fundamentaldreieck  und  einen  beliebigen  Punkt  als 
Einheitspunkt   zu  Dreieckskoordinaten   hat,   so   wird  die  Gesamtheit  aller 

Involutionen  der  betrachteten  Geraden 
durch  die  sämtlichen  Punkte  dieser  Ebene 
veranschaulicht.  Nun  ist  aber  in  dem 
angegebenen  Koordinatensystem  die  Glei- 
chung (51)  die  Gleichung  einer  reellen 
nicht  zerfallenden  Kurve  zweiter  Ord- 
nung, von  der  jenes  Dreieck  ein  Polar- 
dreieck bildet,  (vgl.  Figur  124);  und  zwar 
liegen  die  beiden  ersten  Ecken  dieses 
Dreiecks,  das  heißt  die  Bilder  der  hyper- 
bolischen Involutionen  ^^  und  Ij,,  außer- 
halb der  Kurve,  der  Bildpunkt  der  ellip- 
tischen Involution  e  innerhalb  derselben*). 
Den  parabolischen  Involutionen  ent- 
sprechen dann  die  Punkte  dieser  Kurve 
zweiter  Ordnung.  Andererseits  werden 
je  zwei  harmonische  Involutionen  I  und 
t  znfolge  der  Gleichung  (50)  durch  zwei  Punkte  abgebildet,  die  einander 
hinsichtlich  der  Kurve  zweiter  Ordnung  (51)  konjugiert  sind.  Man  hat 
daher  den  Satz: 

Satz  223:    Bildet   man   die   drei    Grundinvolutionen    |,,  l^j  t 
einer  Geraden  durch   drei  ein  Dreieck   bildende  Punkte  von  be- 
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1)  Der  hier  benutete  Sats  wird  im  zweiten  Band  bewiesen  werden. 
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liebiger  Masse  ab,  eine  beliebige  Inyolntion 

«- Olli  +  0,1, -fOje 

jener  Geraden  aber  dnrch  denjenigen  Punkt  der  Ebene  dieses 
Dreiecks,  dessen  Dreieckskoordinaten  in  bezug  anf  jenes  Dreieck 
als  Fundamentaldreieck  und  einen  beliebigen  Punkt  als  Einheits- 
punkt  die  drei  Ableitzahlen  Oj,  o,^  o,  von  I  sind,  so  erfüllen  die 
Bildpunkte  aller  parabolischen  Involutionen  der  betrachteten 
Geraden  eine  nicht  zerfallende  reelle  Kurve  zweiter  Ordnung, 
welche  die  Bildpunkte  der  drei  Grundinvolutionen  zu  Ecken 
eines  Polardreiecks  hat,  und  zwar  liegen  die  Bildpunkte  der 
hyperbolischen  Involutionen  ^^  und  (,  außerhalb  der  Kurve,  der 
Bildpunkt  der  elliptischen  Involution  e  innerhalb  derselben. 
Ferner  sind  die  Punkte,  welche  die  Bilder  zweier  harmonischen 
Involutionen  darstellen,  einander  hinsichtlich  der  Kurve  zweiter 
Ordnung  konjugiert;  die  Bilder  aller  zu  einer  gegebenen  Invo- 
lution 8  harmonischen  Involutionen  t  erfüllen  also  die  Polare 
des  Bildpunktes  von  §  in  bezug  auf  die  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Man  kann  ferner  noch  hinzufügen:  Die  quadratische  Form  [I*]  hat 
innerhalb  der  Kurve  zweiter  Ordnung 

[«']  =  0 
überall  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  kombinatorische  Quadrat  [e*]  und 
außerhalb  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  ist  also  innerhalb  der  Kurve 
positiv  und  außerhalb  derselben  negativ,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt: Das  Folgequadrat  i^  von  8  ist  innerhalb  der  Kurve  zweiter  Ord- 
nung negativ,  außerhalb  derselben  positiv.  Die  Punkte  innerhalb  der 
Kurve  zweiter  Ordnung  sind  also  die  Bilder  elliptischer,  die  Punkte  außer- 
halb die  Bilder  hyperbolischer  Involutionen. 

Da  ferner  die  Polare  eines  Punktes  innerhalb  einer  nicht  zerfallenden 
Kurve  zweiter  Ordnung  ganz  außerhalb  der  Kurve  liegt,  so  hat  man 
den  Satz: 

Satz  224:  Eine  jede  Involution,  die  zu  einer  elliptischen  In- 
volution harmonisch  liegt,  ist  hyperbolisch. 

Will  man  für  diesen  Satz  noch  einen  Beweis  geben,  der  Yon  den 
Eigenschaften  der  Kurven  zweiter  Ordnung  unabhängig  ist,  so  kann  man 
das  folgende  Verfahren  einschlagen: 

Nach  der  Gleichung  (38)  des  15.  Abschnitts  läßt  sich  eine  beliebige 
elliptische  Involution  8  durch  einen  Bruch  von  der  Form 

ausdrücken.     Eine  jede  zu  I  harmonische  Involution  t   genügt   aber   der 
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Gleichung 

(53)  [«»1-0, 
die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

0  =  [a6  .  «t]  =  [ai  .  hi]  -  [61  •  ai] 
oder  wegen  (52)  in  der  Form: 

(54)  0-[6.&t]4-[a-at]. 

Und  diese  Gleichung  wird  sicher  befriedigt  durch  die  Involution: 

denn  für  diese  nimmt  die  Gleichung  (54)  die  Form  an: 

0  =  [6a]  +  [ah]. 
Die  Gleichung  (54)  wird  aber  auch  erfüllt  durch  die  Involution: 

denn  für  diese  Involution  erhält  jene  Gleichung  die  Form: 

0  =  [6  .  (-  6)]  +  [aal 

Die  Gesamtheit  aller  Involutionen  endlich,  die  zu  einer  elliptischen 
Involution  9  harmonisch  sind,  läßt  sich  als  Vielfachen  summe  von  t^  und  1,, 
das  heißt  unter  der  Form  darstellen: 

(57)  t  =  9,t,  +  92*,, 

in  der  Qj  und  g,  zwei  reelle  Zahlgrößen  sind,  oder  wegen  (55)  und  (56) 

unter  der  Form: 

C58)  t  —  fii^  +  fl«"^    fli«~flt6 , 

Der  Potenzwert  dieser  Involution  aber  wird 

rjri  [(9.t  +  g.»)(fl.J?:=9,±)]  _  9i[ta]-9i[afe]      ^^  ^^^^. 

(59)  [«']--(9l  +  fll)- 

Und  da  nach  der  Voraussetzung  die  Zahlgrößen  g^  und  g,  reell  sind, 
so  ist  er  negativ  und  die  Involution  i  daher  wirklich  hyperbolisch.  Da- 
mit aber  ist  der  Satz  224  von  neuem  bewiesen. 

Natürlich  kann  man  wieder  durch  passende  Wahl  der  Bilder  für  die 
drei  Grundinvolntionen  die  Kurve  zweiter  Ordnung  der  parabolischen  In> 
volutionen  spezialisieren.  Insbesondere  kann  man  an  ihre  Stelle  einen 
Kreis  treten  lassen.  Man  brancht  dazu  nur  die  elliptische  Gmnd- 
involution  c  durch  einen  einfachen  Punkt,  die  hyperbolischen  Grund- 
involutionen ^j  und  ^,  durch  zwei  zueinander  senkrechte  Strecken  von 
der  Länge  1   abzubilden ^  so  werden  die  drei  Ableitzahlen  a^,  0,,  o,  der 
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Involution  I  in  (46)  die  Hesse  sehen  homogenen  Koordinaten  des  Bild- 
punktes  von  0  in  bezug  auf  das  durch  jenen  einfachen  Punkt  als  An- 
fangspunkt und  diese  beiden  Strecken  bestimmte  rechtwinklige  AchsenkreoZy 

und  die  beiden  Verhältnisse  *  und  ^  werden  die  jenen  drei  homogenen  Koor- 
dinaten Ol;  0},  Qs  zugehörigen  rechtwinkligen  Koordinaten  i,  Q;  femer  nimmt 
die  Gleichung  (51)  der  Kurve  der  parabolischen  Involutionen  die  Form  an: 

(60)  J»  +  tj»-l, 

das  heißt,  sie  verwandelt  sich  in  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  1  und  dem  Koordinatenanfangspunkt  als  Mittelpunkt. 

Inverse  Projektivitäten  und  ihre  Stephanossclien  Büder.  Einige  weitere 
wichtige  Folgerungen  knüpfen  wir  an  den  Satz  187,  nach  welchem  sich 
jede  Projektivität  |i  als  Summe  aus  einer  reellen  Zahlgröße  a  und  ihrer 
Doppelpunktsinvolution  *,  das  heißt  als  eine  Summe  von  der  Form: 

(61)  |»="a  +  «, 

darstellen  laßt,  wobei  wir  der  Einfachheit  halber  die  bei  Ableitung  des 
Satzes  187  mit  gS  bezeichnete  Doppelpunktsinvolution  kurz  dnrch  den 
Buchstaben  §  ausdrücken. 

Erhebt  man  zunächst  die  Gleichung  (61)  ins  kombinatorische  Quadrat, 
so  erhält  man  für  den  Potenzwert  der  Projektivität  p  die  Darstellung: 

tV']  =  [(a  +  »n  =  a'[l*]  +  [«*]  +  2  0  [1 «], 
und  aus  dieser  ergibt  sich  nach  Satz  97  und  106  die  Gleichung 

[(0  +  »)»]  -  a'  +  [8T 
oder    wenn   man   für  das  kombinatorische  Quadrat  [Ä*]   der  Involution  f 
das  ihm  nach  Satz  115  entgegengesetzt  gleiche  Folgequadrat  I*  einftihrt: 

[(a  +  l)*|  =  a*-l'; 
und    genau    denselben  Ausdruck   bekommt   man   für  den  Potenzwert  der 
Projektivität 

(62)  <  =  0  -  «, 
das  heißt,  man  erhält  die  Formel: 

(63)  [(o+D'l-Ka-OI-a»-!» 

und  damit  den  Satz: 

Satz  225:  Bedeutet  a  eine  reelle  Zahlgröße  und  f  eine  In- 
volution, so  lautet  der  Ausdruck  für  den  Potenzwert  der  Pro- 
jektivitäten 

<j  =  a  +  *     und     n  —  a  —  •: 

[(a  +  i)T-[(a-l)T-o«-f, 
unter  I'  das  Folgequadrat  der  Involution  §  verstanden. 
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Diese  Form  des  Potenzwertes  wird  zum  Beispiel  von  Wichtigkeit, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  zu  einer  Projektivität 

(61)  ^  =  a  +  « 

die  inverse  Projektivitat         zu  bestimmen.    Dazu  bemerken  wir  zunächst: 

Wie  im  12.  und  13.  Abschnitt  gezeigt  ist^  kann  bei  einer  entartenden 
Projektivitat  von  einer  inversen  Abbildung  nicht  die  Rede  sein.     Bei  der 

Bildung  der  inversen  Projektivitat  .  -  müssen  wir  also  ausdrücklich  voraus- 
setzen, daß  der  Potenzwert  der  Projektivitat  |i,  das  heißt  nach  Satz  225 
die  DiflFerenz  a'  —  §*, 

(64)  a»-l»  +  0    sei. 

Setzen  wir  also  noch 

(65)  Q'  -  «»  =  9, 

WO  9  eine  von  Null  verschiedene  reelle  Zahlgröße  bedeutet,  und  femer 
wie  oben 

(62)  q  =  a  -  I, 
so  wird  das  Folgeprodukt  ^q: 

p^  =  (a-\^  8)(a  -  I)  ==  Q^  +  8a  -  Q«  -  I», 
das  heißt  wegen  8a  =  q8  und  (65) 

|iq  =  a*  — l*  =  g,    also 
q  =-  ^     oder  wegen  (62) 

(66)  h  =  ö  —  *     ^^^r 

(67)  i  =  ^(a-»), 

wofür  man  endlich  bei  Anwendung  des  Möbius sehen  Zeichens  ^  (vgl. 
Seite  282)  unter  Berücksichtigung  von  (61)  auch  schreiben  kann: 

(68)  rV,-»-»- 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  226:  Stellt  man  eine  umkehrbare  Projektivitat  |  als 
Summe  einer  reellen  Zahlgröße  a  und  ihrer  Doppelpunkts- 
involution 8,  das  heißt  in  der  Form: 

<l  -  a  +  1, 

dar,  so   wird  die  zu  p  inverse  Abbildung       von    einem    reellen 

Zahlfaktor  abgesehen  durch  die  entsprechende  Differenz: 

q-0-8 


Abichnitt  22,  Gleichung  (64)  bii  (68).    Satz  226.  809 

ausgedrückt     Es  wird  nämlich 

^-,(a-»), 

iiuter  9  der  Potenzwert  der  Projektiyität  |i  verstanden. 

Aus  diesem  Satze  folgt  olfne  weiteres,  daß  man  in  der  St^phanos- 
sehen  Veranschaulichung  der  Projektivitäten  einer  Geraden  aus  dem  Bild- 
punkte  einer  beliebigen  umkehrbaren  Projektivität  das  Bild  der  inverseu 
Projektivitat  erhält,  indem  man  jenen  BUdpunkt  an  dem  Miädpunkte  des 
Hyperboloids  spiegelt. 

Denn  die  Projektivitäten 

|i  =      a  -I-  6   -  0  (l  +  i)     und 


J=i(-»)=i(^-3 


werden  durch  die  Punkte  dargestellt,  die  sich  ergeben,  wenn  man  vom 
Mittelpunkte  1  des  Hyperboloids  aus  die  nur  dem  Sinne  nach  voneinander 

verschiedenen  Strecken       und  —       abträgt. 

Die  Schröter  sehe  Konstruliion  der  DoppelpunJäsinvolution  einer  Pro- 
jektivität    Die  beiden  Darstellungen 

^  =  a  +  8     und     i  =  i(a-l) 

für  zwei  zueinander  inverse  Projektivitäten  p  und  —  zeigen  femer,  daß  je 

zwei  solche  Projektivitäten  dieselbe  Doppelpunktsinvolution  i  besitzen,  und 
liefern  zugleich  eine  wichtige  Beziehung  zweier  zueinander  inversen  Pro- 
jektivitäten zu  ihrer  gemeinsamen  Doppelpunktsinvolution. 

Bestimmt  man  nämlich  zu  einem   beliebigen  Punkt  x  der  zu  trans- 
formierenden Punktreihe  in  den  beiden  inversen  Projektivitäten  p  und 

die  entsprechenden  Punkte  xp  und  x-.,  so  erhält  man  fSr  dieselben  die 

Darstellungen 

a:|i  =  aar-f  xi 

11/  .\ 

a:^-  =  -(aa:-a:l), 

welche  zeigen,  daß  die  Punkte  xp  und  x- ,  die  einem  beliebigen  Punkt  x 
durch  die  beiden  inversen  Projektivitäten  p  und  .  zugewiesen  werden, 
harmonisch  liegen  zu  dem  Ausgangspunkte  x  und  seinem  Bilde  x%  in  dei 
gemeinsamen  Doppelpunktsinvolution  I  von  p  und  -  •   Darin  liegt  der  Satx: 
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Satz  227:  Je  zwei  zueinander  inverse  Projektivitäten  }ß  nnd  . 
besitzen  dieselbe  Doppelpunktsinvolution  i   und   weisen   einem 
jeden  Punkte  rr  der  zu  transformierenden  Punktreihe  zwei  Punkte 

xlß  und  x-^   zu,    die   durch   den  Punkt  x   selbst    und   den  ihm  in 

jener  gemeinsamen  Doppelpunktsinvolution  %  zugeordneten 
Punkt  x%  harmonisch  getrennt  werden. 

Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  von  einer  gegebenen  Projek- 
tivität  p  ihre  Doppelpunktsinvolution  I  zu  konstruieren.  Dazu  braucht 
man  nur  zu  einem  beliebigen  Punkt  x  der  zu  transformierenden  Punkt- 
reihe die  in  den  Projektivitäten  p  und  .  entsprechenden  Punkte  xp 
und  X-  zvL  bestimmen  und  den  zu  x  harmonisch  zugeordneten  Punkt  x* 
in  bezug  auf  die  beiden  Punkte  xp  und  a?—  zu  ermitteln;  und  sodann  ent- 
sprechend zu  einem  beliebigen  zweiten  Punkt  y  der  betrachteten  Punkt- 
reihe die  Punkte  yp,  y-  und  den  in  bezug  auf  sie  zu  y  harmonisch  zu- 
geordneten Punkt  y'  zu  konstruieren.  Alsdann  bilden  die  beiden  Punkt- 
paare X,  x  und  ?/,  y'  zwei  Paare  der  gesuchten  Doppelpunktsinvolution  1 
von  p^  wodurch  diese  nach  Satz  138  eindeutig  bestimmt  ist. 

Diese  Konstruktion  der  Doppelpunktsinvolution  einer  Projektivitat 
rührt  von  Schröter  her*). 

Der  Äsymptotenkegd  des  Siephanosschen  Hyperboloids.  Von  Interesse 
sind  dann  weiter  die  Büschel  derjenigen  Projektivitäten,  die  durch  irgend 
zwei  zueinander  inverse  Projektivitäten  bestimmt  werden.  Die  Bilder 
dieser  Büschel  von  Projektivitäten  sind  nach  Satz  217  und  Seite  309  ge- 
radlinige  Punktreihen,   deren  Träger   die  Durchmesser   des  Hyperboloids 


1)  Vgl.  H.  Schröter,  Untersuchung  zusammenfallender  reeiproker  Gebilde  in 
der  Ebene  und  im  Räume,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  77 
(1874),  S.  120 f.  Siehe  auch  Steiner-Schröter,  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  ge- 
stützt auf  projective  Eigenschaften  Dritte  Auflage,  herausgegeben  von  R.  Sturm, 
Leipzig,  1898,  S.  68  f.  Femer  M.  Pasch,  Beweis  eines  Satzes  über  projective  Punkt- 
reihen,  Journal  für  die  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  91  (1881),  S.  849ff.  und  H.  Wiener, 
Rein  geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  Formen  durch  Punktgruppen  auf 
der  Oeraden.  Habilitationsschrift,  Darmstadt,  1886,  Nr.  SO  und  37,  sowie  die  Arbeit 
desselben  Verfassers:  Über  die  aus  zwei  Spiegelungen  zusammengesetzten  Verwandt- 
schaften, Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  S&chs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
December  1891,  Nr.  89  (S.  647).  Weiter  die  bereits  oben  zitierte  Abhandlang  von 
Segre,  Journal  für  die  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  100  (1887),  S.  821.  Endlich  F.  London, 
Über  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  ebenen  Kollineationen,  Math.  Ann.,  Bd.  67  (1908), 
S.  222. 


Abschnitt  28.     Satz  t27  und  SS8.  3X1 

sind.  Da  aber  je  zwei  inverse  Projektivitaten  dieeelbe  Doppelpimkta- 
involution  haben,  so  gehören  einem  jeden  Baschel,  das  dorch  zwei  in- 
verse Projektivitaten  bestimmt  vnrd,  samtliche  Projektivitaten  an,  deren 
Doppelpunktsinvolntion  mit  derjenigen  jener  beiden  inversen  Projektivi- 
taten identisch  ist  (vgl.  auch  Satz  220). 

Da  femer  nach  Satz  180  insbesondere  einem  BQschel  mit  gemein- 
samer hyperbolischer  Doppelpunktsinvolntion,  das  heißt  einem  Büschei 
mit  gemeinsamen  getrennten  reellen  Doppelpunkten,  stets  zwei  und  nur 
zwei  entartende  Projektivitaten  angehören,  nämlich  die  beiden  Projektivi- 
taten, welche  je  einen  von  den  beiden  gemeinsamen  Doppelpunkten  des 
Büschels  zum  Hauptpunkt,  den  anderen  zum  Nullpunkt  haben,  und  diese 
entartenden  Projektivitaten  bei  der  St^phanos sehen  Veranschaulichnng 
durch  die  Punkte  dargestellt  werden,  in  denen  die  Bildgerade  des  Büschels 
das  gleichseitige  Hyperboloid  schneidet,  so  kann  man  nach  Herstellung 
der  Stephanosschen  Abbildung  aller  Projektivitaten  in  der  Geraden  für 
jede  Projektivität  p  die  Doppelpunkte  finden,  indem  man  den  Bildpunkt 
von  tß  in  jener  Abbildung  mit  dem  Mittelpimkt  des  Hyperboloids  verbindet 
Alsdann  schneidet  die  Verbindungslinie  das  Hyperboloid  in  den  Bildpunkten 
derjenigen  beiden  entartenden  Projektivitaten,  welche  den  einen  Doppel- 
punkt der  Projektivität  p  zum  Hauptpunkt,  den  anderen  zum  Nullpunkt 
haben  und  umgekehrt. 

Ebenso  wird  einem  Büschel  von  Projektivitaten  mit  einer  gemein- 
samen parabolischen  Doppelpunktsinvolution,  das  heißt  nach  Seite  197  flf. 
und  Seite  260  f.  einem  Büschel  von  zentrischen  Schiebungen,  die  den 
Doppelpunkt  jener  parabolischen  Doppelpunktsinvolution  zum  gemeinsamen 
Zielpunkt  haben,  in  der  Stephanosschen  Abbildung  eine  Erzeugende  des 
Asymptotenkegels  des  Hyperboloids  zugeordnet,  und  endlich  entspricht 
einem  Büschel  von  Projektivitaten  mit  einer  gemeinsamen  elliptischen 
Doppelpunktsinvolution  ein  Durchmesser  des  Hyperboloids,  der  innerhalb 
des  Asymptotenkegels  liegt. 

Nimmt  man  zu  diesen  Ergebnissen  noch  den  Inhalt  des  Satzes  219 
hinzu,  so  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

Satz  228:  Bei  der  Stephanosschen  Veranschaulichung  der 
Projektivitaten  einer  Geraden  gehören  den  Abbildungen  eines 
jeden  Büschels  yon  Projektivitaten  mit  einer  gemeinsamen 
Doppelpunktsinvolution  die  Punkte  eines  Durchmessers  des 
Stephanosschen  Hyperboloids  zu,  und  zwar  liegt  dieser  Durch- 
messer außerhalb  des  Asymptotenkegels  dieses  Hyperboloids, 
auf  ihm  oder  innerhalb  desselben,  je  nachdem  jene  Doppel- 
punktsinvolution hyperbolisch,  parabolisch  oder  elliptisch  ist. 
Bei  einem  Büschel  von  Projektivitaten  mit  gemeinsamer  hyper- 
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bolischer  Involution  entsprechen  dabei  den  Punkten  des  zu- 
gehörigen Durchmessers,  die  innerhalb  des  Hyperboloids  liegen, 
die  gleichläufigen  Projektivitäten  des  Büschels,  den  Punkten 
außerhalb  des  Hyperboloids  dessen  gegenläufige  Projektivitäten. 

Die  Projektivitäten  a  +  J  und  a  —  ^,  ^^  =  a*.  Unsere  Entwickelung 
enthält  nun  aber  insofern  noch  eine  Lücke,  als  die  Beziehung  zweier  Pro- 
jektivitäten von  der  Form  a  +  8  und  a  —  S  nur  für  den  Fall  angegeben 
ist,  wo  die  Projektivität  0  +  8  und  damit  dann  auch  die  Projektivitöt 
a  —  I  umkehrbar  ist.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  ist  vielmehr  die 
Projektivität  a  +  8  eine  einfach  entartende  Projektivität,  genügt  sie  also 
den  Vergleichungen 

(69)  [(a  +  i)2]  =  0    und 

(70)  a  +  8      +0, 

so  bestehen  die  entsprechenden  Vergleichungen  auch  für  die  Projektivität 
Q  —  8.  Der  Gleichung  (63)  zufolge  zieht  nämlich  die  Gleichung  (69)  die 
entsprechende  Gleichung: 

(71)  [(a-8)»]  =  0 

für  diese  Projektivität  nach  sich.  Es  gilt  aber  für  sie  auch  die  der  Un- 
gleichung (70)  entsprechende  Ungleichung 

(72)  a  -  8  +  0; 

denn  das  Verschwinden  der  Abbildung  q  —  8  würde  nach  Seite  293  das 
Verschwinden  von  a  und  8  und  damit  auch  das  von  a  -f-  8  zur  Folge 
haben,  was  der  Ungleichung  (70)  widerspricht.  Die  Vergleichungen  (71) 
und  (72)  zeigen  nun  aber,  daß  auch  die  Projektivität  a  —  8  eine  einfach 
entartende  Projektivität  ist.  Zugleich  wird  wegen  (69)  und  (63)  das 
Folgequadrat  von  8: 

(73)  8»  =  aK 

Und  da  nach  Satz  214  in  dieser  Gleichung  a  eine  reelle  Zahl  ist,  von 
der  wir  noch  voraussetzen  wollen,  daß  sie  nicht  verschwindet,  so  zeig^ 
die  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  Satz  116,  daß  die  Involution  8  hyper- 
bolisch ist;  sie  möge  deshalb  bestimmter  mit  1|  bezeichnet  werden.  Die 
Gleichungen  (69),  (71)  und  (73)  nehmen  dann  die  Form  an: 

(74)  [(a  +  »)']-0 
(76)  [(a-i)']-0 

(76)  l'-Q«, 

und  in  ihnen  ist  nach  unserer  letzten  Voraussetzung 

(77)  a  +  0. 


Abschn.  22,  Gleich.  (69)  bis  (77) ;  Abwhn.  28,  Gleich.  (1)  und  (2).  8tM  228  bi»  280.    313 

Nnn  gibt  es  nach  Satz  180  in  einem  Büschel  von  Projektivitäten  mit 
zwei  gemeinsamen  getrennten  reellen  Doppelpunkten  zwei  und  nur  zwei 
einfach  entartende  Projektivitäten,  und  von  diesen  weist  jede  den  samt- 
lichen Punkten  der  zu  transformierenden  Punktreihe  einen  von  den  ge- 
meinsamen Doppelpunkten  des  Büschels  zu.  Da  aber  in  der  Identität  1 
überhaupt  jeder  Punkt  als  Doppelpunkt  aufgefaßt  werden  kann,  so  sind 
die  Identität  1  und  die  hyperbolische  Involution  |  zwei  Projektivitäten 
mit  zwei  gemeinsamen  getrennten  reellen  Doppelpunkten,  und  da  die 
beiden  einfach  entartenden  Projektivitäten  a-\-%  und  a  —  |  dem  durch  diese 
beiden  Projektivitäten  bestimmten  Büschel  angehören,  so  weisen  sie  jedem 
Punkte  der  zu  transformierenden  Punktreihe  den  einen  oder  den  anderen 
Doppelpunkt  der  Involution  %  zu.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  229:  Ist  a^  das  Folgequadrat  einer  hyperbolischen  In- 
volution ^  in  einer  Geraden,  so  werden  die  beiden  einfach  ent- 
artenden Projektivitäten,  die  je  einen  Doppelpunkt  der  Involu- 
tion I  zum  Hauptpunkt,  den  anderen  zum  Nullpunkt  haben, 
dargestellt  durch  die  Ausdrücke  a -f  |  und  a  —  |. 


Abschnitt  23. 

Die  Folgeprodukte  von  Involutionen  und  Projektivitäten. 

Tertauschbarkeit. 

Beziehung  zutschen  den  beiden  Folgeprodukten  zweier  Jiarinonischm 
Involutionen.  Um  zu  weiteren  Beziehungen  zu  gelangen,  bemerken  wir, 
daß  nach  Satz  216  durch  die  Summe  %  -\- i  zweier  Involutionen  I  und  t 
derselben  Geraden  wieder  eine  Involution  dieser  Geraden  dargestellt  wird. 
Nach  Satz  115  besteht  daher  die  Gleichung 

(1)  («  +  0* --[(»  +  *«. 

Rechnet  man  in  ihr  die  Quadrate  aus  und  berücksichtigt  dabei,  daß  nach 
Satz  94  die  Faktoren   des  kombinatorischen   Punktes   [It]    ohne   Zeichen- 
wechsel vertauschbar  sind,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 
8*  +  «t  -I-  tl  +  t«  =  -  m  -  2[lt]  ~  [tl, 

oder  da  wieder  nach  Satz  115 

|8=.-[lT     und     t*--[t«] 
ist,  die  Form 
(2)  It-f  tl--2[lt]. 

Diese  Formel  enthält  den  Satz: 

Satz  230:  Bei  zwei  beliebigen  Involutionen  I  und  i  derselben 
Geraden  ist  die  Summe  ihrer  beiden  Folgeprodukte   %i  und  tf 
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eine    reelle    Zahl,    nämlich    gleich    dem    negativ    genommenen 

doppelten  kombinatorischen  Produkte  der  beiden  Involutionen. 

Sind  insbesondere  dicbeiden  Involutionen  I  und  t  harmonisch,  ist  also 

(3)  [»t]  =  0, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (2)  in 

(4)  «t--tl, 

Und  umgekehrt:  Besteht  zwischen  zwei  Involutionen  ü  und  t  die  Glei- 
chung (4),  so  genügen  dieselben  wegen  (2)  auch  der  Gleichung  (3)  und 
sind  somit  zueinander  harmonisch.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  231:  Satz  von  Peano^).  Zwei  Involutionen  derselben 
Geraden  sind  dann  und  nur  dann  zueinander  harmonisch,  wenn 
ihre  Folgeprodukte  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (4)  in  der  Form 

(5)  it-ti-i) 

und  vergleicht  sie  mit  der  Gleichung  (53)  in  Satz  90,  so  liest  man  aus 
ihr  den  Satz  ab: 

Satz  232:  Von  zwei  harmonischen  Involutionen  wird  jede 
durch  die  andere  mit  verändertem  Vorzeichen  in  sich  über- 
geführt. 

Übergang  zu  zwei  vertauschbaren  Involutionen,  Der  Satz  232  legt  es 
nahe,  allgemein  nach  Involutionen  derselben  Geraden  zu  fragen,  von  denen 
die  eine  durch  die  andere  abgesehen  von  einem  ZaJilfaktor  in  sicfi  überge- 
führt wird,  welche  also  nach  Satz  90  der  Gleichung  genügen 

unter  m  eine  Zahlgröße  verstanden,  oder  was  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

(6)  »t-mtl. 

Führt  man  den  Wert  (6)  von  It  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  nimmt  sie 
die  Form  an 

mtl  -\-U 2[lt]    oder 

(7)  (m-f  l)tl»-2[lt]. 

Diese  Gleichung  aber  läßt  sich  in  dem  soeben  behanddten  FaUcy  wo  die 
beiden  Involutionen  I  und  i  zueinander  harmonisch  sindj  wo  also 

W [»t]  =  o 

1)  Peano  benutzt  die  im  Sats  281  angegebene  Eigenschaft  harmonischer  Invo- 
lutionen zur  Definition  solcher  Abbildungen.  Vgl.  Peano,  Calcolo  geometrioo  ee- 
condo  TAuBdehnungRlehre  di  H.  Graßmann.    Torino,  1888.    Seite  169. 
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ist,  nicht  nur  dadurch  befriedigen,  daß  man 

(8)  m  -  -  1 

setzt,  wodurch  man  wegen  (6)  auf  die  Gleichung 
(4)  »t--» 

zurückkommt,  sondern  die  Gleichung  (7)  wird 

gweiiens  aucJi  erfüllt,  und  zwar  für  beliebiges  m,  sobald 

(9)  tl  -  0 

ist;  dann  wird  aber  wegen  (6)  zugleich  auch 

(10)  lt-0; 

das  heißt,  es  verschwinden  die  beiden  Folgeprodukte  it  nnd  tl  gleich- 
zeitig. Daraus  aber  folgert  man  leicht,  daß  die  beiden  Involutionen  f  und 
t  parabolisch  sind,  wenigstens  falls  man  den  trivialen  Fall  der  uneigent- 
lichen Involution  von  der  Betrachtung  ausschließt. 

In  der  Tat,  multipliziert  man  die  Gleichung  (10)  zuerst  vom  mit  I 
und  dann  hinten  mit  t,  so  entstehen  aus  ihr  die  Gleichungen 

iH  =  0     und 

lt«  =  0. 

und  da  die  Größen  S*  und  t*  als  Folgequadrate  von  Involutionen  nach 
Satz  112  bloße  Zahlen  und  die  Involutionen  #  und  t  als  eigentliche  Invo- 
lutionen von  Null  verschieden  sind,  so  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen 
auch  in  der  Form  schreiben 

,«»  =  0    und 

^"^  lf-0, 

aus  denen  wiederum  nach  Satz  115  die  Gleichungen  folgen 

[8*1=0     und 


die    nach    Seite  184    die   beiden    eigentlichen   Involutionen    I    und   t   als 
parabolische  Involutionen  charakterisieren. 

Um  dieses  Ergebnis  in  Worte  zu  fassen,  bemerke  man  noch,  daß  die 
Gleichungen  (9)  und  (10)  die  Gleichung 
(13)  «t  «  tl 

nach  sich  ziehen,  welche  zeigt,  daß  die  beiden  Involutionen  I  und  t  „ver- 
tauschbar^  sind. 

Wir  nennen  nämlich  zwei  FrojekHviUUen  derselben  Geraden  ^.vertausch  - 
bar**,  wenn  ihr  Folgeprodukt  bei  der  Vertauscimng  seiner  Faktaren  aud^  dem 
Vorzeichen  nach  seinen  Wert  nicht  ändert. 
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Hannonische  und  vertauschbare  Involutionen.  Beachtet  man  ferner 
noch;  daß  auch  umgekehrt  aus  der  Gleichung  (13)  und  der  nach  dem 
Satz  von  Peano  (Satz  231)  für  je  zwei  harmonische  Involutionen  I  und 
t  geltenden  Gleichung 

(14)  M  =  -  tl 
die  Gleichungen 

(10)  St=.0     und 

(9)  t§  =  0 

folgen,  aus  denen  die  Gleichungen  (12)  abgeleitet  wurden,  so  hat  man 
den  Satz: 

Satz  233:  Zwei  eigentliche  Involutionen,  die  zugleich  har- 
monisch und  vertauschbar  sind,  sind  parabolisch^). 

Setzen  wir  jetzt  zweitens  voraus,  es  sei  in  der  Gleichung  (7) 

(15)  [8t] +  0 

das  heißt,  die  beiden  Involutionen  seien  nicht  harmonisch,  so  ist  in  der 
Formel  (7)  sicher  auch 

(16)  m  +  1  +  0 

(vgl.  auch  den  Satz  von  Peano  (Satz  231)),  und  da  überdies  das  kombina- 
torische Produkt  [8  t]  zweier  Involutionen  %  und  t  eine  bloße  Zahl  ist, 
die  nach  der  Ungleichung  (15)  nicht  verschwindet,  so  nimmt  die  Glei- 
chung (7)  bei  der  Division  mit  m  +  1  di©  Form  an: 

t8  =  9, 
wo  g  eine  von  Null  verschiedene  Zahlgröße  ist.     Multipliziert  man  diese 
Gleichung  vorn  mit  t,  so  vorwandelt  sie  sich  in 

t^8»t9. 

Und  dividiert  man  noch  mit  g  und  beachtet,  daß  nach  Satz  112  auch  das 
Folgequadrat  t*  der  Involution  t  eine  Zahlgröße  ist,  so  ergibt  sich  die 
neue  Gleichung 

(17)  t-f», 

in  der  !  wieder  eine  Zahlgröße  bedeutet.  Aus  der  Gleichung  (17)  aber 
folgen  durch  Vormultiplizieren  und  Nachmultiplizieren  mit  I  die  Glei- 
chungen 

%i^W    und 

tl  -  W 
und  demnach  die  weitere  Gleichung 

(18)  tl-lt. 


1)  Die  Beziehung   zwischen   beiden   Involutionen   wird   noch  vollständiger  an- 
gegeben in  Satz  288. 
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Damit  aber  ist  bewiesen:  Wenn  zwischen  zwei  nicht  harmonischen  Invo- 
lutionen I  und  t  eine  Gleichung  von  der  Form 

It-tml 

besteht^  in  der  m  eiuen  Zahlfaktor  bedeutet,  so  ist  dieser  2^hlf)EJctor  not- 
wendig =  +  1;  tind  man  hat  also  den  Satz: 

Satz  234:  Wenn  von  zwei  nicht  harmonischen  Involutionen 
die  eine  durch  die  andere  abgesehen  von  einem  Zahlfaktor  in 
sich  übergeführt  wird,  so  ist  dieser  Zahlfaktornotwendig  »-+ 1, 
das  heißt,  die  beiden  Involutionen  sind  miteinander  vertauschbar. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  232  und  233  kann  man  daher  auch  den 
Satz  aussprechen: 

Satz  235:  Wenn  von  zwei  eigentlichen  Involutionen  die  eine 
durch  die  andere  abgesehen  von  einem  Zahlfaktor  in  sich  über- 
geführt wird,  und  nicht  beide  Involutionen  parabolisch  sind, 
so  kann  jener  Zahlfaktor   nur   entweder  =4-1  oder  =  —  1   sein. 

Will  man  den  Fall  zweier  parabolischer  Involutionen  nicht  aus- 
schließen, so  kann  man  dem  Satze  235  auch  die  Fassung  geben: 

Satz  236:  Wenn  von  zwei  eigentlichen  Involutionen  die  eine 
durch  die  andere  abgesehen  von  einem  Zahlfaktor  in  sich  über- 
geführt wird,  so  sind  dieselben  entweder  vertauschbar  oder 
harmonisch  oder  beides  zugleich;  in  letzterem  Falle  sind  die 
beiden  Involutionen  parabolisch. 

In  dem  Beweise  des  Satzes  234  ergab  sich  uns  nebenbei  für  zwei 
nicht  harmonische  vertauschbare  Involutionen  %  und  t  die  Beziehung 

(17)  t  =  t«, 

welche  zeigt,  daß  zwei  solche  Involutionen  sich  nur  um  einen  Zahlfaktor 
unterscheiden  können. 

Dieses  Ergebnis  ist  aber  noch  einer  Verallgemeinerung  fähig.  Das- 
selbe gilt  nämlich,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  für  zwei  harmo- 
niscJte  vertauschbare  Involutionen. 

Nach  Satz  233  sind  zwei  eigentliche  Involutionen,  die  zugleich  har- 
monisch und  vertauschbar  sind,  parabolische  Involutionen.  Zwei  parabo- 
lische Involutionen  S  und  t  lassen  sich  aber  nach  Satz  134  durch  Brüche 
von  der  Form  darstellen: 

a, 


(19) 


t- 


"'-«. 
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wo 

(20)  ,a-o,e.  +  o,^ 

ist.  Andererseits  läßt  sich  nach  der  Gleichung  (20)  des  13.  Abschnitts 
die  Gleichung  (3),  welche  aussagt,  daß  die  beiden  Involutionen  I  und  t 
zueinander  harmonisch  sind^  in  der  Form  schreiben: 

(21)  KJ,]  -  [0,6,]  =  0, 

unter  a^  und  o,,  \  und  h^  die  Zähler  der  gleichnamig  gedachten  Brüche 
%  und  t  verstanden.     In  dem  vorliegenden  Falle,  wo 


«i-a,     a^=.-^^^a, 


ist,  nimmt  also  die  Bedingung  der  harmonischen  Beziehung  der  beiden 
Involutionen  die  Form  an 

(22)  _(|._^)[„6]=.0; 

und  diese  Gleichung  wird  sowohl  befriedigt,  wenn 

(23)  ^=i. 

wie  wenn 

(24)  [ab]  -  0 

ist.  Diese  beiden  Gleichungen  aber  sind  durchaus  gleichbedeutend;  denn 
jede  von  ihnen  sagt  aus,  daß  die  beiden  Punkte  a  und  b  sich  vonein- 
ander nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  daß  also 

ist,  unter  !  ein  Zahlfaktor  verstanden.  Und  hieraus  folgt  dann  wegen 
(19)  mit  Rücksicht  auf  (23)  die  entsprechende  Zahlbeziehung: 

(17)  t  =  U 

zwischen  den  beiden  harmonischen  und  zugleich  vertauschbaren  Involu- 
tionen 1  und  t. 

Damit  ist  aber  ganz  allgemein  bewiesen,  daß  zwischen  zwei  ver- 
tauschbaren  Involutionen  eine  Gleichung  von  der  Form  (17)  besteht, 
mögen  nun  die  beiden  Involutionen  zugleich  harmonisch  sein  oder  nicht; 
und  da  andererseits,  wie  auf  Seite  316  bewiesen  ist,  die  Gleichung  (17) 
die  Yertauschbarkeit  der  beiden  Involutionen  %  und  t  zur  Folge  hat,  so 
gilt  der  Satz: 

Satz  237:  Zwei  Involutionen  I  und  t  sind  dann  und  nur 
dann  (ohne  Zeichenwechsel)  vertauschbar,   wenn  sie   sich   von- 


Abschnitt  28,  Gleichung  (20)  bu  (27).    Salz  287  bis  289.  319 

einander  nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden^).  Oder  anders 
ausgedrückt: 

Eine  Involution  t  führt  eine  Involution  1  dann  und  nur 
dann  auch  dem  Vorzeichen  nach  in  sich  über,  wenn  sie  sich  von 
ihr  nur  uro  einen  Zahlfaktor  unterscheidet. 

Dem  Satze  233  kann  man  alsdann  die  vollständigere  Fassung  geben: 

Satz  238:  Zwei  eigentliche  Involutionen,  die  zugleich  har- 
monisch und  vertauschbar  sind,  sind  parabolisch  und  können 
sich  überdies  nur  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  unter- 
scheiden. 

Um  femer  zu  einer  Umkehrung  dieses  Satzes  zu  gelangen,  frage  man 
nach  der  Beziehung  zwischen  zwei  paral)olischen  Involutionen  I  und  i, 
die  zueinander  harmonisch  sind.  Man  bezeichne  wieder  wie  auf  Seite  303 
die  Ableitzahlen,  mittelst  deren  die  beiden  Involutionen  #  und  t  aus  den 
drei  Grund  in  volutionen  Jj,  ^j  und  c  abgeleitet  sind,  mit  Uj,  a,,  Q,  und  bp 
62 ,  b,;  dann  lauten  die  Bedingungsgleichungen  dafür,  daß  die  Involu- 
tionen 8  und  t  parabolisch  sind,  nach  der  Gleichung  (51)  des  vorigen 
Abschnitts 

(25)  af  +  a|  =  a;    und 

(26)  Bf  +  b|  =  b|, 

und  die  Bedingung  der  harmonischen  Lage  nach  Gleichung  (50)  desselben 
Abschnitts 

(27)  Oibi-f  Ojb,  ==a,bs. 

Von  diesen  drei  Gleichungen  sagen  die  beiden  ersten  Gleichungen  aus, 
daß  die  Bildpunkte  der  beiden  Involutionen  i  und  t  auf  dem  Kegelschnitt 
der  parabolischen  Involutionen  liegen,  und  die  dritte  Gleichung  zeigt  zu- 
sammen mit  der  ersten,  daß  der  Bildpunkt  der  Involution  t  auf  der  Tan- 
gente gelegen  ist,  die  man  im  Bildpunkte  der  Involution  I  an  diesen 
Kegelschnitt  legen  kann.  Dies  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn 
die  beiden  Bildpunkte  der  Involutionen  8  und  t  in  einen  Punkt  zu- 
sammenfallen, das  heißt,  wenn  sich  die  beiden  Involutionen  I  und  t  von- 
einander nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden.  Daraus  aber  folgt  nach 
Satz  237,  daß  sie  auch  miteinander  vertauschbar  sind.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  239:  Umkehrung  I  von  Satz  238.  Zwei  parabolische 
Involutionen,  die  zugleich  zueinander  harmonisch  sind,  können 

1)  Der  Satz  gilt  offenbar  auch  für  den  Fall,  daß  eine  von  den  beiden  Involu- 
tionen  oder  auch  beide  aneigentliche  Involutionen  sind,  wa«  bei  der  FaMung  des 
Satzes  bereits  berücksichtigt  ist. 
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nur  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  verschieden  sein  und  sind 
also  auch  miteinander  vertauschbar. 

Daß  andererseits  zwei  parabolische  Involutionen,  die  sich  von  ein- 
ander nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  auch  stets  zueinander 
harmonisch  sind,  leuchtet  sofort  ein.  Denn  sind  i  und  t  zwei  solche 
parabolische  Involutionen,  so  bestehen  die  drei  Gleichungen 

(28)  [n»o, 

(29)  ttT  =  0    und 

(30)  t  =  !l, 

wo  wieder  !  einen  Zahlfaktor  bedeutet.  Es  wird  also  das  kombinatorische 
Produkt  [It],  dessen  Verschwinden  für  zwei  harmonische  Involutionen 
charakteristisch  ist, 

(31)  [«t]  =  [S.!8]  =  f[8T  =  0 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  240:  Umkehrung  II  von  Satz  238:  Zwei  parabolische 
Involutionen,  die  sich  voneinander  nur  um  einen  Zahlfaktor 
unterscheiden,  sind  zueinander  harmonisch. 

Da  femer  nach  Satz  239  für  zwei  parabolische  und  zugleich  harmo- 
nische Involutionen  8  und  t  neben  der  Gleichung  (4)  (vgl.  den  Satz  von 
Peano  (Satz  231))  zugleich  die  Gleichung  (13)  der  Vertauschbarkeit  be- 
steht, so  folgen  für  sie  wie  auf  Seite  316  die  Gleichungen: 

r8t  =  0     und 

<las  heißt,  man  erhält  den  Satz: 

Satz  241:  Die  Folgeprodukte  zweier  harmonischen  para- 
bolischen Involutionen  verschwinden. 

Und  von  diesem  Satz  gilt  auch  die  Umkehrung: 

Satz  242:  Umkehrung  von  Satz  241:  Verschwindet  ein  Folge- 
produkt zweier  eigentlichen  Involutionen,  so  sind  dieselben 
erstens  parabolisch  und  zweitens  zueinander  harmonisch, 
können  sich  also  i^nach  Satz  239)  überdies  voneinander  nur  um 
einen  Zahlfaktor  unterscheiden. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  schon  oben  im  Beweise  des  Satzes 
233  (vgl.  Seite  315)  gelegentlich   bewiesen,    indem    dort   bereits  ans  der 
Gleichung 
(10)  lt-0    die  Gleichungen 

r  I'  -  0  f  ni  -  0 


AbschniU  2d,  Qleichang  (28)  bii  (36).    Sati  U9  bii  24S.  321 

gefolgert  wurden.  Da  aber  nach  der  Voraussetzung  die  InTolutionen  I 
und  i  eigenüiche  Abbildungen  sind,  so  sind  sie  notwendig  parabolkche 
Involutionen, 

Den  zweiten  Teil  des  Satzes  kann  man  leicht  aus  der  Oleichung 

(2)  -  2[lt]  -  It  +  tl 

ableiten,  die  sich  wegen  (10)  reduziert  auf 

(33)  -  2[lt]  -  i%. 

Multipliziert  man  aber  diese  Gleichung  folgemaßig  mit  I,  so  Yerwandelt 
sie  sich  in 

-  2[lt]l  -  tl« 
oder  wegen  (11)  in 

-  2[lt]l  =  0. 

Aus  dieser  aber  folgt,  da  I  eine  eigentliche  Involution  sein  soll,  daß 

(34)  [Jt]  -  0 

sein  muß,  daß  also  die  Involutionen  I  und  t  auch  zueinander  harmo- 
nisch sind. 

Man  kann  schließlich  noch  die  beiden  Sätze  241  und  242  mit  Bück- 
sicht auf  Satz  240  zu  dem  einen  Satze  zusammenfassen: 

Satz  243:  Ein  Folgeprodukt  zweier  eigentlichen  Involutionen 
verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  dieselben  parabolisch 
sind  und  sich  überdies  voneinander  nur  um  einen  Zahlfaktor 
unterscheiden. 

Vertauschbare  Projektivitäten.  Es  möge  jetzt  weiter  die  Bedingung 
für  die  Vertauschbarkeit  zweier  beliebigen  Projektivitäten  ||  und  ^  auf- 
gesucht werden,  also  die  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden  Projektivitäten 
p  und  q  der  Gleichung 

(35)  M  -  M 
Genüge  leisten. 

Wir  stellen  dazu  die  beiden  Projektivitäten  als  Summe  einer  reellen 
Zahlgröße  und  einer  Involution  dar,  setzen  somit 


(36)  (J 


p-a  +  t 


wo  a  und  6  zwei  reelle  Zahlgrößen,  I  und  t  zwei  Involutionen  sind« 
Dann  verwandelt  sich  die  Bedingungsgleichung  (35)  der  VertauschbÄT- 
keit  in 

(o  +  l)(&  +  t)-(b-f  t)(a  +  l) 

6raftm»nii,  ProjektiTe  0«ometrie  d.  SbeiM.    L  Sl 
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oder,  wenn  man  aasmultipliziert,  in 

ab  +  b»  -f-  at  +  Ät  =  ab  -f-  at  -h  b§  -h  tl 
oder  in 

(37)  «t  =  ll. 

Aus  dieser  Gleichung  aber  folgt  nach  Satz  237,  daß  zwischen  den  beiden 
Involutionen  0  und  t  die  Beziehung  herrscht: 

(38)  t-ml, 
und  es  wird  daher 

^  =  a  +  jf 


'^-b  +  ml, 

das  heißt  nach  Satz  188,  die  Doppelpunktsinvolutionen  der  beiden  Pro- 
jektivitäten p  und  q  stimmen  miteinander  bis  auf  einen  Zahlfaktor  über- 
ein. Da  aber  die  Doppelpunktsinvolution  einer  Projektivität  ihrer  Er- 
klärung zufolge  (vgl.  Seite  263)  überhaupt  nur  bis  auf  einen  Zahlfaktor 
bestimmt  ist,  so  kann  man  auch  sagen:  die  Doppelpunktsinvolutionen  der 
beiden  Projektivitäten  p  und  q  sind  miteinander  identisch.  Man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  244:  Zweiter  Satz  von  Stephanos:  Zwei  Projektivitäten 
in  einer  Geraden  sind  dann  und  nur  dann  vertauschbar,  wenn 
ihre  Doppelpunktsinvolutionen    miteinander    übereinstimmen*). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  220  und  221  kann  man  noch  hinzu- 
fügen: 

Bei  der  Stephanos  sehen  Veranschaulichung  der  Projektivitäten  einer 
Geraden  liegen  die  Bilder  zweier  vertauschbaren  Projektivitäten  auf  einem 
Durchmösser  des  Stephanos  sehen  Hyperboloids,  und  umgekehrt  sind  je 
zwei  Projektivitäten  in  der  Geraden  vertauschbar,  sobald  ihre  St^phanos- 
schen  Bilder  auf  einem  Durchmesser  des  Hyperboloids  liegen. 

Die  Resultante  zweier  harmonischen  Involutionen,  Wendet  man  den 
Satz  197  über  zwei  harmonische  Projektivitäten  speziell  auf  zwei  har- 
monische Involutionen  9  und  t  an,  von  denen  wenigstens  eine,  etwa  die 
Involution  ft,  umkehrbar  ist,  so  daß  also  die  Ungleichung  besteht 

(40)  [»']  +  0, 

ans  der  mit  Rücksicht  auf  Satz  115  noch  folgt,  daß  auch 

(41)  •«  +  0 

ist^   so   erhält    man   zwischen    den    beiden   Abbildungen  9  und  t  die  Be- 


1)  Vgl.  Stephanos,  Math.  Ann.  Bd.  22.    (1888)  Nr.  88  (S.  880). 


Abschnitt  83,  Gleichung  (87)  big  (48).    SaU  944  and  245.  $28 

Ziehung 

(42)  t  -  M, 

in  der     auch  li  eine  Inyolotion  bedeutet.    Aus  dieser  Gleichung  aber  folgt, 
wenn  man  sie  vom  mit  #  multipliziert, 

oder  wenn  man 

(43)  I*  -  f 

setzt,  wo  wegen  (41)  I  von  Null  verschieden  ist, 

(44)  «t-f». 

Bezeichnet  man  endlich  noch  das  !  fache  der  Involution  H,  welches  ebenso 
wie  ti  selbst  eine  Involution  darstellt,  mit  it,  setzt  also 

(45)  tu  -  u, 

wo  dann  eben  it  wieder   eine  Involution  ist,   so  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung (44)  in 

(46)  «t  =  ii. 

Da  aber   nach    der  Voraussetzung   die   Involutionen  I    und  t   harmonisch 
sind,  so  kann  man  nach  dem  Satz  von  Peano   (Satz  231)  die  Gleichung 

(46)  auch  durch  die  Gleichung  ersetzen 

(47)  t«  =  -  u, 

in  der  die  rechte  Seite  —  u  wieder  als  Involution  aufgefaßt  werden  kann. 

Damit  haben  wir  vorläufig  das  Ergebnis  gefunden:  Die  Folge  zweier 
harmonischen  Involutionen,  von  denen  wenigstens  eine  umkehrbar  ist,  ist 
selbst  eine  Involution. 

Es  läßt  sich  aber  noch  die  Beschränkung  dieses  Satzes  beseitigen. 
Nach  Satz  241  ist  nämlich  die  Folge  zweier  harmonischen  parabolischen 
Involutionen  die  Zahlgröße  0  oder,  was  dasselbe  ist,  die  nneigentliche 
Involution;  und  dasselbe  gilt  von  der  Folge  zweier  uneigentlichen  Invo- 
lutionen, oder  einer  parabolischen  und  der  uneigentlichen  Involution,  die 
ja  sicher  auch  zueinander  harmonisch  sind.  Schließt  man  daher  die  un- 
eigentliche Involution  mit  ein,  so  hat  man  ganz  allgemein  den  Satz: 

Satz  245:  Die  Resultante  (Folge)  zweier  harmonischen  In- 
volutionen ist  selbst  eine  Involution. 

Setzt  man  schließlich  noch 

(48)  l^-f    und  t*-I, 

so  ergeben    sich    ans    den    beiden  Gleichungen  (46)  und  (47)  durch  Vor- 
multiplizieren und  Nachmultiplizieren  mit  I  und  t  die  Gleichungen 

ft  =  Hi,  U-ut     und 

ft  =  ~«l,         If^ tu, 
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aus  denen  folgt,  daß  drittens 

(49)  «u  =  -  tt»  und  üi iü 

ist.  Nach  dem  Satze  von  Peano  (Satz  231)  sind  also  die  beiden  har- 
monischen Involutionen  I  und  t  auch    zu  ihrer  Resultante  it  harmonisch. 

Damit  ist  zunächst  wieder  für  den  Fall,  daß  von  den  beiden  harmo- 
nischen Involutionen  wenigstens  eine  umkehrbar  ist,  bewiesen,  daß  ihre 
Folge  eine  zu  den  beiden  Involutionen  harmonische  Involution  ist.  Das- 
selbe gilt  aber  offenbar  auch  für  den  Fall,  wo  jene  Bedingung  nicht  erfüllt 
ist;  denn  sind  die  beiden  harmonischen  Involutionen  parabolisch,  so  ver- 
schwindet ihr  Folgeprodukt  nach  Satz  241,  und  ebenso  verschwindet  auch 
die  Folge  zweier  uneigentlichen  Involutionen  oder  die  Folge  einer  para- 
bolischen und  der  uneigentlichen  Involution.  Es  ist  also  überhaupt  die 
Folge  je  zweier  entartenden  harmonischen  Involutionen  die  Zahlgröße  0 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  uneigentliche  Involution;  und 
diese  ist  überhaupt  zu  jeder  Projektivität,  also  auch  zu  den  beiden  kom- 
ponierenden Involutionen  harmonisch.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  246:  Die  Resultante  (Folge)  zweier  harmonischen  In- 
volutionen ist  selbst  zu  ihren  Komponenten  harmonisch. 

Nunmehr  kann  man  auch  die  ümkehrung  des  Satzes  245  beweisen, 
welche  lautet: 

Satz  247:  Umkehrung  zu  Satz  245:  Ist  die  Folge  zweier  In- 
volutionen wieder  eine  Involution,  so  sind  die  beiden  Involu- 
tionen zueinander  harmonisch. 

Beweis:  Es  seien  also  ^jif  n  drei  Involutionen,  zwischen  denen  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(46)  8t  =  tt 

besteht.     Alsdann  folgt  durch  Vormultiplizieren  mit  I  die  Gleichung 

§^t  =  «tt. 

Ist  also  I'  vpn  Null  verschieden,  etwa  wieder 

(50)  8*-»!  +  0, 

wo  !  eine  Zahlgröße  ist,  so  verwandelt  sich  die  soeben  gefundene  Beziehung 
zwischen  0,  t  und  u  in 

ti  ==  0tt     oder  in 

(61)  t  -  »  ?  . 
Setzt  man  daher  noch 

(62)  {  -  ., 

WO  H    wieder   eine  Involution    ist,   so    erhält   man   zwischen  I  und  t  die 
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Gleichung: 

(53)  t-M, 

welche  nach  Satz  198  zeigt,  daß  die  Invoiationen  I  und  t  zueinander 
harmonisch  sind. 

Damit  ist  unser  Satz  für  den  Fall  bewiesen,  daß  die  erste  Ton  den 
beiden  Involutionen,  um  deren  Folgeprodukt  es  sich  handelt,  umkehrbar 
ist.  Aber  der  Satz  gilt  offenbar  auch  in  dem  Falle,  wo  dies  nicht  zutrifft. 
Sind  nämlich  die  beiden  Involutionen  I  und  t  parabolisch,  und  soll  zu- 
gleich ihr  Folgeprodukt  involutorisch  sein,  so  müssen  die  beiden  Invo- 
lutionen, wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  ihren  Doppelpunkt  miteinander 
gemein  haben,  sie  können  sich  also  nach  Satz  137  nur  um  einen  Zahl- 
faktor voneinander  unterscheiden. 

In  der  Tat  ist  das  Folgeprodukt  zweier  parabolischen  Involutionen, 
deren  Doppelpunkte  räumlich  voneinander  verschieden  sind,  notwendig 
eine  nicht  invciuhrische  Projektivität.     Denn  sind 

(54)  -H 

(55)  t-l^ 

zwei  parabolische  Involutionen  mit  räumlich  verschiedenen  Doppelpunkten 
o  und  h,  so  forme  man  den  Bruch  für  die  Involution  t  in  der  Weise  um, 
daß  seine  Nenner  diese  Doppelpunkte  a  und  b  werden.     Es  sei 

(56)  a  -  gc  4-  ^&, 
wo 

(57)  ö  +  0 

sein  muß,  weil  sonst  gegen  die  Voraussetzung  a  nicht  räumlich  ver- 
schieden von  h  wäre.  Durch  diese  Umformung  erhält  man  für  t  die 
Darstellung 

Für  das  Folgeprodukt  #t  findet  man  daher  den  Wert 
(59)  ,t_«-_^l?^»      «»^lJ». 

Dieser  Bruch  aher  ist,  da  g  +  0  ist,  der  Ausdruck  einer  einfach  entartenden 
nicht  involutorischen  Projektivität. 

Sobald  also  das  Folgeprodukt  zweier  parabolischen  Involutionen  wieder 
eine  Involution  ist,  können  sich  diese  beiden  parabolischen  Involutionen 
nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden  und  sind  somit  nach  Satz  240  lu- 
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einander  harmonisch.  (Überdies  ist  dann  nach  Satz  241  jedes  von  ihren 
beiden  Folgeprodukten  gleich  Null,  das  heißt  die  uneigentliche  Involution.) 

Endlich  gilt  der  Satz  247  offenbar  auch  für  den  Fall,  wo  eine  von 
den  beiden  komponierenden  Involutionen  oder  auch  beide  uneigentliche 
Involutionen  sind.     Er  gilt  also  überhaupt  allgemein. 

Man  kann  schließlich  die  beiden  Sätze  245  und  247  in  dem  einen 
Satze  zusammenfassen: 

Satz  248:  Zweiter  Satz  von  H.  Wiener*):  Die  Folge  zweier 
Involutionen  ist  dann  und  nur  dann  selbst  eine  Involution, 
wenn  jene  beiden  Involutionen  zueinander  harmonisch  sind. 

Die  Systeme  dreier  umhehrharen  zueinander  harmonischen  Involutionen. 
Sind  zwei  Involutionen  Ü  und  t  zueinander  harmonisch  und  zugleich  beide 
umkehrbar,  so  ist  nach  Satz  245  ihre  Folge 

(60)  lt  =  u, 

wo  u  ebenfalls  eine  Involution  bedeutet,  und  außerdem  ist  nach  Satz  197 
auch  diese  Involution  umkehrbar-).  Bezeichnet  man  daher  die  drei  Folge- 
quadrate der  drei  Involutionen  S,t,  tt  mit  !,  I,  m,  setzt  also 

(61)  l«  =  f,     t'  =  I,     u»  =  m, 

80  sind  f,  I,  m  drei  von  Null  verschiedene  Zahlgrößen.  Femer  ist  nach 
Satz  246  die  Involution  u  sowohl  zu  %  wie  zu  t  harmonisch,  das  heißt, 
es  sind  alle  drei  Involutionen  zueinander  harmonisch. 

Multipliziert  man  jetzt  die  Gleichung  (60)  hinten  mit  u  unter  Be- 
rücksichtigung   der   dritten  Gleichung  (61),    so  erhält  man  die  Gleichung 

Ittt  =  m, 

aus  der  nach  dem  ersten  Satze  von  H.  Wiener  (Satz  89)  durch  zyklische 
Yertauschung  noch  zwei  weitere  Gleichungen  folgen,  so  daß  sich  das 
Gleichungssystem  ergibt: 

[Itu  =  m, 

(62)  tud  =  m, 

nii  ==  m. 

Bildet  man  femer  von  den  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (62)  die  rezi- 
proken Werte  und  wendet  linker  Hand  den  ersten  Satz  von  St^phanos 

1)  H.  Wiener  verwendet  in  seiner  bereits  oben  auf  S.  277  sitierien  Habilitations- 
schrift vom  Jahre  1885,  Seite  29,  Nr.  66,  die  in  dem  S&tse  248  angegebene  Bedingung 
für  die  harmonische  Beziehung  zweier  Involutionen  sur  Definition  harmonischer 
Involutionen. 

2)  Vgl.  zum  folgenden  H.  Wiener,  Dber  geometrische  Analysen,  Berichte  der 
math.-phys.  Klasse   der  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.    Juli  1890.    Nr.  48. 


AbMhiiiU  tS,  Gleichung  (60)  bu  (M).   SOi  t48. 
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(Satz  88)  an,  so  verwandeln  sich  die  Gleichongen  (62)  in 

111       1 
«  1  •  ""m' 

(63) 

111        1 
•  1  t  ""m' 

—--"-"-- '^ 

1111 

oder  wenn  man  beachtet,  daß  wegen  (61) 

ist,  in 

1        t        1        • 

(65) 

«iit  =  fi 

ttt»  =  !f. 

Multipliziert  man  andererseits  die  Gleichungen  (62)  der  Reihe  nach  ?om 
mit  I,  t;  11,  so  erhält  man  wegen  (61): 

fttt- ml 

(ttl=-int 
mit  —  m«, 
oder  wenn  man  mit  den  Zahlfaktoren  der  linken  Seite  dividiert, 


tu  =  fl 

(66) 

«1  =  ^ 

«t-n. 

Ebenso    erhält   man  aus  den  Gleichungen  (65),  wenn  man  sie  der  Reihe 

nach  hinten  mit  1,  t,  u  multipliziert, 

iiit  =  f(l 

ml  =  fit 

tim  =  flu      oder 

iit  =  U 

(67) 

tu-U 

Durch  Vergleichung  irgend  zweier  entsprechenden  von  den  Gleichungen  (66) 
und  (67)  aber  findet  man  bei  Berücksichtigung  des  Satzes  von  Peano 
(Satz  231),  nach  welchem  zum  Beispiel 

ii tl 

ist,  zwischen  den  drei  Zahlgrößen  t,i,Tn  die  Beziehung 

;68)  n_-m. 
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Nun  führt  man  keine  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
ein,  wenn  man  den  absoluten  Wert  der  beiden  von  Null  verschiedenen 
Zahlgrößen  {  und  (  gleich  1  annimmt,  woraus  dann  wegen  (68)  folgt, 
daß  auch  der  absolute  Wert  von  m  gleich  1  wird,  so  daß  also 

(69)  |t|  =  |I|  =  |ml-l 
ist.     Setzt  man  daher  etwa  voraus,  es  sei 

(70)  «-  +  1,    t  =  +  l, 
so  wird  wegen  (68) 

(71)  m-=-l. 

Und  nicht  wesentlich  verschieden  von  diesem  Falle  sind  die  beiden 
Fälle,  wo 

(«:-|-l,     I^ 1,     also     m=-4-l, 

und  wo 

f  =  -l,     I  =  +  l,    also     m  =  +  l 

ist.  Denn  in  allen  drei  Fällen  sind  von  den  drei  zueinander  harmoni- 
schen Involutionen  I,  t,  u  zwei  Involutionen  hyperbolisch  (entsprechend 
dem  Folgequadrat  -f  1)  ^nd  die  dritte  elliptisch  (entsprechend  dem  Folge- 
quadrat --  1). 

Der  an  sich  mit  der  Gleichung  (68)  noch  verträgliche  vierte  Fall 
dagegen,  wo 

!  =  —  1 ,     l  =  —  1     und  somit  auch     m  =  —  1 

ist,  wo  also  aUe  drei  Involutionen  elliptisch  sind,  ist  durch  den  Satz  224 
ausgeschlossen,  nach  welchem  von  zwei  zueinander  harmonischen  Invo- 
lutionen höchstens  eine  elliptisch  sein  kann. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  249:  Von  drei  umkehrbaren  und  zueinander  harmoni- 
schen Involutionen  sind  stets  zwei  Involutionen  hyperbolisch, 
während  die  dritte  elliptisch  ist. 

Legt  man  speziell  den  drei  Zahlgrößen  (,  I,  m  die  Werte  (70)  und 
(71)  bei,  setzt  also  die  Involutionen  »  und  t  als  hyperbolisch  und  tt  als 
elliptisch  voraus,  so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (61),  (66)  und 
(67)  in 

(72) 

Um  die  Übersicht  über  diese  neun  Formeln  zu  erleichtem,  kann  man  die 
Werte  der  neun  Folgeprodukte  in  einer  Multiplikationstafel  zusammen- 
stellen, nämlich  in  der  Tafel: 


#«-1 

ttt--l 

ttt-l 

t«  =  l 

(73) 

tt«--t 

und  (74) 

Itt-t 

tt«--l 

lt  =  « 

tl--il 

Abschnitt  28,  Gleichungen  (69)  bis  Tftfel  (76).    Sats  949  und  S60. 
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1 

t 

« 

1 

1 

K 

1 

1 

—  « 

1 

-• 

u 

~t 

1 

-1 

(75) 


In  ihr  ist  das  Symbol  derjenigen  Involution,  die  den  ersten  Faktor  det  in 
Frage  stehenden  Folgeproduktes  bildet,  in  der  durdi  den  starken  Vertikal' 
strich  abgetrennten  Spalte  angegeben,  und  es  soll  einem  jeden  hier  ver- 
zeichneten Buchstaben  die  ganze  durch  ihn  bestimmte  Zeile  entsprechen. 
Dagegen  findet  sich  das  Symbol  der  Involution,  die  den  zweiten  Faktor 
jenes  Folgeproduktes  darstellt,  in  der  durch  den  starken  Horizontalstrich 
abgetrennten  Zeile,  wobei  wieder  jedem  hier  verzeichneten  Buchstaben  die 
ganze  durch  ihn  bestimmte  Spalte  zugehören  soll.  Der  Wert  eines  jeden 
der  neun  Folgeprodukte  endlich,  die  sich  aus  je  zweien  der  drei  harmo- 
nischen Involutionen  i,i,u  bilden  lassen,  ist  immer  an  der  Stelle  ein- 
getragen, an  der  sich  die  Zeile,  die  dem  ersten  Faktor  des  Produktes  zu- 
gehört, mit  der  Spalte  kreuzt,  die  dem  zweiten  Faktor  entspricht. 

Bei  dem  Wortausdruck  dieses  Ergebnisses  kann  man  noch  berQck- 
sichtigen,  daß  die  Voraussetzung,  der  absolute  Wert  der  drei  Folgequadrate 
von  §,t,tt  solle  gleich  1  sein,  bereits  die  ümkehrbarkeit  der  drei  Invo- 
lutionen zur  Folge  hat;  denn  das  Folgequadrat  einer  nicht  umkehrbaren, 
das  heißt  parabolischen  oder  uneigentlichen,  Involution  verschwindet  nach 
Satz  115  ebenso  wie  ihr  koinbinatorisdics  Quadrat. 

Man  kann  daher  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem  Satze  dar- 
stellen : 

Satz  250:  Besitzen  die  Folgeqnadrate  der  drei  zueinander 
harmonischen  Involutionen  0,  t,  u  den  absoluten  Wert  1,  und 
sind  überdies  die  beiden  ersten  von  diesen  drei  Involutionen 
hyperbolisch,  woraus  folgt,  daß  dann  die  dritte  elliptisch  ist, 
so  gelten  für  die  neun  zweifaktorigen  Folgeprodukte  dieser 
drei  Involutionen  die  neun  Formeln  (72),  (73)  und  (74),  die  man 
auch  in  der  Multiplikationstafel  (75)  zusammenfassen  kann. 

Dieser  Satz  läßt  sich  insbesondere  auch  auf  die  drei  oben  auf 
Seite  292  ff.  benutzten  Grundinvolutionen  dj,  d,,  e  anwenden;  denn  diese 
erfüllen  die  beiden  in  dem  Satze  an  die  Involutionen  I,  t,  II  gestellten 
Bedingungen.  Erstens  nämlich  sind  sie  nach  Satz  214  alle  drei  zuein- 
ander harmonisch,  und  zweitens  besitzen  ihre  Folgequadrate,  die  ja  nach 
Satz  115  ihren  kombinatorischen  Quadraten  entgegengesetzt  gleich  sind, 
den  absoluten  Wert  1.  In  der  Tat  wird  wegen  der  Gleichungen  (15)  des 
vorigen  Abschnitts 
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(77) 


(76)  ü;  =  1 

Folglich  gelten  nach  Satz  250  auch  die  Formeln  (73)  und  (74)  für  diese 
drei  Grundin volutionen  ^li^^s^f^  das  heißt,  es  wird 

eli,  =  -li,         und         (78)  hl,e  =  i|, 

was  man  übrigens  durch  direkte  Multiplikation  der  Bruchdarstellungen 
in  den  Gleichungen  (11)  bis  (13)  des  vorigen  Abschnitts  leicht  bestätigen 
kann.  Man  erhält  also  für  die  neun  Folgeprodukte  der  drei  Grund- 
involutionen ^i,^2,t  genau  entsprechend  der  Tafel  (75)  die  Multiplikations- 
tafeP): 


(79) 


Einreihung  der  Projektiv ität^n  einer  Geraden  unter  die  Systeme  höherer 
komplexer  Größen.  Das  Multiplikationsschema  der  drei  Grundinvolutionen 
läßt  sich  nun  aber  ohne  Schwierigkeit  zu  einer  Tafel  für  die  16  zwei- 
faktorigen  Folgeprodukte  der  vier  Grundabbildungen  l^^i^^s^t  aller 
Projektivitäten    in    der  Geraden    (vgl.   Satz  214)    erweitern.     Da    nämlich 

(80)  ll|,  =  ^,l-i, 

it  =  ti  =.t, 

80  gilt  fOr   die  vier  Grundabbildungen  1,^,,^,,  t  die  Multiplikationstafel 


1. 

h 

1      c 

*. 

1 

t 

4. 

4. 

—  e 

1 

-1. 

t 

-*, 

1. 

-1 

1 

<). 

4. 

t 

1 

1 

d. 

k 

t 

c 

«1 

1 

e 

1. 

- 1 

1 

-1, 

t 

-1. 

^^ 

-1 

(81) 


Diese  Multiplikationstafel  gestattet  es,  die  Projektivitäten  einer  Ge- 
raden unter  die  Systeme  von  höheren  komplexen  Größen  einzuordnen. 
Man   sagt   nUmlich    von   einem    System    von   Abbildungen,   es   bilde    ein 

1)  Vgl.  hieran  Peano,  Calcolo  geometrico  seoondo  T  Ansdehnongtlehre  di  H.  GraB* 
mann.    Torino  1888.     Seite  168.    Nr.  14. 


Abeolmiit  U,  Gleichungen  (76)  bU  lafel  (81).  831 

System  von  höheren  komplexen  Großen,  wenn  es   den  folgenden  rier  Be- 
dingungen Genüge  leistet*): 

Erstens  müssen  alle  Abbildungen  des  Systems  aas  einer  endlichen 
Anzahl  Abbildungen  des  Systems,  die  man  als  ^Einheiten**  bezeichnet, 
mittelst  reeller  oder  komplexer  Zahlen  linear  ableitbar  sein,  während 
zwischen  diesen  Einheiten  keine  lineare  Beziehung  herrscht 

Zweitens  müssen  sie  eine  Gruppe  bildexL 

Drittens  müssen  ihre  Folgeprodukte  distributiv  und  assoziativ  sein. 
Viertens  muß  unter  ihnen  die  Zuhleinheit  enthalten  sein. 

Diese  vier  Bedingungen  sind  aber  für  die  Projekt ivitäten  einer  Ge- 
raden erfüllt,  vorausgCvsetzt,  daß  man  die  vier  Grrundprojektivitäten  ab 
Einheiten  in  obigem  Sinne  auffaßt. 

In  der  Tat  lassen  sich  ja  nach  Satz  214  alle  Projektivitäten  in  der 
Geraden  aus  den  vier  Grundprojektivitäten  linear  ableiten,  und  zwar  sogar 
mittelst  reeller  Zahlgrößen;  außerdem  sind  nach  demselben  Satze  diese 
vier  Grundprojektivitäten  linear  unabhängig  voneinander. 

Zweitens  bilden  sie  nach  Satz  83  eine  Gruppe. 

Drittens  sind  nach  Satz  84  die  Folgeprodukte  der  betrachteten  Pro- 
jektivitäten distributiv  und  nach  Satz  85  auch  assoziativ,    und 

viertens  ist  imter  ihnen,  (ja  sogar  schon  unter  den  „Einheiten^,)  die 
Zahleinheit  enthalten. 

Die  Projektivitäten  in  einer  Geraden  können  daher  wirklich  als  ein 
System  von  höheren  komplexen  Größen  bezeichnet  werden. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  eines  Systems  von  höheren  komplexen 
Orößen  mit  einer  gegebenen  Anzahl  (n)  von  Einheiten  ist  es  dann 
noch  erforderlich,  im  Einklang  mit  den  obigen  vier  Forderungen  die 
Werte  vorzuschreiben,  welche  die  w*  zweifaktorigen  Folgeprodukte  der  n 
Einheiten  besitzen  sollen. 

E.  Study  hat  für  den  Fall  von  zwei,  drei,   vier  Einheiten  sämtliche 

1)  Vgl.  die  Arbeiten  von  E.  Study:  1.  Über  Systeme  von  complezen  Zahlen. 
Oöttinger  Nachrichten.  März  1889.  Seite  238  flF.  2.  Complexe  Zahlen  und  Trans- 
fonnatioDsgruppen.  Berichte  der  math.-phyä.  Klasse  der  Sachs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Mai  1889.  Seite  186  ff.  8.  Theorie  der  gemeinen  und  höheren  com- 
plexen  Größen.  EncyklopÄdie  der  mathematischen  Wissenschaften  1, 1  (1899).  Seite  160 ff. 
Ferner  die  Arbeiten  von  G.  Seh ef fers:  1.  Über  die  13erechnung  von  Zahlensystemen. 
Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  S&chs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Deoember 
1889.  Seite  400  ff.  2)  Zurückfuhrung  complexer  Zahlensysteme  auf  typische  Formen. 
Math.  Ann.  Bd.  39.  (1891).  Seite  29öff.  Endlich  die  Arbeit  von  F.  Uausdorff:  Zur 
Theorie  der  Systeme  complexer  Zahlen.  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  SAcbs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften.    Mai  1900.     Seite  43  ff. 
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jenen  vier  Forderungen  entsprechende  Systeme  komplexer  Größen  er- 
mittelt und  für  sie  die  Multiplikationstafeln  zusammengestellt.  Unter 
seinen  Systemen  mit  vier  Einheiten  muß  daher  auch  das  System  aller 
Projektivitäten  einer  Geraden  enthalten  sein;  und  in  der  Tat  stimmt  die 
Multiplikationstafel  (81)  genau  mit  der  Tafel  überein,  die  er  in  der  Ency- 
klopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  I,  1,  Seite  167  unter  der 
Nummer  VIb  aufführt^). 

Natürlich  wird  die  Multiplikationstafel  eines  Systems  höherer  kom- 
plexer Größen  ein  sehr  verschiedenes  Aussehen  erhalten  je  nach  der  Wahl 
der  Einheiten.  Führt  man  zum  Beispiel  für  die  Projektivitäten  in  der 
Geraden  als  Einheiten  statt  der  vier  zueinander  harmonischen  Grundprojek- 
tivitäten  1,  ^j,  ^g,  c  die  vier  auf  Seite  288  f.  definierten  Brucheinheiten 
Cji,  c,2,  Cj,,  €22  ein,  so  lautet  die  zugehörige  Multiplikationstafel: 


(82) 


von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  durch  Ausrechnimg  der  betreffenden 
Produkte  unter  Benutzung  der  Formeln  (16)  des  vorigen  Abschnitts  und 
der  Multiplikationstafel  (81)  überzeugen  kann. 

Die  beiden  Multiplikationstafeln  (81)  und  (82)  haben  nun  die  be- 
sondere Eigenschaft,  daß  die  Folgeprodukte  von  je  zweien  der  Einheiten 
stets  abgesehen  von  einem  reellen  Zahlfaktor  wieder  mit  einer  Einheit 
des  Systems  übereinstimmen,  während  aus  den  obigen  Bedingungen  1 
und  2  für  die  Systeme  von  höheren  komplexen  Größen  nur  folgen  würde, 
daß  diese  Produkte  wieder  lineare  Funktionen  der  Einheiten  sein  müssen, 
wobei  als  Ableitzahlen  auch  (/etvöhnliche  komplexe  Größen  zuzulassen  wären. 
Sind  dagegen  diese  Ableitzahlen  wie  in  den  Tafeln  (81)  und  (82)  reell, 
so  sagt  man^),  das  zugehörige  System  höherer  komplexer  Größen  habe 
eine  reelle  Gestalt,  und  es  wird  in  diesem  Falle  ein  besonderes  Inter- 
esse haben,  aus  jenem  System  dasjenige  System  höherer  komplexer  Größen 
auszuscheiden,  hei  dein  nudi  sämtlidie  Größen  des  Systems  aus  den  Ein- 
heiten mittelst  reeller  Ahleüzahlen  gewonnen  werden.  Ein  solches  System 
ist  zum  Beispiel  die  oben  betrachtete  Gruppe  aller  Projektivitäten  in  der 
Geraden,    da  nach    Satz   214   alle   Abbildungen   dieser   Gruppe   aua    den 
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1)  Vgl.    anch   S  tu  dys   oben   genannte  Abhandlung   aus   den  Göttinger  Nach- 
richten (1889)  Seite  261.     Multiplikationstafel  XTIb. 

2)  Vgl.  die  auf  der  vorigen  Seite  zitierten  Arbeiten  von  Study. 


Abschnitt  28,  Tafel  (89)  bis  Gleichung  (86). 
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vier  Grundprojektivitaten   durch  Anwendung  reeller  Ableitzahlen  herror- 
gehen. 

Von  den  sonstigen  Systemen  höherer  komplexer  Größen  mit  4  Ein- 
heiten ist  das  bekannteste  das  System  der  Hamiltonschen  Quatemionen. 
Bezeichnet  mau  die  Einheiten  dieses  Systems  wie  fiblich  mit  1,  i,  {,  f, 
HO  lautet  seine  MultiplikationstafeU) : 


(83) 


Dieselbe  zeigt  zunächst,  daß  das  System  der  Quatemionen  ebenfalls 
eine  reelle  Gestalt  hat.  Außerdem  aber  haben  die  Tafek  (83)  und  (81) 
miteinander  noch  die  Eigenschaft  gemein,  daß  die  Faktoren  der  Folge- 
produkte aus  je  zweien  von  ihren  drei  letzten  Einheiten  nur  mit  2^ichen- 
wechsel  vertauschbar  sind,  und  in  der  Tat  steht  die  Gruppe  der  Projek- 
tivitäten  in  der  Geraden  mit  dem  System  der  Quatemionen  in  einem 
engen  Zusammenhang.  Ja,  jene  Projektivitäten  lassen  sich  sogar,  dUer- 
dings  mit  Hülfe  imaginärer  Ahleitzahleny  direkt  als  Vielfachensummen  der 
Quatemioneneinheiten  darstellen.  Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht,  daß 
zwischen  den  vier  Grundprojektivitaten  1,  ^j,  ^,,  e  und  den  vier  Quater- 
nioneneinheiten  1,  i,  j,  f  die  Beziehungen  herrschen: 

(84)  1  =  1,  i.=i/^ii,  i,-/^n:j,  f=-i; 

denn  vermöge  der  Substitutionen  (84)  verwandelt  sich  die  Multiplikations- 
tafel (81)  direkt  in  die  Tafel  (83).  Man  kann  daher  die  Projektivitäten  |i 
in  der  Geraden,  die  sich  nach  Satz  214  als  Vielfachensummen  von  der  Form 

(^5)  ^  =  a  +  Ol  I,  +  0,  ^s  4-  Os  c 

ausdiücken  lassen,  wemi  auch  unter  Benutzung  imaginärer  Ableitzahlen,  wirk- 
lich auch  als  Vielfachensummen  der  Quatemioneneinheiten,  also  gewisser- 
maßen als  komplexe  Quatemionen,  darstellen,  nämlich  unter  der  Form: 

(86)  ^  =  0  -f  Qjl/^'l  i  -f  o^V  -  1  i  -  o,f. 

Aus   diesem  Grande  sagt  Study,  die  Gmppe  der  Projektivitäten  in  der 


1)  Vgl.  zum  Beispiel  J.  B.  Shaw,  Synopsis  of  linear  associative  algebn.  Wa- 
shington 1907.  Seite  80.  Femer  8.  Lie,  Vorlesungen  über  continuierliche  Gruppen, 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  G.  Scheffers.  Leipzig  1898.  Seite  656,  und  E. 
Study,  Die  Hauptsätze  der  Quatemionentheorie.  Mittheilungen  des  naturwissenschaft- 
lichen Vereins  für  Neuvorpommem  und  Rügen.  31.  Jahrg.  1899.  Seite  19.  In  dem 
erstgenannten  Werke  findet  man  auch  weitere  Litteiatur  über  die  Systeme  höherer 
komplexer  Größen. 
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Geradeo  aufgefaßt  als  System  von  höheren  komplexen  Größen  besitze 
den  Quaternionentypus. 

Insofern  nun  aber  die  Einheiten  der  Multiplikationstafel  (81)  mit  denen 
der  Tafel  (83)  durch  die  Gleichungen  (84)  mit  zum  Teil  imaginären  Koeffi- 
zienten zusammenhängen^  fügt  Study  noch  hinzu,  die  Gruppe  aller  Projek- 
tivitäten  in  der  Geraden  besitze  eine  andere  reelle  Gestalt  wie  das  System 
der  gewöhnlichen  „reellen"  Quatemionen.  Femer  bezeichnet  er  die  reelle  Ge- 
stalt der  Projektivitäten  in  der  Geraden,  welche  durch  die  Multiplikations- 
tafel (81)  charakterisiert  wird,  als  die  zweite  reelle  Gestalt  des  Quaternionen- 
typus, diejenige  der  gewöhnlichen  Quatemionen  dagegen,  die  der  Tafel  (83) 
entspricht,  als  die  erste  reelle  Gestalt  jenes  Typus,  und  endlich  zeigt  er 
noch,  daß  dem  Quaternionentypus  auch  nur  diese  beiden  reellen  Gestalten 
zukommen. 

Man  kann  dann  den  Hauptinhalt  unserer  Ergebnisse  in  dem  folgenden 
Satze  zusammenstellen: 

Satz  251:  Satz  von  Study.  Die  Gruppe  aller  Projektivitäten 
in  der  Geraden  bildet  ein  System  höherer  komplexer  Größen 
vom  Quaternionentypus,  doch  besitzt  sie  eine  andere  reelle  Ge- 
stalt wie  das  System  der  gewöhnlichen  Quatemionen;  uud  diese 
beiden  reellen  Gestalten  sind  die  einzigen,  die  bei  den  Systemen 
höherer  komplexer  Größen  vom  Quaternionentypns  auftreten 
können*). 

Die  Besultante  zweier  beliebigen  Involutionen.  Sind  S  und  0'  zwei 
ganz  beliebige  Involutionen  derselben  Geraden,  so  stellt  das  Produkt  II', 
wie  überhaupt  jedes  Folgeprodukt  zweier  Projektivitäten  derselben  Ge- 
raden (vgl.  Seite  123  f.),  eine  Projektivität  dieser  Geraden  dar;  wir  wollen 
sie  mit  p  bezeichnen.  Dann  wird  also: 
(87)  H'^p; 

und  diese  Projektivität  p  wird  nach  dem  zweiten  Satze  von  H.  Wiener 
(Satz  248)  dann  und  nur  dann  selbst  eine  Involution,  wenn  die  beiden 
komponierenden  Involutionen  I   und  l'  zueinander  harmonisch  sind. 

Es  ist  aber  besonders  wichtig,  daß  auch  umgekehrt  eine  jede  Projek- 
tivität in  der  Geraden  sich  als  Folge  zweier  Involutionen  jener  Geraden 
darstellen  läßt. 

Bei  einer  uneigentliclien  Projektivität  (Involution)  ist  dies  von  vorae 
herein  klar;  denn  sie  läßt  sich  zum  Beispiel  (nach  Satz  243)  als  Folge 
zweier  parabolischen  Involutionen  ausdrücken,  die  sich  voneinander  nur 
um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  aber  sonst  ganz  beliebig  sind. 


1)  Vgl.  Study,  Encyklopädie  I,  1  (1899),  Seite  170. 
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Ist  dagegen  ^  eine  eigmäiche  Prcjektivität,  und  ewar  ßunädist  eine 
umkehrbare  Projekt iiüäty  das  heißt  eine  Projektivitat,  die  der  Ungleichung 

genügt : 

so  nehme  man  in  der  zu  transformierenden  Punktreihe  einen  Punkt  a  Ukf 
der  nicht  ein  Doppelpunkt  von  |i  ist^),  und  bezeichne  den  ihm  durch  die 
Projektivitat  |i  zugeordneten  Punkt  mit  a^y  so  ist 

Das  Bild  dieses  Punktes  a^  wiederum  bezeichne  man  mit  o,,  so  daß  also 

wird.     Alsdann  gestattet  die  Projektivitat  |i  die  Darstellung 

(89)  H  -  ""^  . 
Ist  dabei  noch 

(90)  a,  +  «, 
also  |i  von  der  hyperbolischen  Involution 

verschieden y  so  kann  man  leicht  zwei  Involutionen  angeben ,  als  deren 
Folge  sich  die  Projektivitat  ^  ausdrückt.  In  der  Tat,  sind  die  Ab- 
bildungen 

(92)  . „.        ^^  '^^  a, --'1 

(93)  «'  =       °"       ,-,]^ 

zwei  Involutionen  der  verlangten  Art. 

Denn  erstens  ist  auch  der  zweite  Bruch  der  Ausdruck  einer  Projek- 
tivitat, da  wegen  (90)  die  Summen  a^  +  <i^  und  a  -j-  aj  zwei  räumlich 
verschiedene  Punkte  darstellen,  und  wegen  (88)  und  (89)  der  Bruch 

[■^1  +  0 

ist.     Die  beiden  Nenner  von  §'  sind  also  linear  unahhängig  voneinander. 

Zweitens  sind  die  Brüche  I  und  I'  wirklich  die  Ausdrücke  für  zwei 

Involutionen,  da  für  jeden  von  ihnen  das  äußere  Produkt  aus  dem  ersten 

Nenner    und     zweiten    Zähler    gleich    dem    äußeren    Produkt    aus    dem 


1)  Die  Deckung,  bei  der  eine  solche  Auiwahl  eines  Punktes  a  nicht  m(»glich  ist, 
kann  hier  außer  Acht  bleiben,  da  sie  sich  stets  als  Folgeqnadrat  einer  umkehrbawa 
Involution  darstellen  läfit. 
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zweiten  Nenner  und  ersten  Zähler  ist  (vgl.  die  Gleichung  (3)  des  15.  Ab- 
schnitts). 

Drittens  aber  zeigt  der  Bau  der  beiden  Brüche  sofort,  daß  ihr  Folge- 
produkt =m^ii^-^  das  heißt  =*  p  ist,  daß  also  wirklich 
(94)  '  1«'  =  ^     ist. 

Nunmehr  bleiben  noch   die  beiden  im  Beweise  ausgeschlossenen  FaUe 
zu  behandeln. 

Zunächst  ist  klar,  daß  sich  die  hyperbolische  Involution 

o,  Ol 

als  Folge  der  elliptischen  Involution 


und  der  hyperbolischen  Involution 

a„  —a 
darstellen  läßt,  daß  also 
<95)                                          a,,a  _«,,-«   o., 

a 

—  a 

ist,  (vgl.  auch  die  zweite  Formel  (77)  und  die  Formeln  (11)  bis  (13)  des 
vorigen  Abschnitts). 

Man  hat  also  nur  noch  den  Fall  einer  einfach  entartenden  Projekti- 
Tität  zu  untersuchen.  Wir  denken  uns  dazu  wie  gewöhnlich  den  Nullpunkt 
^er  einfach  entartenden  Projektivität  als  zweiten  Nenner  ihrer  Bruchdar- 
stellung verwendet,  dieselbe  somit  durch  einen  Bruch  von  der  Form  aus- 
gedrückt: 

und  setzen  voraus,  daß  a^  räumlich  verschieden  von  a,  also  p  nicht  invo- 
hUorisch  sei.     Dann  wird 

(96)  Ai_?=»?i_^52A. 

damit  ist  aber  die  einfach  entartende  Projektivität  p  mit  dem  Haupt- 
punkte üi  und  dem  Nullpunkte  a  als  Folge  zweier  parabolischen  Involu- 
tionen ausgedrückt,  von  denen  die  erste  den  Nullpunkt  von  p  und  die  zweite 
<ien  Hauptpunkt  von  p  zum  Doppelpunkt  hat. 

Für  eine  involutorische  einfach  entartende  Projektivität  endlich,  das 
heißt  für  eine  parabolische  Involution 
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findet  man  die  Folgedarstellung: 

^     ^  «I.  «  e,,  o  — e,,  a 

Dieselbe  ist  somit  als  Folge  einer  hyperbolischen  nnd  einer  parabolischen 

Involution  ausdrückbar.    Und  man  hat  daher  ganz  allgemein  den  Satz: 

Satz  252:  Das  Folgeprodukt  zweier  Involutionen  derselben 
Geraden  ist  eine  Projektivität  dieser  Geraden,  nnd  umgekehrt 
läßt  sich  eine  jede  Projektivität  in  der  Geraden  als  Folge  zweier 
Involotionen  dieser  Geraden  ausdrücken. 

Man  kann  nun  aber  weiter  einen  Satz  beweisen,  der  eine  Verall- 
gemeinerung des  obigen  Satzes  246  bildet,  nämlich  den  Satz: 

Satz  253:  Eine  Projektivität,  die  als  Resultante  (Folge) 
zweier  Involutionen  dargestellt  ist,  ist  zu  ihren  beiden  Kom- 
ponenten harmonisch. 

In  der  Tat,  besteht  zwischen  der  Projektivität  p  und  den  beiden 
Involutionen  i  und  %\  wie  in  dem  Satze  vorausgesetzt  ist,  die  Beziehung 

(98)  »=»»', 

80  ist  nach  Satz  198  sicher  die  erste  von  den  beiden  Involutionen  i  und 
§',  das  heißt  die  Involution  I,  zu  |i  harmonisch,  und  es  besteht  also  die 
Gleichung 

(99)  i»P]  =  0. 

Aber  man  überzeugt  sich  leicht,  daß  auch  die  zweite  Involution  I'  zu  \ß 
harmonisch  ist.  Dazu  bilde  man  das  kombinatorische  Produkt  [i'fy 
dessen  Verschwinden  für  die  harmonische  Beziehung  der  beiden  Abbil- 
dungen 8'  und  p  charakteristisch  ist.     Es  wird 

[8>J  =  [!'(»«')] -^'■^^[if^     oder 

WO  e^  und  e,  zwei  ganz  beliebige  Punkte  der  zu  transformierenden  Punkt- 
reihe sind.  Wählt  man  nun  diese  Punkte  insbesondere  in  der  Weise,  daß 
sie  ein  Paar  der  Involution  8  bilden,  so  daß  also 

(101)  1-^^ 

wird,  unter  !  eine  Zahlgröße  verstanden  (vgl.  Seite  160  ff.),  so  verwandelt 
sich  die  Gleichung  (100)  in 

In  diesem  Bruche  aber  verschwinden  die  Glieder  des  Zählers  einzeln, 
und  es  ist  also  wirklich  auch  die  zweite  Komponente  •'  von  |i  zu  |i  har- 

OraBmann,  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.   L  SS 
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monisch;  denn  sie  genügt  der  Gleichung: 

(103)  [»>]-0. 
Nun  gilt  ferner  der  allgemeine  Satz: 

Satz  254:  Erster  Satz  von  Segre*):  Wenn  eine  Involution  f 
zu  einer  anderen  Involution  tt  harmonisch  ist,  so  ist  sie  auch 
harmonisch  zu  einer  jeden  Projektivität  p,  welche  die  Invo- 
lution u  zur  Doppelpunktsinvolution  hat.  Und  umgekehrt: 
Wenn  eine  Projektivität  p  zu  einer  Involution  I  harmonisch 
ist,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  Doppelpunktsinvolution  der 
Projektivität  p. 

Beweis:  Im  ersten  Teile  des  Satzes  ist  vorausgesetzt,  daß  das  kom- 
binatorische Produkt  der  Involutionen  u  und  S  verschwindet,  daß  also  die 
Gleichung  besteht 

(104)  [tt«]-0. 

Andererseits  genügt  die  Involution  I   wie  jede  Involution   der   Gleichung 

(105)  [U]  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  aber  folgt,  wenn  a  eine  Zahlgröße  bedeutet, 
durch  lineare  Verknüpfung  die  Gleichung 

(106)  [(o  +  tt)8]  =  0. 
Nun  läßt  sich  aber  unter  der  Form 

(107)  p  =  a  +  n 

eine  jede  Projektivität  darstellen,  welche  die  Involution  u  zur  Doppel- 
punktsinvolution hat.  Es  besteht  also  für  eine  jede  solche  Projektivitöt 
die  Gleichung 

(108)  [<»8]  =  0. 

Umgekehrt  folgt  aus  dieser  Gleichung  oder  aus  der  mit  Rücksicht  auf 
(107)  gleichwertigen  Gleichung  (106)  rückwärts  wieder  die  Gleichung  (104), 
womit  auch  die  Umkehrung  bewiesen  ist. 

Aus  den  beiden  Sätzen  253  und  254  läßt  sich  leicht  eine  wichtige 
Folgerung  ziehen.  Ist  nämlich  p  eine  von  der  Deckung  verschiedene 
eigentliche  Projektivität,  und  ist  sie  dargestellt  als  Folge  zweier  In- 
volutionen 0  und  0',  so  sind  dieselben  auch  linear  unabhängig  vonein- 
ander. Denn  wären  sie  nur  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  verschieden, 
.80  würde  ihr  Folgeprodukt  eine  bloße  Zahl  sein,  die  Projektivität  also  die 
Deckung  darstellen,  falls  diese  Zahl  von  Null  verschieden  wäre,  oder  sie 
würde  die  uneigentliche  Projektivität  sein,  falls  jene  Zahlgröße  gleich  Null 
wäre.     Beides  aber  ist  durch  unsere  Voraussetzung  ausgeschlossen. 

1)  Vgl.  Segre,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  100, 
(1887),  Seite  822,  Nr.  6. 
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Nun  ist  nach  Satz  2b'6  die  ProjekÜTität  p  zn  ihren  beiden  Kompo- 
nenten harmonisch,  und  nach  Satz  254  ist  dann  auch  die  Doppelpunkta- 
involution  it  von  |i  zu  den  beiden  Komponenten  I  und  #'  der  Projekti- 
Tität  p  harmonisch.  Nach  Satz  213  aber  gibt  es  in  einer  Geraden  nur 
eine  Involution,  die  zn  zwei  voneinander  linear  unabhängigen  Involn* 
tioneu  dieser  Geraden  harmonisch  wäre.  Man  kann  daher  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Satz  255:  Wenn  eine  von  der  Deckung  verschiedene  eigent- 
liche Projektivität  in  der  Geraden  die  Folge  zweier  Involu- 
tionen I  und  I'  dieser  Geraden  ist,  so  ist  die  Doppelpnnkts- 
involution  u  von  p  die  harmonische  Involution  zu  1  und  f ). 

Ist  andererseits  p  wieder  eine  von  der  Deckung  verschiedene  eigent- 
liche Projektivität  und  tt  ihre  Doppelpunktsinvolution,  so  kann  man  zeigmiy 
daß  sich  zu  jeder  mit  tt  harmonischen  umkehrbaren  Involution  i,  das 
heißt  zu  jeder  Involution  I,  die  den  beiden  Vergleichungen 

(109)  [ill]-0    und 

(110)  [«T  +  O 

Genüge  leistet,  eine  zweite  Involution  I'  finden  läßt,  für  die 

(111)  #-§§' 

wird,   die  somit  als  die  zur  Involution  I  gehörende  zweite  involutorische 
Komponente  von  p  bezeichnet  werden  kann. 

Wegen  (110)  läßt  sich  nämlich  die  Gleichung  (111)  nach  I'  auf- 
lösen.    In  der  Tat  erhält   man  durch  Vormultiplizieren  mit  ^ 

(112)  «'»J>. 

Und    die    so    bestimmte    Abbildung    ü'   ist   auch   sicher  eine   Involution; 
denn  setzt  man  wie  bisher 

(113)  p  =  a-^u 

und  substituiert  diesen  Wert  von  |i  in  die  Gleichung  (112),  so  ergibt  sich 
für  d'  die  Darstellung 

(114)  #'-ai  +  i«. 
Nun  sei  wie  oben 

(115)  •*  =  ! 
gesetzt,  wo  wegen  (110)  !4*0  ist,  so  wird 

(116)  T-r' 

1)  Vgl  H.  Wiener,  Habüitationsschrift  (1886)  Nr.  64.  Feiner  die  Axbmt  de»- 
selben  Verfassers:  Über  die  aus  zwei  Spiegelungen  EiisamniengetetBten  Verwandtr 
Schäften,  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  SÄchs.  Gesellachall  der  WiMentdiaaeii 

December  1891.     Nr.  89  f. 
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die  Gleichung  (114)  vei-wandelt  sich  also  in 

(117)  l'-"l-f-|lit. 

Hier  stellt  wegen  (109)  das  Produkt  flu  nach  Satz  245  eine  Involution 
dar,  und  zwar  nach  Satz  246  die  zu  8  und  u  harmonische  Involution,  die 
wir  mit  t  bezeichnen  wollen.     Es  wird  daher 

(118)  8tt  =  t, 

und  die  Gleichung  (117)  nimmt  die  Gestalt  an 

(119)  r  =  |i  +  |t. 

Damit  ist  die  gesuchte  zweite  Komponente  §'  von  p  als  Vielfachen- 
summe zweier  Involutionen  dargestellt,  sie  ist  also  selbst  eine  Involution, 
und  da  sie  insbesondere  dem  Büschel  von  Involutionen  angehört,  das 
durch  die  beiden  zur  Doppelpunktsinvolution  u  harmonischen  Involutionen 
8  und  t  bestimmt  wird,  so  ist  sie  überdies  selbst,  wie  es  ja  auch  nach 
Satz  253  und  254  sein  muß,  zur  Doppelpunktsinvolution  u  von  p  harmonisch. 

Ferner  ist  sie,  wie  die  Formeln  (119),  (118)  und  (113)  zeigen,  durch 
die  Resultante  p  und  ihre  erste  Komponente  8  eindeutig  bestimmt.  Man 
hat  somit  den  Satz: 

Satz  256:  Ist  p  eine  von  der  Deckung  verschiedene  eigent- 
liche Projektivität  mit  der  Doppelpunktsinvolution  ii,  so  gibt 
es  zu  jeder  zu  u  harmonischen  umkehrbaren  Involution  8  stets 
eine  nnd  nur  eine  Involution  8',  für  welche  die  Gleichung  be- 
steht 

^  =  88'; 

dieselbe  ist  ebenfalls  zu  u  harmonisch^). 

Setzt  man  noch  voraus,  daß  in  der  obigen  Entwickelung  außer  der 
Involution  8  auch  die  Projektivität  p  umkehrbar  sei,  und  beachtet  femer, 
daß  nach  dem  Satze  253  die  Abbildungen  ^  und  8  zueinander  harmonisch 
sind,  80  kann  man  aus  der  Gleichung  (111)  mit  Hülfe  des  Satzes  197  fol- 
gern, daß  auch  die  Involution  8'  umkehrbar  ist,  und  es  sind  dann  also 
alle  drei  durch  die  Gleichung 
(111)  p  =  88' 

verbundenen  Abbildungen  p,  8  und  8'  umkehrbar. 

Multipliziert  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  (111) 
hinten  mit  8  und  faßt  rechter  Hand  die  beiden  letzten  Faktoren  zu  einem 


1)  Vgl.  H.  Wiener,  Über  die  aus  zwei  Spiegelungen  suBammengesetzten  Ver- 
wandtschaften, Berichte  der  math.-phys.  Klasse  der  Sftohs.  Gesellschalt  der  Wissen- 
schaften.    December  1891.     Nr.  89  g. 
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Sonderprodukt  zusammen,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
(120)  II» -•(•'•). 

Das  hier  auftretende  Produkt  •'#  steht  nun  aber  zu  der  zu  ^  inrersen 
Projektivität  ^  in  einer  engen  Beziehung.  Nach  dem  ersten  Satie  von 
Stephanos  (Satz  87)  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (111) 

(121)  j-i;-. 

Setzt  man  daher  noch 

wo  f  und  r  von  Null  verschiedene  Zahlgrößen  sind,  so  wird 

(123)  i " ; 

die  Gleichung  (121)  verwandelt  sich  also  in 

in      ,     . 
¥  ^  r  T    ®       ^^ 

(124)  l'l-^'. 

Man  kann  daher  die  Gleichung  (120)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(125)  M  =  »j' 

in  der  sie  nach  Satz  90  aussagt,  daß  die  Projektivität  |i  durch  die  Invo- 
lution I,    abgesehen   von    einem  Zahlfaktor,   in    ihre  Umkehrung  —  fiber- 

geführt  wird.  Und  da  nun  8  eine  beliebige  umkehrbare,  zu  p  harmonische 
Involution  war,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  257:  Zweiter  Satz  von  Segre*):  Jede  zu  einer  umkehr- 
baren Projektivität  p  harmonische,  umkehrbare  Involution 
führt  diese  Projektivität,  abgesehen  von  einem  Zahlfaktor,  in 
ihre  Umkehrung  über. 

Abschnitt  24. 
Die  projektive  Abbildung  vou  ProjektivitJiteu. 

Schließlich  möge  noch  die  Frage  untersucht  werden,  ob  der  involu- 
torische   Charakter   und   die   Umkehrbarkeit   und   endlich   die    Beziehung 

1)  Vgl.  Segre,  Journal  für  die  reine  xmd  angewandte  Mathematik,  Bd  100 
(1887),  Seite  819.  Nr.  3.  Femer  die  bereit«  auf  Seite  88»  und  84U  ritierte  Arbeit 
von  H.  Wiener  vom  December  1891  Nr.  89h.  Endlich  Th.  Beye,  Geometrie  der 
Lage.   Zweite  Abteilung.   Dritte  Auflage.   Leipzig  (1892).    Seite  107. 
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zweier  harmonischen  oder  auch  zweier  inversen  Projektivitaten  bei  pro- 
jektiver Umwandlung  dieser  Abbildungen  erhalten  bleibt  oder  nicht. 

T>ie  projektive  Alhüdung  einer  Involution.  Wir  stützen  uns  dabei  auf 
den  allgemeinen  Satz  91,  dem  wir  noch  für  unsere  Zwecke  den  folgenden 
Sondersatz  entnehmen: 

Satz  258:  Eine  jede  Vergleichung,  welche  aussagt,  daß  ein 
Folgeprodukt  von  Projektivitaten  einer  Zahlgröße  gleich  oder 
ungleich  ist,  bleibt  invariant,  wenn  man  die  in  ihr  vorkommen- 
den Projektivitaten  einer  und  derselben  umkehrbaren  projek- 
tiven Abbildung  unterwirft. 

Will  man  auf  Grund  dieses  Satzes  den  Beweis  erbringen,  daß  eine 
Involution  durch  eine  umkehrbare  projektive  Abbildung  wieder  in  eine 
Involution  übergeführt  wird,  so  berücksichtige  man,  daß  nach  Satz  114 
eine  eigentliche  Involution  als  eine  Projektivität  charakterisiert  werden 
kann,  deren  Folgequadrat  eine  reelle  Zahl  ist,  während  sie  selbst  von  den 
beiden  Werten  der  Quadratwurzel  aus  jener  Zahl  verschieden  ist,  welche 
also  den  Vergleichungen  Genüge  leistet: 

(1)  «'■=»,    i  +  ±V~l 

unter  f  eine  reelle  Zahlgröße  verstanden.  Diese  beiden  Vergleichungen 
bleiben  nun  aber  nach  unserem  Satze  invariant,  wenn  mau  die  In- 
volution I  durch  diejenige  Abbildung  i'  ersetzt,  in  die  sie  durch  irgend- 
eine umkehrbare  Projektivität  r  übergeführt  wird,  das  heißt,  es  gelten  auch 
die  Vergleichungen: 
(2)  «'»  =  t,    i'  +  ±Vl, 

durch  welche  die  Abbildung  0'  in  der  Tat  als  eine  eigentliche  Involution 
gekennzeichnet  wird.  Und  diese  Involution  besitzt  überdies,  wie  die 
Gleichung  in  (2)  zeigt,  dasselbe  Folgequadrat  wie  die  ursprüngliche  In- 
volution i. 

Nun  ist  aber  eine  eigentliche  Involution  elliptisch,  parabolisch  oder 
hyperbolisch,  je  nachdem  ihr  Folgequadrat  negativ,  null  oder  positiv  ist. 
Man  kann  daher  noch  weiter  folgern,  daß  eine  elliptische,  parabolische 
oder  hyperbolische  Involution  durch  eine  umkehrbare  Projektivität  stets 
wieder  in  eine  Involution  derselben  Art  übergeführt  wird. 

Berücksichtigt  man  endlich  noch,  daß  selbstverständlich  auch  eine  un- 
eigentliche Involution  wieder  in  eine  uneigentliche  Involution  verwandelt 
wird,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  259:  Eine  jede  Involution  wird  durch  eine  umkehrbare 
Projektivität  wieder  in  eine  Involution  übergeführt,  und  zwar 
in    eine    Involution    von    gleichem    Folgequadrat;    ferner    eine 


AbffdmiU  24,  Gleichang  (1)  bis  (7).    8Us  168  bü  i60.  54$ 

eigentliche  Inyolutioa  in  eine  eigentliche,  eine  uneigentliche 
iu  eine  aneigentliche  Involution.  Insbesondere  wird  also  auch 
eine  elliptische,  parabolische  oder  hyperbolische  Involution  in 
eine  Involution  derselben  Art  verwandelt'). 

Übrigens  kann  man  diesem  Satze  mit  Rflcksicht  auf  die  in  Satz  115 
enthaltene  Beziehung  zwischen  dem  F'olgequadrat  und  dem  kombinato- 
rischen Quadrat  (Poteuzwert)  einer  Involution  auch  die  Fassung  geben: 

Satz  260:  Eine  jede  Involution  wird  durch  eine  umkehrbare 
Projektivität  in  eine  Involution  von  gleichem  Potenzwert  fiber- 
geführt. 

Die  Invarianz  des  Potenzwertes  einer  Projektivität  bei  projektiver  Ah- 
hUdung.  Um  einen  entsprechenden  Satz  für  eine  beliebige  Projektivität  |i 
zu  entwickeln,  stelle  man  dieselbe  wie  auf  Seite  307  (vgl  auch  Satz  187) 
als  Summe  aus  einer  reellen  Zahlgröße  a  und  ihrer  Doppelpunktsinvolution  §, 
also  in  der  Form: 

(3)  |i  =  a  +  «, 

dar;  dann  wird  diese  Projektivität  nach  Satz  90  durch  eine  umkehrbare 
Projektivität  q  übergeführt  in  die  Projektivität: 

das  heißt;  es  wird 

(4)  |,'  =  a-f»', 

wo  *'  nach  Satz  90  und  259  diejenige  Involution  ist,  in  welche  die  In- 
volution S  durch  die  umkehrbare  Projektivität  q  verwandelt  wird. 

Nun  gestatten  nach  Satz  225  die  Potenzwerte  der  Projekti  vi  täten  |i 
und  p'  die  Darstellungen: 

^^)  l[>"J-a'-l". 

Die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Gleichungen  sind  aber  einander  gleich, 

da  nach  Satz  259 

(6)  •'*  -  •» 
ist,  folglich  wird  auch 

(7)  [|i'*]-M, 

und  man  sieht:  Der  Potenzwert  einer  beliebigen  Projektivität  verhält  sich 
einer  umkehrbaren  projektiven  Abbildung  gegenüber  invariant.  Ins- 
besondere wird  also  eine  Projektivität  mit  verschwindendem  Potemswert, 


1)  Vgl.    H.  Wiener,    Über   geometriache    Analysen,    Berichte   der   matb.-pbjrt. 
Klasse  der  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.    Juli  181»0,  Nr.  46. 
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das  heißt  eine  entartende  Projekti vität,  wieder  in  eine  entartende  Projek- 
ti vität  übergeführt,  eine  umkehrbare  dagegen  wieder  in  eine  umkehrbare. 
Man   hat  somit  den  Satz: 

Satz  261:  Eine  jede  Projektivität  wird  durch  eine  umkehr- 
bare Projektivität  in  eine  Projektivität  von  gleichem  Potenz- 
wert übergeführt;  insbesondere  also  eine  umkehrbare  Projek- 
tivität wieder  in  eine  umkehrbare,  eine  entartende  wieder  in 
eine  entartende  Projektivität. 

Man  kann  diesem  Satze  noch  eine  etwas  andere  Form  verleihen.  Da 
nämlich  nach  Satz  140  der  Potenzwert  einer  Projektivität  gleich  dem 
Produkte  ihrer  beiden  Hauptzahlen  ist,  so  gestattet  der  Satz  261  auch  die 
Fassung: 

Satz  262:  Das  Produkt  der  beiden  Hauptzahlen  einer  Pro- 
jektivität verhält  sich  invariant  gegenüber  einer  umkehrbaren 
projektiven  Abbildung  dieser  Projektivität. 

Ein  Gegenstück  zu  den  Sätzen  261  und  262  ergibt  sich,  wenn  man 
die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  kombinatorisch  mit  der  Identität  1 
multipliziert  und  den  Satz  201  (oder  106)  berücksichtigt.  Auf  diese  Weise 
erhalt  man  die  neuen  Gleichungen: 

[1^]  =  a     und 

aus  denen  noch  folgt,  daß 

(8)  [l« -[!<•'] 
ist.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  263:  Das  kombinatorische  Produkt  [l|i]  aus  der  Identität  1 
und  einer  beliebigen  Projektivtät  p  bleibt  invariant,  wenn  man 
die  Projektivität  ^  einer  umkehrbaren  projektiven  Abbildung 
unterwirft. 

Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken: 

Satz  264:  Stellt  man  eine  Projektivität  tß  als  Summe  a.us 
einer  Zahlgröße  a  und  ihrer  Doppelpunktsinvolution  §,  das 
heißt  unter  der  Form 

|>  =  a-h», 

dar  und  unterwirft  die  Projektivität  |i  einer  umkehrbaren  pro- 
jektiven Abbildung,  so  bleibt  die  in  jener  Summendarstellung 
auftretende  Zahlgröße  Q  invariant. 

Da  femer  das  Produkt  (1|>]  in  der  Hauptgleichung  der  Projektivität  ^, 
das  heißt  in  der  Gleichung  (vgl.  Gleichung  (28)  des  14.  Abschnitts): 

(9)  r?-2r,[Hi|  +  M-0, 
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den  negativ  genommenen  halben  Koeffizienten  der  ersten  Potenz  der  Un- 
bekannten r^  bildet,  so  stellt  dieses  Produkt  die  halbe  Summe  der  Haapi- 
zahlen  des  Bruches  \ß  dar,  und  man  hat  noch  den  weiteren  Satz: 

Satz  265:  Die  Summe  der  beiden  Hauptzablen  einer  Pro- 
jektivität  verhalt  sich  invariant  gegenüber  einer  umkehrbaren 
projektiven  Abbildung  dieser  Projektivität. 

Hält  man  diesen  Satz  mit  dem  Satze  262  zusammen,  nach  welchem 
bei  projektiver  Abbildung  einer  Projektivität  aucJi  das  Produkt  der  beiden 
Hauptzahlen  invariant  bleibt,  so  kann  man  noch  folgern,  daß  audt  die 
Hauptzahlen  selbst  invariant  sein  werden.  Dies  läßt  sich  aber  auch  leicht 
durch  direkte  Ausrechnung  der  transformierten  Projektivität  bestätigen. 

Sind  zunächst  die  beiden  Hauptzahlen  tj  und  r,  und  also  auch  die 
beiden  Doppelpunkte  d^  und  r/,  der  zu  transformierenden  Projektivität  p 
voneinander  verschieden,  so  gestattet  dieselbe  die  Darstellung: 

(10)  «•-'fi- 

Ist  andererseits  q  eine  beliebige  umkehrbare  Projektivität,  so  erhält  man 
(nach  Satz  90)  als  Ausdruck  derjenigen  Projektivität  |i',  in  welche  $  durch 
q  übergeführt  wird,  das  Produkt: 

(11)  »'-Jm. 

Nun  ist  nach  Satz  80 

(12)  „  =  !ÄtiJi. 

Bezeichnet  man  daher  diejenigen  Punkte,  in  welche  die  Doppelpunkte  d^ 
und  d^  von  |i  durch  die  Projektivität  q  übergeführt  werden,  mit  a^  und  a,, 
so  wird 

und  somit 

(14)  M-^-e-\- 

Femer  wird  die  zu  q  iiiverse  Projektivität     : 

Für  die  durch  die  Gleichung  (11)  dargestellte  Projektivität  p'  ergibt  sich 
deshalb  der  Ausdruck: 

Die  transformierte  Projektivität  ||'  besitzt  also  in  der  Tat  dieselben  Haaptr 
zahlen  wie  die  ursprüngliche  Projektivität  |. 
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Und  dasselbe  Beweisverfahren  läßt  sich  auch  auf  eine  Projektivität 

mit  gleichen  Hauptzahlen  (vgl.  die  Gleichung  (42)  des  16.  Abschnitts) 
übertragen. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  266:  Eine  umkehrbare  projektive  Abbildung  einer  Pro- 
jektivität läßt  deren  Hauptzahlen  invariant. 

Die  Invarianz  des  kombinatorischen  Produktes  zweier  ProjeMivitäten 
hei  projektiver  Abbildung.  Man  kann  nun  aber  die  drei  Sätze  260,  261 
und  263  sogleich  noch  verallgemeiner d ,  indem  man  zeigt,  daß  sich  auch 
das  kombinatorische  Produkt  zweier  Involutionen  oder  zweier  beliebigen 
Projektivitäteu  gegenüber  einer  umkehrbaren  projektiven  Abbildung  in- 
variant verhält. 

Für  zwei  Involutionen  folgert  man  die  Invarianz  ihres  kombinato- 
rischen Produktes  mit  Hülfe  des  allgemeinen  Satzes  91  leicht  aus  der 
Formel  (2)  des  vorigen  Abschnitts,  das  heißt  aus  der  Formel 

(18)  fii^H^-  2[dt]. 

Denn,  da  das  kombinatorische  Produkt  zweier  Projektivitäteu,  also 
auch  das  kombinatorische  Produkt  [It]  zweier  Involutionen  eine  Zahl- 
größe ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (19)   auch  in  der  Form  schreiben: 

(19)  H  +  H 2f, 

wo  f  diejenige  Zahlgröße  bedeutet,  die  durch  die  Gleichung: 

(20)  [It]  =  t 
definiert  wird. 

Bezeichnet  man  jetzt  noch  diejenigen  Involutionen,  in  welche  die  In- 
volutionen 8  und  t  durch  eine  umkehrbare  Projektivität  p  übergeFührt 
werden,  mit  ff'  und  t',  so  folgt  aus  der  Gleichung  (19)  nach  Satz  91 
die  Gleichung: 

(21)  l't'4-t'l'  =  -2f. 

Da  aber  andererseits  auch  die  Involutionen  I'  und  t'  der  Formel  (18)  Ge- 
nüge leisten,  also  die  Gleichung: 

(22)  «'t'  +  t'Ä'  =  -2[»'t'J 
befriedigen,  so  wird  auch 

(23)  [l'f]  «  f 
und  daher  wegen  (20) 

(24)  [»'t'j  -  m, 

womit  in  der  Tat  bewiesen  ist,  daß  sich  das  kombinatorische  Produkt  [It] 
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zweier  Involutionen  gegenüber  einer  umkehrbaren  Projektivitat  $  inTariant 
verhält. 

Und  jetzt  folgt  das  Entsprechende  auch  sofort  för  zwei  beliebige  Pro- 
jektiviUäen  |i  und  q.  Man  braucht  dazu  nur  wie  im  Beweise  des  SatzM  261 
diese  Projektivitäten  p  und  i|  als  Summe  aus  einer  Zahlgröße  und  ihrer 
Doppelpuuktsinvolution  darzustellen.     Es  sei  etwa 

wo  a  und  b  zwei  Zahlgrößen  und  I  und  t  die  Doppelpunktsinvolotionen 
von  |i  und  q  sind.  Bezeichnet  man  dann  mit  |»',  q',  %\  i'  diejenigen  Ab- 
bildungen, in  welche  die  Abbildungen  |i,  q,  §,  t  durch  eine  umkehrbare 
Projektivitat  r  übergeführt  werden,  so  wird  wie  in  Gleichung  (4) 

(26)  (>'  =  «  +  *' 
Nun  ist  aber 

=  ab  +  [bi]  +  [atj4-l#t], 

oder  da  nach  Satz  201  (oder  106)  die  kombinatorischen  Produkte  [bl] 
und  [ai]  verschwinden,  so  wird 

(27)  [|»q]  =  ob  -f  [«t]     und  ebenso 

(28)  [|i'i|']=  ab  4- [i't'J. 

Hier  sind  aber  wegen  (24)  die  zweiten  Glieder  der  rechten  Seiten  gleich, 
folglich  sind  auch  die  linken  Seiten  gleich,  das  heißt,  man  hat  wirklich 
die  Gleichung  bewiesen: 

(29j  [«•>!  =  [><] 

und  damit  den  Satz: 

Satz  267:  Das  kombinatorische  Produkt  zweier  beliebigen 
Projektivitäten  verhält  sich  invariant  gegenüber  einer  umkehr- 
baren Projektivitat. 

Da  ferner  das  Verschwinden  des  kombinatarischen  Produktes  zweier 
Projektivitäten  für  zwei  hannonische  Projektivitäten  charaktenstisch  ist,  so 
folgt  aus  Satz  267  noch  der  Sondersatz: 

Satz  268:  Zwei  harmonische  Projektivitäten  werden  durch 
eine  umkehrbare  Projektivitat  wieder  in  zwei  harmonische  Pro- 
jektivitäten übergeführt. 

I>ie  projektiven  Bilder  inverser  Projektivitäten.  Endlich  überzeugt  man 
sich   noch   leicht,   daß  auch  zwei  inverse  Projektivitäten  p  und       durch 
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eine  umkehrbare  Projektivität  wieder  in  zwei  inverse  Projektivitäten  über- 
geführt werden.  In  der  Tat,  bezeichnet  man  diejenige  Projektivität,  in 
welche  eine  beliebige  Projektivität  p  durch  eine  umkehrbare  Projektivität  q 
übergeführt  wird,  mit  p\  so  wird  nach  Satz  90 

(30)  P'-\p^. 

Aus  dieser  Formel  aber  folgt  nach  dem  ersten  Satze  von  St^phanos 
(Satz  88)  für  die  zu  p'  inverse  Projektivität  g,,  der  Wert: 

(31)  ;-=;>. 

das  heißt  gerade   der  Ausdruck  für  diejenige  Projektivität,  in  welche  die 

zu  p   inverse  Projektivität        durch   die  Projektivität  q    verwandelt   wird. 

Es  ist  also  wirklich  gezeigt,  daß  die  beiden  zueinander  in versen  Projektivitäten 

p  und       durch  eine  jede  umkehrbare  Projektivität  wieder  in  zwei  zueinander 

inverse  Projektivitäten  |i'und  -,  übergeführt  werden,  und  man  den  Satz: 

Satz  269:  Durch  eine  beliebige  umkehrbare  Projektivität 
werden  zwei  zueinander  inverse  Projektivitäten  wieder  in  zwei 
zueinander  inverse  Projektivitäten  verwandelt. 

Die  involutorische  Abbildung  einer  Involution.  Fragt  man  endlich 
noch,  in  welcher  Weise  sich  eine  beliebige  Involution  tl  einer  Geraden 
ändert,  wenn  man  sie  einer  umkehrbaren,  sonst  aber 
ganz  beliebigen  involutorischen  Abbildung  S  dieser 
Geraden  unterwirft,  so  denke  man  sich  die  Involu- 
tionen jener  Geraden  nach  der  S t ^ph an os sehen  Vor- 
schrift (vgl.  Seite  303  ff.)  durch  die  Punkte  einer 
Ebene  abgebildet  und  insbesondere  die  Kurve  zweiter 
Ordnung  gezeichnet,  welche  die  Bilder  der  parabolischen 
Involutionen  enthält  (vgl.  Figur  125). 

Bestimmt  man  dann  noch  zwei  umkehrbare  Invo- 
lutionen t  und  II,  die  sowohl  zur  Involution  1  wie 
auch  untereinander  harmonisch  sind,  so  werden  die 
drei  umkehrbaren  Involutionen  §,  t,  tl  durch  die  Ecken 
eines  Polardreiecks  jener  Kurve  dargestellt,  und  über- 
dies ist  eine  jede  Involution  der  betrachteten  Geraden, 
insbesondere  also  auch  die  zu  transformierende  In- 
volution H  als  Vielfachensumme  dieser  drei  harmonischen  Involutionen 
ausdrückbar;  es  sei  etwa 
(32)  H  -  Ql  -f  bt  +  eil. 


bt  +  ctt 


Fig.  It5. 
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Wird  alsdann  nach  derjenigen  Involution  n'  gefragt,  in  welche  die 
Involution  0  durch  die  umkehrbare  Involution  §  Qbergef&hrt  wird,  so  er- 
mittle man  zunächst  die  Verandeningen,  welche  die  jetzt  alü  Gnmd- 
involutionen  verwendeten  Involutionen  I,  t,  V  erfahren,  wenn  man  sie  der 
Abbildung  I  unterwirft.  Diese  Veränderungen  lassen  sich  leicht  aus  den 
folgenden  drei  Gleichungen  ablesen: 

ttl »II, 

von  denen  die  beiden  letzten  Gleichungen  nach  dem  Satze  von  Peano 
(Satz  231)  aus  unserer  Voraussetzung  folgen,  daß  die  Involutionen  t  und  H 
zur  Involution  6  harmonisch  sind. 

Die  Gleichungen  (33)  zeigen  nun  aber  nach  Satz  90,  daß  durch  die 
Involution  S  diese  Involution  I  seihst  ohne  Zeichenwechsel  in  sich  fiber- 
geführt wird,  daß  aber  die  Involutionen  t  und  n  beziehlich  in  —  t  und  —  % 
verwandelt  werden,  also  bei  der  Abbildung  durch  die  Involution  I  nur 
ihr  Zeichen  wechseln.  Auch  gestatten  diese  Gleichungen  die  Beantwortung 
der  oben  aufgeworfenen  Frage,  in  welcher  Weise  die  Involution  i  durch 
die  Involution  I  umgewandelt  wird;  denn  aus  ihnen  folgt  durch  lineare 
Verknüpfung  die  Gleichung: 

(34)  (a8  +  6t  +  eil)»  =  »(a»  -  (bt  +  cii)), 
welche  zeigt,  daß  die  Involution 

(35)  H  =  a»  -f  (bt  -f  c«) 
durch  die  Involution  »  in  die  Involution 

(36)  »'  =  0»  -  (bi  -f  eil) 

transformiert  wird,  das  heißt  in  diejenige  Involution  •',  deren  Bild  in  der 
Stephan  OS  sehen  Darstellung  der  Involutionen  von  dem  Bilde  der  Original- 
involution 0  durch  das  Bild  der  transformierenden  Involution  »  und  seine 
Polare  hinsichtlich  der  Kurve  der  parabolischen  Involutionen  harmonisch 
getrennt  ist.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  270:  Jede  Involution  0  in  einer  Geraden  wird  durch  eine 
umkehrbare  Involution  »  derselben  Geraden  wieder  in  eine  In- 
volution dieser  Geraden  übergeführt,  und  zwar  findet  man  in 
der  Stephanosschen  Veranschaulichung  der  Involutionen  dieser 
Geraden  das  Bild  der  transformierten  Involution  »',  indem  man 
das  Bild  der  Originalinvolution  »  an  dem  Bilde  der  transfor- 
mierenden Involution  »  und  seiner  Polare  hinsichtlich  der  Kurve 
der  parabolischen  Involutionen  „harmonisch  spiegelt**. 

Dieser  Satz  gibt  uns  zugleich   eine  Bestätigung  für  die  bereits  ans 
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dem  Satze  259  folgende  Tatsache,  daß  eine  jede  parabolische  Involution 
durch  eine  umkehrbare  Involution  ihrer  Geraden  wieder  in  eine  para- 
bolische Involution  dieser  Geraden   übergeführt  wird.     Denn   nimmt  man 

das  Stephan  08  sehe  Bild  der  parabolischen  Ori- 
ginalinvolution 0  auf  der  Kurve  der  parabolischen 
Involutionen  ganz  beliebig  an,  so  erhält  man 
durch  harmonische  Spiegelung  an  dem  Bilde 
der  transformierenden  Involution  §  und  ihrer 
Polare  hinsichtlich  jener  Kurve  wieder  einen 
Punkt  dieser  Kurve,  nämlich  denjenigen  Punkt, 
in  welchem  die  Verbindungslinie  der  Bilder  von 
„.    _^  I  und  d  die  Kurve  zum  zweiten  Male  schneidet 

JTlg.  •IzO. 

(vgL  Figur  126).  Man  hat  also  den  Satz: 
Satz  271:  Jede  umkehrbare  Involution  S  in  der  Geraden  führt 
die  Bildkurve  der  parabolischen  Involutionen  dieser  Geraden  in 
der  Weise  in  sich  über,  daß  jedem  Punkte  der  Kurve  derjenige 
Punkt  zugewiesen  wird,  in  welchem  seine  Verbindungslinie  mit 
dem  Bilde  der  transformierenden  Involution  i  die  Kurve  zum 
zweiten  Male  schneidet. 

Übrigens  kann  man  aus  diesem  Ergebnisse  noch  eine  weitere  Folge- 
rung ziehen.  Bezeichnet  man  nämlich  den  Doppelpunkt  der  parabolischen 
Involution  d  mit  v  und  denjenigen  der  parabolischen  Involution  ü'  mit  t;' 
und  mit  e  einen  beliebigen  von  v  und  v'  verschiedenen  Punkt  der  zu 
transformierenden  Punktreihe,  so  gestatten  die  parabolischen  Involutionen 
0  und  O'  nach  Seite  186  die  Darstellung: 

(37)  ^"il     "°^ 

(38)  «'=:;'" 

Nun  ist  aber  nach  (34)  (vgl.  auch  (35)  und  (36)): 
(30)  ti«  =  »ü'; 

es  wird  daher  insbesondere  das  Produkt 
(40)  cü«  — c80'. 

Hierin  ist  wegen  (37): 

(I)  eo  -  V. 

Andererseits  wird,  falls  man  noch  denjenigen  Punkt  der  zu  transformierenden 
Punktreihe,  in  den  der  Punkt  e  durch  die  Involution  I  übergeführt  wird^ 
mit  e'  bezeichnet: 

(II)  el  -  e'; 
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die  Gleichung  (40)  verwandelt  sich  also  in: 

(41)  t'l  ^  e'tt'. 

Da  ferner  nach  der  Voraussetzung  die  Punkte  e  und  v'  Toneinander  räum- 
lich verschieden  sind,  so  ist  wiederum  e'  als  Vielfachensninme  von  e  und 
v'  darstellbar;  es  sei  etwa: 

Dann  wird  wegen  (38): 

aii)  c'»'  -  Qv\ 

so  daß  die  Gleichung  (41)  die  Form  annimmt: 

(42)  »1-9©'. 

Diese  aber  zeigt,  daß  die  Doppelpunkte  v  und  v'  der  parabolischen  In- 
volutionen ti  und  o'  ein  Paar  der  Involution  I  bilden,  und  man  hat 
den  Satz: 

Satz  272:  Eine  jede  parabolische  Involution  t  in  der  Geraden 
wird  durch  eine  umkehrbare  Involution  I  derselben  Geraden  in 
diejenige  parabolische  Involution  ö'  jener  Geraden  übergefOhrt, 
deren  Doppelpunkt  das  Bild  des  Doppelpunktes  von  i  in  der 
Involution  I  ist. 

Betrachtet  man  weiter  einen  jeden  Punkt  der  Kurve  der  parabolischen 
Involutionen  zugleich  als  Bild  des  Doppelpunktes  der  zugehörigen  para- 
bolischen Involution,  so  schneidet  jede  Sekante  der  Kurve,  die  durch  den 
Bildpunkt  einer  beliebigen  umkehrbaren  Involution  I  gelegt  ist,  aus  der 
Kurve  der  parabolischen  Involutionen  die  Bilder  der  Punkte  eines  Paares 
dieser  Involution  9  aus.     Man  kann  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  273:  Faßt  man  bei  der  Stephanosschen  Abbildung  der 
Involutionen  einer  Geraden  auf  die  Punkte  einer  Ebene  jeden 
Punkt  der  Kurve  der  parabolischen  Involutionen  jsugleich  als 
Bild  desjenigen  Punktes  der  transformierten  Punktreihe  auf, 
der  den  Doppelpunkt  der  zugehörigen  parabolischen  Involution 
bildet,  und  legt  durch  den  Bildpunkt  irgendeiner  umkehrbaren 
Involution  H  eine  beliebige  Sekante  der  Kurve,  so  schneidet 
diese  aus  der  Kurve  ein  Paar  der  Involution  I  aus.  Insbesondere 
werden  bei  einer  hyperbolischen  Involution  i  die  BerOhrungs- 
punkte  der  beiden  von  ihrem  Bildpunkte  an  jene  Kurve  ge- 
legten Tangenten  die  Doppelpunkte  d^  und  d^  der  Involution  i 
(vgl.  Figur  126). 
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soff.  —  D.  eines  extensiven  Bruches  ge- 
genüber einer  Yielfachensumme  seiner 
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Doppeltzählende  Gerade   als   Kurve  | 
zweiter  Ordnung  78,  84  Anm.  2.  j 

Dopppeltzählender  Punkt  als  Kurve   ! 
zweiter  Klasse  77,  87  Anm. 

Doppelverhältnis  eines  Punktwurfes  | 
49,  seine  4  gleichwertigen  Formen  49  f.  ' 
—  Reziproke  Doppelverhältnisse  61.  —  ; 
Komplementäre  D.  61  f.  —  Invarian»  i 
des  Doppelverhältnisses  eines  Punkte  i 
Wurfes  bei  einer  Massenänderung  seiner  '■ 
Elemente  53.  —  Geometrische  Deutung  | 
des  D.  eines  Punktwurfes  63  f.  —  D.  i 
eines  Stabwurfes  (Strahlwurfes)  66  ff.,  , 
seine  4  gleichwertigen  Formen  66.  — 
Geometrische  Deutung  des  Doppelver- 
hältnisses eines  Stabwurfes  67  f.  —  D.  1 
einer   Kurve    aus    einem   Büschel    Ton   \ 

GnBmaim,  Projektire  Oeotnetrie  d.  Eb«ae  L 


Kurven  xweiter  Oidoang  in  besag  auf 
die   4   Grundpunkte  det   BfieeheU  86. 

—  D.  einer  Kurve  aoi  einer  Schar  von 
Kurven  zweiter  Klaese  in  besug  auf  die 
4  Qrandgeraden  der  Schar  88. 

Drehung  eines  StrahlbflecheU  S09ff.    — 

D.  der  Strecken  2S9ff. 

Dualität  zwischen  Stab-  und  Punkt- 
Produkten  37  f. 

Durchmesser,  koigugierie,  einer  Ellipse 
168 ff.,  einer  Hyperbel  174.  —  Die  D. 
dee  St^phanosBchen  Uyperboloidi  aof, 
innerhalb  und  anfterhalb  dee  Aiymplo- 
tenkegeli  810  ff. 

Durchmesserinvolution  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  246. 

Einfach  entartende  Projektivität 
146 ff.,  ihr  Hauptpunkt  147,  ihr  NoU- 
pimkt  147  f.,  ihre  Doppelpunkte  148. 

Einfacher  Punkt  1. 

Einfaches  Viereck  78ff.,  seine  Seiten, 
Nachbarecken,  Gegenecken,  Diagonalen 
79  f. 

Einfaches  Vierseit  81  ff.,  seine  Ecken, 
Nachbarseiten,  Gegenseiten,  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten  88  f. 

Einheiten  eines  Systems  höherer  kom- 
plexer Größen  331. 

Einheitspunkt  einer  Punktreihe  65, 118. 

Einheitsstab  eines  Strahlbtischels  69. 

Elemente  eines  Pnnktworfes  49,  eines 
Stabwurfes  (Strahlwurfes)  66,  einer 
Punktreihe  60,  eines  Strahl bQschels  60. 

Ellipse,  Streckengleichung  einer  166ff. 

—  Konjugierte  Durchmesser  einer  E. 
168  ff.   —    Durchmesserinvolution  einer 

E.  160. 

Elliptische  Involution  169f.,  821, 
233  ff.,  ihr  Potenzwert  (kombinatorischi's 
Quadrat)  ist  positiv  160,  ihr  Folge- 
quadrat negativ  164,  sie  ist  gleichläufig 
160.  —  Darstellung  einer  e.  l.  durch 
die  Punkte  eines  Paares  166.  —  E. 
Streckeninvolution  170.  —  E.  Punkt- 
involution als  Schnitt  der  Rechtwinkel- 
involution (Kreisinvolution)  817  f.  — 
Drehpunkte  der  e.  1.  217.  —  Die  si- 
multanen Gleichungen  einer  e.  L  888. 

—  Gemeinsames  Paar  sweier  Involu- 
tionen, von  denen  eine  elliptisch  ist,  889. 

—  Eine  zu  einer  e.  I.  harmonische  L 
ist  hyperbolisch  806  f. 

Entartende  Projektivitäten  (EinÄch 
e.  Pr)    115,    146ff.,  269ff ,  871,  876f., 
83 
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288 f.,  811,  318.  Siehe  auch:  Para- 
bolische Involation.  —  E  harmonische 
Pr.  283tt'.  —  Die  Stäphanosschen 
Bilder  der  e.  Pr.  296,  298.  —  Die  in 
einem  Büschel  mit  gemeinsamer  hyper- 
bolischer Doppelpunktsinvolution  ent- 
haltenen einfach  entartenden  Pr.  811, 
318. 

Ergänzende  Zurückleitung  43. 

Erweiterung  eines  Projektivitätsbruches 
mit  Zahlgrößen  119. 

Erzeugnis  zweier  projektiven  Strahl- 
büschel 69  ff.  —  E.  zweier  Perspektiven 
Strahlbüschel  72  f.  —  E.  zweier  pro- 
jektiven Punktreihen  73  ff.  —  E.  zweier 
Perspektiven  Pnnktreihen  77. 

Exponentialgröße  e'",  «^^'^i  171. 

Exponentialgröße  e*",  ^=^-^ — ?,  181. 

a,      0 

Extensiver  Bruch  116ff. 

Exzentrische  Anomalie  eines  Ellipsen- 
punktes  166  ff.  —  Affine  Verallgemeine- 
rung des  Begriffs  der  e.  A.  168  ff. 

Feld  14 ff.  —  Summe  zweier  Felder  19. 
—  Zusammenhang  zwischen  Blatt  und 
F.  28  f. 

Feldeinheit  27.  —  Nachmultiplizieren 
eines  Stabes  mit  der  F.  229  f. 

Fluchtpunkte  zweier  projektiven  Punkt- 
reihen 204  ff.  —  Fluchtpunkt  der  ersten 
Punktreihe:  Verschwindungspunkt  der 
Projektivität  205.  —  Fluchtpunkt  der 
zweiten  Punktreihe:  Fluchtpunkt  der 
Projektivität  206.  —  Die  beiden  F. 
zweier  projektiven  Punktreihen  fallen 
zusammen:  Involution  205 f. 

Folgeprodukt  (Folge)  zweier  Projek- 
tivitäten  derselben  Geraden  123  ff.  — 
Dasselbe  ist  assoziativ  bei  der  Multi- 
plikation eine»  Punktes  dieser  Geraden 
124.  —  Seine  Bruchdarstellung  124, 
insbesondere  für  den  Fall,  wo  die  Nenner 
des  zweiten  Bruches  mit  den  Zählern 
des  ersten  übereinstimmen  124 f.,  und 
für  den  Fall,  wo  die  Nenner  der  beiden 
Brüche  übereinstimmen  126  f.  —  Folge- 
produkte von  Involutionen  81 8 f.  — 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Folge- 
produkten zweier  harmonischen  Invo- 
lutionen 814. 
Folgequadrat  einer  Involution  168.  — 
Seine  Beziehung  zum  kombinatorischen 


Quadrat  der  Involution  164.  —  F.  einer 
hyperbolischen  und  einer  elliptischen 
Involution  164.  —  Zwei  eigentliche  In- 
volutionen, für  die  ein  F.  verschwindet, 
320  f. 

Fundamentalsatz  der  projektiven  Geo- 
metrie 62. 

Gebiet  dritter,  vierter,  n^'  Stufe  88 f.  — 
Gebiet  aller  Projektivitäten  in  der  Ge- 
raden 288 ff.,  es  ist  von  vierter  Stufe 
290  f.  —  Gebiet  aller  Involutionen  in  der 
Geraden,  es  ist  von  dritter  Stufe  296. 

Gegenläufige  Projektivitäten  186ff. 

—  Eine  g.  Pr.  besitzt  zwei  getrennt 
liegende  reelle  Doppelpunkte  164  f.  — 
Die  Stephan osschen  Bilder  gegen- 
läuOger  Pr.  299. 

Gestalt,  reelle,  eines  Systems  höherer 
komplexer  Größen  332  f.  —  Die  beiden 
reellen  Gestalten  des  Quatemionentyput 
884. 

Gleichläufige  Projektivitäten  136 ff. 

—  Ihre  Stephan  OS  sehen  Bilder  299. 
Gleichsinnig  ähnlichePunktreihen 

204. 

Gleichsinnig  kongruente  Punkt- 
reihen 204. 

Gleichwinkelinvolution(Umwendung 
eined  Strahlbüschels)  239  ft*.,  244  ff.  — 
Wann  ist  eine  hyperbolische  Strahl- 
involution eine  Gleich  winkelinvolution? 
244  f. 

Grund formel  der  äußeren  Multiplikation 
9  f.,  11  f.,  20.  —  G.  der  regressiven 
Multiplikation  32  f. 

Grund  gebiet  der  Zurückleituug  42. 

Grundgebildederproj  ekti  ven  Geometrie 
60.  —  Projektive  Beziehung  zweier 
G.  60.  —  Perspektive  G.  62  ff. 

Grandinvolutionen,  die  3  zueinander 
harmonischen  G.  einer  Geraden  294  f., 
ihre  Multiplikationstafel  380. 

Grundprojektivitäten  (Grandabbil- 
dungen), die  4  zueinander  harmonischen 
G.  einer  Geraden  291  ff.,  ihre  Potenswerte 
298,  ihre  Multiplikation^tafel  830,  sie 
sind  linear  unabhängig  voneinander  298f. 

Grund  punkte  eines  Büschels  von  Kurven 
zweiter  Ordnung  86.  —  G.  einer  Punkt- 
reihe 55,  118.  —  G.  einer  negativ  tir- 
kul&ren  Abbildung  einer  Punktreihe  847, 
der  zu  ihnen  gehörende  Winkel  dieser 
Abbildung  847. 

Grandstäbe  eines  Strahlbüschels  69. 
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Gruppe  von  Abbildungen  126,  einglie- 
drige G.  224,  kontinuierliche  einglie- 
drige 224,  diBkontinuierlicbe  264.  —  0. 
aller  Projektivit&ten  in  der  Geraden  126. 

—  G.  aller  Projektivitäten  in  der  Ge- 
raden ,  welche  dieselben  getrennten 
reellen  Doppelpunkte  haben,  196.  — 
Die  kontinuierliche  G.  aller  poiitiv  zir- 
kulären Abbildungen,  welche  dieselbe 
Doppelpunktsinvolution  haben,  224  ff.  — 
G.  aller  positiv  und  negativ  zirkulären 
Abbildungen,  die  demselben  Punktpaar 
zugehören  252  ff. ,  dieselbe  ist  dis- 
kontinuierlich 264,  die  in  ihr  enthaltene 
kootinuierliche  Teilgruppe  264.  —  Die 
kontinuierliche  G.  aller  gleichläufigen 
Projektivitäten  mit  2  gemeinsamen  ge- 
trennten reellen  Doppelpunkten  270  f.,  die 
in  ihr  enthaltenen  entartenden  Projek- 
tiritäten  271.  —  Die  diskontinuierliche 
G.  aller  gleichläufigen  und  gegenläu- 
figen Projektivitäten  mit  2  gemein- 
samen getrennten  reellen  Doppelpunkten 
274  f. 

Halbmesser,  konjugierte,  einer  Ellipse 
168ff.,  einer  Hyperbel  174. 

Harmonische  luTolutionen,  die  Ste- 
phan os  sehen  Bilder  zweier  h.  I.  296  f. 
—  Zwei  h.  I.,  von  denen  eine  elliptisch 
ist,  806  f.  —  Beziehung  zwischen  den 
beiden  Folgeprodukten  zweier  h.  I.  314. 

—  L,  die  zugleich  h.  und  vertauschbar 
sind  316  ff.  —  Wann  sind  zwei  para- 
bolische I.  zueinander  h.?  31Uf.  —  Die 
Resultante  zweier  h.  I.  322  ff.  —  3  zu- 
einander h.  Grundinvolutionen  einer 
Geraden  294 f.  —  Die  Systeme  dreier 
umkehrbaren  und  zueinander  h.  I.  326  ff., 
ihre  Multiplikationstafel  328  f. 

Harmonische  Projektivitäten  276ff., 
337  f.,  339 ff.  —  Motivierung  des  Aus- 
drucks 278  ff.  — •  Beziehung  zwischen 
den  Ableitzahlen  zweier  gleichnamigen 
h.  Pr.  280  ff.  —  Kntartende  h.  Pr.  288  ff. 

—  4  zueinander  h.  Grundprojektivitäten 
einer  Geraden  291  ff. 

Harmonischer  Punktwurf  64.  —  Ver- 
tauschung zugeordneter  Elemente  einet 
h.  P.  64. 

Harmonischer  Strahlwurf  68.  —  Ver- 
tauschung zugeordneter  Elemente  einet 
h.  Str.  68. 

Hauptgleichung  einer  Projektivität 
160  f.,  andere  Form  derselben  164 f. 


Hauptpunkt  einer  einfach  entartenden 
Projektivität  147,  801  ff.,  811,  818.  — 
H.  einer  parabolischen  Involution  186  ff. 

Hauptzahlen  einer  Projektivität 
161.  —  Sie  sind  reell  und  voneinander 
verschieden  161,  189 ff.,  Blestimmong 
der  sugehOrigen  Doppelpunkte  161.  — 
Sie  sind  konjugiert  komplex  oder  ancb 
entgegengesetzt  rein  imaginär  I6tff., 
208  ff.,  222,  Bestimmung  der  zugehörigen 
Doppelpunkte  162 ff.,  222 ff.  —  l>ie  H. 
e.  Pr.  sind  entgegengetetct  gleich:  In- 
volution 166  ff.  —  Das  Produkt  der 
beiden  H.:  Potenzwert  der  Projektivität 
191  f.  --  Dad  Verhältnis  der  beiden  H.: 
Charakteristik  der  Pr.  192  f. 

Hessesche  homogene  Koordinaten 
298. 

Hyperbel,  Streckengleichung  einer  H. 
178  ff.  —  Tangenten  einer  U.  in  ihren  un- 
endlich fernen  Punkten :  Asymptoten  177. 
—  Konjugierte  Durchmesser  einer  H. 
174.  —  Sich  selbst  konjugierte  Durch- 
messer einer  H.  177.  —  Asymptoten- 
Tangenten  -  Dreieck  einer  H.  I78f.  — 
Durchmesserinvolution  einer  H.  160, 
182,  einer  gleichseitigen  H.  246. 

Hyperbelsektor  179f 

Hyperbolische  Involution  169f.,  ihr 
Potenzwert  (kombinatorisches  Quadrat) 
ist  negativ  160,  ihr  Folgequadrat  po- 
sitiv 164,  sie  ist  gegenläufig  160.  — 
Darstellung  einer  h.  I.  durch  die  Punkte 
eines  Paares  166.  —  H.  Streckeninvo- 
lution  180  f.  --  Achsen  einer  h.  Strahl- 
involution 238  f.  —  Konstruktion  der 
Doppelpunkte  einer  h.  Punktinvolution 
260 f.  —  Eine  zu  einer  elliptischen  I. 
harmonische  I.  ist  hyperbolisch  .Y06f. 

Identitätsbruch  122,  I.  als  GienilkU 
des  Ähnlicbkeitsbruchet  204. 

Invarianz  des  Doppelverhältnittet 
eines  Punktwurfet  bei  einer  Matten- 
änderung seiner  Elemente  68,  eiset 
Stabwurfes  bei  einer  Änderung  der 
Länge  und  des  Sinnet  seiner  Stäbe  66, 
L  det  D.  bei  projektiver  Abbildung  60 f. 

Inverse  Projektivitäten  129.  —  L 
Abbildung  einer  Folge  von  Pr.  180  f.  — 
Beziehung  zweier  i.  Pr  zu  ihrer  Doppel- 
pnnkttinvolution  807 ff.  —  DieSt^pba- 
nottchen  Bilder  zweier  i.  Pr.  809. 

Involution  166 ff.,  167,  ihre  Hauptsahlen 
sind  entgegengetetxt  gleich :  Bedingongt- 
«8* 
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gleichung  einer  I.  165.  —  Neue  Formen 
der  Bedingungsgleichnng  einer  I.  168, 
169,  183  f.  —  Die  Punkte  einer  I.  ent- 
sprechen sich  wechselseitig  167.  —  Paar 
der  I.  157.  —  Konjugiert  in  einer  I. 
167.  —  Einführung  der  Punkte  eines 
Paares  der  I.  als  Nenner  des  Involu- 
tionsbruches  160  f.  —  Das  Folgequadrat 
einer  I.  162.  —  Das  kombinatorische 
Quadrat  (der  Potenzwert)  einer  I.,  seine 
Beziehung  zum  Folgequadrat  164.  — 
Bestimmung  einer  I.  durch  2  Paare 
entsprechender  Elemente  187  f.  —  Die 
Fluchtpunkte  ihrer  beiden  Punktreihen 
fallen  zusammen  206  f.  —  Mittelpunkt 
einer  I.  206  ff.  —  Die  in  einem  Büschel 
von  Projektivitäten  enthaltene  I.  262  f. 

—  Die  St^phanossche  Abbildung  der 
Involutionen  einer  Geraden  auf  die 
Punkte  einer  Ebene  303  ff.  —  Die 
Stephan  OS  sehen  Bilder  der  I.  bei  der 
Abbildung  der  Projektivitäten  einer  Ger. 
auf  die  Punkte  des  Raumes  29Gf.,  297  ff. 

—  Folgeprodukte  von  I.  313  f.  —  In- 
volutionen, die  zugleich  harmonisch  und 
vertauschbar  sind  316  ff.  —  Resultante 
zweier  harmonischen  I.  :^22ff.  —  Die 
Systeme  dreier  umkehrbaren  und  zu- 
einander harmonischen  I.  326 ff.,  ihre 
Multiplikationstafel  328  f.  —  Die  Pro- 
jektivität  als  Resultante  (Folge)  zweier 
I.  S34ff.  —  Projektive  Abbildung  einer 
I.  842  f.  —  Invarianz  des  kombinato- 
rischen Produktes  zweier  I.  bei  pro- 
jektiver Abbildung  346  f.  —  Involuto- 
rische  Abbildung  einer  I.  348  ff.,  ins- 
besondere  einer  parabolischen  I.  849 ff. 

Involu torische  Grundgebilde  167.  — 
Involutorisch  gepaart  167.  —  L  Ver- 
wandtschaft (Involution)  167.  —  I.  po- 
sitiv zirkuläre  Abbildung  216  f. 

Inzidenz  41. 

Kombinatorisches  Produkt  89.  — 
K.  Pr.  von  der  Form  [y^^p^]  140ff., 
seine  Projektivitätsfaktoren  sind  ver- 
tauschbar, seine  Punktfaktoren  nur  mit 
Zeichen  Wechsel  142.  —  K.  Pr.  zweier 
Projektivitäten  142  ff.,  Vertauschbarkeit 
seiner  Faktoren  144,  sein  Verschwinden 
276  ff. 

Kombinatorisches  Quadrat  (Potens- 
wert)  eines  Projektivitätflbruches  144  ff.— 
K.  Q.  der  Identität  146.  —  K.  Q.  einer 
Involution  164.  —  Vorzeichen  des  k.  Q. 


(gleichläufige  und  gegenläufige  Projek- 
tivitäten) 146,  sein  Verschwinden  146ff. 

Kommutatives  Gesetz  bei  der  Addi- 
tion von  Punkten  2. 

Komplementäre  Doppelverhält- 
nisse 61f. 

Komponenten  eines  Folgeproduktes 
von  Projektivitäten  derselben  Geraden 
123. 

Kongruenz  zweier  Punktreihen, 
gleichsinnige:  Schiebung  einer  P.  204, 
ungleichsinnige :  Symmetrie ;  Umwen- 
dung  einer  P.  204. 

Konjugierte  Durchmesser,  Halb- 
messer einer  Ellipse  168  ff.,  einer  Hy- 
perbel 174. 

Konjugierte  Hyperbeln  175. 

Konzentrische  kongruente  Strahl- 
büschel von  gleichem  Sinn  208  ff. 

Kreisinvolution  (Rechtwinkelinvolu- 
tion) 210 f.,  21 7 f.,  235 ff.  —  Die  ellip- 
tische Punktinvolution  als  Schnitt  der  K. 
217  f. 

Kubische  Determinante  144. 

Kurve  zweiter  Klasse,  Begriff  74f.  — 
Gleichung  einer  K.  2.  Kl.  74,  87.  — 
K.  2.  Kl.  als  Hüllkurve  der  Träger  aller 
Punktwüi'fe  von  konstantem  Doppelver- 
hältnis,  die  aus  4  festen  Geraden  aus- 
geschnitten werden,  87.  —  Punktpaar 
als  K.  2.  Kl.  77,  88.  —  Doppeltzählen- 
der Punkt  als  K.  2.  Kl.  77,  87  Anm. 

Kurve  zweiter  Ordnung,  Begriff  71.  — 
Gleichung  einer  K.  2.  0.  70 f.,  84 f.  — 
K.  2.  0.  als  geometrischer  Ort  der 
Scheitel  aller  Strahlwürfe  von  kon- 
stantem Doppelverhältnis,  die  4  feste 
Punkte  projizieren,  84 f.  —  Linienpaar 
als  K.  2.  0.  73,  85.  —  Doppeltzählende 
Gerade  als  K.  2.  0.  78,  84  Anm.  2.  — 
Zusammenhang  zwischen  K  2.  0.  und 
Kurven  2.  Klasse  107  ff. 

Leitgebiet  der  Zurückleitung  42. 

Lineale  Änderung  eines  Faktors  in 
einem  äußeren  Produkt  11,  12,  18  f., 
21.  —  Spezielle  l.  Ä.  21  f. 

Linear  unabhängig  voneinander  266. 

Linienpaar  als  Kurve  zweiter  Ordnung 
78,  85. 

Masse  eines  Punktes  1. 

Multiplikation  siehe  Produkt 

Multiplikationssätse  für  die  zwei- 
faktorigen  planimetrischen  Produkte 
47  f. 
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Multiplikatioustafel  dreier  umkehr- 
baren uud  zueinander  harmonifohen 
InTolutionen  828  f.  —  M.  der  3  Grand- 
Involutionen  330.  —  M.  der  4  Grund- 
projektivitäten  380.  —  M.  der  4  Brach- 
einheiten 332.  —  M.  der  4  Qnater- 
nioneneinheiten  333. 

Negativ  zirkuläre  Abbildung  einer 
Punktreihe  239 ff.,  247 ff.,  sie  iit  in- 
volutorisch  248 f.,  ihre  Grandpunkte 
247,  der  zu  ihnen  gehörende  Winkel 
der  n.  z.  A.  247.  —  Gesamtheit  aller 
derjenigen  n.  z.  A.,  welche  dieselben 
Grundpunkte  haben  249.  —  N.  z.  A, 
eines  Strahlbaschels  255  f.,  ihre  Achsen 
256,  ihre  Doppelstrahlen  256. 

Negativ  zirkuläre  Änderung  eines 
Punktpaares  211  f.  Anm. 

Normal  form  einer  Projektivität  mit 
2  getrennten  reellen  Doppelpunkten 
152.  —  N.  einer  Proj.  mit  2  konju- 
giert komplexen  Doppelpunkten  154.  — 
N.  einer  hyperbolischen  Punktinvolu- 
tion 194  f.  —  N.  einer  hyperbolischen 
Strahlinvolution  195. 

Nullpunkt  einer  einfach  entartenden 
Projektivität  147  ff.,  301  ff.,  811,  318. 
—    N.    einer  parabolischen    Involution 

185  ff. 

Parabolische  Involution  184 ff.,  201f, 
260  f.  —  Hauptpunkt  und  Nullpunkt 
einer  p.  I.  (Doppelpunkt  derselben) 
185 ff.  —  P.  Involutionen,  die  ihren 
Doppelpunkt  miteinander  gemein  haben, 

186  ff.  —  Wann  sind  2  p.  I.  zueinander 
harmonisch?  319 f.  —  Involutorische  Ab- 
bildung einer  p.  I.  349  ff. 

Parameter  eines  Punktes  einer  Punkt- 
reihe in  bezug  auf  3  Punkte  derselben 
55.  —  P.  eines  Strahles  eines  Strahl- 
büschels in  bezug  auf  8  Strahlen  des- 
selben 59. 

Parameterdarstellung  einer  Ellipse 
166 ff.,  zweier  konjugierten  flyperbel- 
zweige  175. 

Pascalsches  Sechseck  95ff. 

Pascalsche  Gerade  97. 

Pascalscher  Satz  96.  —  Spezialisie- 
rungen des  P.  S.  98  ff. 

Perspektive  Grundgebilde  62ff. 

Perspektivitätsz|entrum  66. 

Perspektivitätsachse  66. 

Planimetrische  Erweiterung  eines 
Abbildungsbraches  119f 


I   Planimetrisches  Produkt  38.  —  ?er- 
I       einongtgeMt«  der  pl.  Pr.  41.  _  Moltt- 
I       plikationss&tze  der  tweifaktorigen  pU  Pr. 
I       47  f.  —  Kt'duktionsregel  för  pl.  Pr.  9t  f.  — 
i       Darstellung  zweier  projektiven  Sirftbl- 
'       bOichel  durch|pl.  Pr.  92  f.  —  DartteUnng 
j       des    Erzengninet    zweier    projekttven 
{       StrahlbOschel  dorch  ein  —  0  geeetetei 
i       pl.  Pr.  93  ff.  ~  Darstellung  zweier  pro- 
I      jektiven  Punktreihen  durch  pl.  Pr.  101.  — 
j       Darstellung  des  Erzeugnisses  zweier  pro- 
i      jektiven  Punktreihen  durch  ein  •-*  0  ge- 
I       setztes  pl.  Pr.  101  ff. 
I   Positiv    zirkuläre   Abbildung  einer 
I       Punktreihe  211  ff.,  ihre  Darstellung  als 
Funktion   ihres  Parameters    und   einer 
!       gewissen  elliptischen  Involution  212.  — 
Die  p.  z.  A.  als  pertpektiTec  Abbild  der 
Drehung  eines  gewissen  Strmhlbflscheb 
212  ff.  —  Ihre  Drehpunkte  216.  ->  Ihr 
Drehwinkel  216.    —   Konstraktion  der 
Drehpunkte  212  f.,  215  f  —  Wann  wird 
sie  involutorisch?  216  f    —    Die  konti- 
nuierliche  eingliedrige  Grappe  der  p. 
,       z.  A.  einer  Punktreihe  224  ff.  —  P.  z.  A. 
I       eines  Strahlbfischels  227  ff.  —  Beziehung 
I       einer  beliebigen  Projektivit&t  mit  kon- 
I       jugiert  komplexen  Doppelelementen  zur 
p.  z.  A.  281  f ,  235.  —  Beziehung  einer 
elliptischen    Punktinvolution    zu    einer 
gewissen    involutorischen  p.  z.  A.  288. 
Positiv    zirkuläre    Änderung    eine« 

Punktpaares  211  f.  Anm. 
Potenzwert  (kombinatorisches  Quadrat) 
'       eines    Projektivitätsbrache«     144  ff.    — 
Sein     Vorzeichen     (gleichläufige     und 
gegenläufige    Projektivit&ten)    146.    — 
Sein  Verschwinden  146  ff.  —  Potenzwerte 
der  4  zueinander  harmonischen  Grund- 
abbildungen einer  Geraden  298. 
Produkt,  äußeres,  siehe  äuAeree  Pr.  — 
Pr.,    progressiTea ,    siehe    progreemret 
Pr.   —   Pr.,  regreesires,  «ehe  regres- 
sives Pr.  —  Pr.,  planimelrischet,  siehe 
planimetrisches  Pr.  —  Pr.,  kombinato- 
risches, siehe  kombinatorisches  Pr. 
Progressives  Produkt  29. 
Projektive  Abbildung  einer  Involution 
842  f.    —    Invarianz    des    Potenzweitee 
einer  Involution  bei  pr.  A.  848.  —  Pr. 
A.    einer    Projektivität    848  ff.    —    In- 
varianz  des  Potenzwertes  einer  Projek- 
tivität bei  pr.  A.  848 f.,  des  Produktes 
ihrer    Hauptzahlen    844,    der    Somme 
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ihrer  Uauptzahlen  344 f.,  der  Haupt- 
zahlen selbst  845  f.  —  Invarianz  des 
kombinatorischen  Produktes  zweier  In- 
volutionen bei  pr.  A.  346 f.,  desgleichen 
zweier  Projekti  vi  täten  847. 

ProjektiveBeziehungzweierGrund- 
gebilde  60.  —  Festlegung  der  pr.  B. 
zw.  Gr.  durch  Angabe  zweier  Tripel 
entsprechender  Elemente  61  f.  —  Her- 
stellung der  pr.  B.  zw.  Gr.  durch  mehr- 
fache Anwendung  der  Perspektive  66  ff. 

Projektive  Bilder  zweier  harmonischen 
Projektivitjlten  347,  zweier  inversen  Pro- 
jektivitäten  347  f. 

Projektivitilten  in  der  Geraden  und 
im  Strahlbüschel  111  ff.,  mit  reellen 
und  voneinander  verschiedenen  Haupt- 
zahlen 151  f.,  189  ff.,  mit  konjugiert  kom- 
plexen oder  auch  entgegengesetzt  rein 
imaginären  Hauptzahlen   152  ff.,  208  ff., 

■  mit  gleichen  (und  somit  reellen)  Haupt- 
zahlen 196  ff. 

Projektivitätsbruch  116ff.  —  Seine 
Erhebung  zum  Range  einer  Größe 
117  f.  —  Einführung  neuer  Nenner  in 
einen  Pr.  118  f.  —  Erweiterung  eines 
Pr.  mit  Zahlgrößen  119. 

Punkt,  einfacher  1,  vielfacher  1. 

Punktinvolution  157,  mit  getrennten 
reellen  und  konjugiert  komplexen  Dop- 
pelpunkten 160. 

Punkt  paar  als  Kurve  zweiter  Klasse 
77,  88. 

Punk  treibe  59.  —  Träger  einer  P.  59.  — 
Elemente  einer  P.  59 f.  —  Grundpunkte 
einer  P.  55,  118.  —  Einheitspunkt  einer 
P.  113. 

Punkttripel  66. 

Punktwurf  49.  —  Zugeordnete  Punkte 
eines  P.  49.  —  Träger  eines  P.  49.  — 
Elemente  eines  P.  49.  —  Harmonischer 
P.  64. 

Quaternionen,  komplexe  Qu.  833.  — 
Quaternioneneinheiten,  ihre  Multiplika- 
tionstafel 883.  —  Quaternionentypus 
eines  Systems  höherer  komplexer  Größen 
883 f,  seine  beiden  reellen  Gestalten  834. 

Kechtwinkelinvolution  (Kreisinvolu- 
tion)  210,  217f.,  236 ff.  —  Die  elliptische 
Punktinyolation  als  Schnitt  der  K.  217  f. 

Heduktionsregel  für  planimetrische 
Produkte  91  f. 

Regressives  ProdnktsweierSt&be  28  f., 
seine  Definitionsgleichnng  29.  —  R.  Pr. 


dreier  Stäbe  84  ff.  —  Wann  ein  r.  Pr. 
zweier  Stäbe  verschwindet  33 f.,  wanp 
ein  solches  dreier  Stäbe  36  f.  —  Schnitt- 
punktsformel des  r.  Pr.  zweier  Stäbe  47. 

Resultante  (Folge)  zweier  Projektivi- 
täten  derselben  Geraden,  ihre  Kompo- 
nenten 128.  —  R.  zweier  harmonischen 
Involutionen  322  ff.  —  Die  Projektivitüt 
als  R.  zweier  Involutionen  834 ff.,  die- 
selbe ist  zu  ihren  involutorischen  Kom- 
ponenten harmonisch  337  f. 

Reziproke  Doppelverhältnisse  51. 

Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse 
mit  4  reellen  Grundgeraden  88  ff.  — 
Doppelverhältnis  einer  K.  der  Seh.  in 
bezug  auf  deren  4  Grundgeraden  88.  — 
Seh.  V.  lauter  zerfallenden  K.  2.  Kl.  89.  — 
Die  3  zerfallenden  Kurven  einer  Seh.  v. 
K.  2.  Kl.  89  f. 

Schein  62.  —  Seh.  einer  Punktreihe 
63 ff.  —  Seh.  einer  Punktinvolution  222, 

Schiebung  (gleichsinnige  Kongruenz) 
200  f. 

Schnittpunkts  form  el  der  regressiven 
Multiplikation  47. 

Schrötersche  Konstruktion  der  Dop- 
pelpunktsinvolution einer  Projektivitüt 
309  f. 

Sektorschwenkung  vom  Parameter  m 
in  bezug  auf  zwei  konjugierte  Hyperbel- 
zweige 267  ff.  —  Dieselbe  in  bezug  auf 
zwei  gleichseitige  konjugierte  Hyperbel- 
zweige 268  ff.,  verknüpft  mit  einer  Spie- 
gelung am  Asymptotenpaar  273  f. 

Stab  7.  —  Zusammenhang  zwischen  St. 
und  Strecke  11  ff. 

Stabpaar  14f. 

Stabwurf  (Strahl wnrf)  65 ff.  —  Zugeord- 
nete Stäbe  eines  St.  56.  —  Träger  eines 
St.  66.  —  Elemente  eines  St.  66. 

Stäphanossche  Abbildung  der  Pro- 
jektivit&ten  einer  Geraden  auf  die  Punkte 
des  Raumes  296  ff.  —  St.  A.  der  In- 
volutionen einer  Geraden  auf  die  Punkte 
einer  Ebene  803  ff. 

St^phanossche  Bilder  der  gleich- 
läufigen und  gegenläufigen  Projektivi- 
täten  299,  der  entartenden  Projektivi- 
t&ten  296,  298,  zweier  harmonischen 
Projektivitäten  296,  298 f.,  zweier  in- 
versen Projektivitäten  807 ff.,  der  In- 
volutionen 296  f.,  297  ff.,  zweier  harmo- 
nischen Involutionen  296  f.,  eines  BQschelt 
und  eines  Bündels  von  Projektivü&ten 
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297,    zweier   ProjektivitäUn ,    die   ihre 
Doppelpunkte  miteinander  gemein  haben 
29tf,  der  Eentrisohen  Schiebungen  811, 
yertauBchbarer  ProjekUvit&ten  822. 
St^phanoBBches  Hyperboloid  298ff. 

—  Die  Bedeutung  der  Durchmesser  des 
8t.  H.  2i»9.  —  Die  Bedeutung  der  ge- 
radlinigen Erzeugenden  des  St.  U.  299  ff. 

—  Der  Asjmptotenkegel  des  St.  H.  810  ff. 
-    Die    Durchmesser   des   St.    H.    auf, 

innerhalb  und  außerhalb  des  Asym- 
ptotenkegels 810  ff. 

Stereometrisches  Produkt  88f. 

Strahl  57. 

Strahlbüschel  60.  —  Träger  eines  Str. 
60.  --  Elemente  eines  Str.  60. 

Strahlinvolution  167.  —  Achsen  einer 
Str.  288  f. 

Strahltripel  67. 

Strahlwurf  siehe  Stabwurf  und  harmo- 
nischer Strahlwurf. 

Strecke  als  Differenz  zweier  einfachen 
Punkte  4  f.  —  Zusammenhang  zwischen 
Stab  und  Str.  11  ff.  —  Str.  eines  Stabes 
229  f. 

Streckengleich  18. 

Streckengleichung  einer  Ellipse  166 ff. 

—  Str.  des  positiven  Zweiges  einer  Hy- 
perbel 173f 

Streckeninvolution,  elliptische  170. 

Stufe,  Größe  erster,  zweiter,  dritter  St. 
Vorrede  V.  —  Gebiet  dritter,  vierter, 
Hter  St.  38  f,  288 ff.,  295. 

Stufensumme  der  Faktoren  eines  Pro- 
duktes 27. 

Summe  von  Punkten  If  —  S.  zweier 
Stäbe  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt 
9.  —  S.  zweier  Stäbe,  deren  Linien  sich 
im  Endlichen  schneiden  18  f.  —  S.  zweier 
Strecken  6.   —   S.  paralleler  Stäbe  14. 

—  S.  zweier  Felder  19. 

System  aller  gegeuläufigen  Projektivi- 
täten  mit  2  gemeinsamen  getrennten 
reellen  Doppelpunkten  274,  die  in  ihm 
enthaltenen  entartenden  Projektivit&ten 
275  f 

Systeme  höherer  komplexerOröfien 
330  ff.  —  Einheiten  eines  Systems  h.  k. 
Gr.  331. 

Tangentenstrecke  einer  Ellipse  172, 
einer  Hyperbel  176  ff.,  eiper  Kurve  über- 
haupt 172f 

Träger  eines  Punktw\irfes  49,  einet 
Stabwnrfes    55,    einer   Punktreihe  69, 


einei  Strahlbascheli  60,  def  Usfesdaii 

Punktet  einer  Kurve  167. 

Trennen  sich,   zwei  Ponkipaare  etotr 

Punk  treibe   219.    —   Zwei  Strahlpaare 

eines  Strahlbfitcheli  tr.  t.  219. 

Trennen  sich  nicht,  zwei  Ponktpaare 

einer  Punktreibe  220.  —  Zwei  Strahl- 

paare  einet  StrahlbfitcheU  tr.  t.  n.  219. 

Überfahrung    von    Projektivitftten 

182  ff.,  814  ff. 
Umkehrbare  Projektivit&t  129f.  — 
Kriterium  der  Umkehrbarkeit  129,  neu« 
Form   deü  Kriteriumt  der  UmkehilMyr- 
keit  146. 
Umkehrung  einer  ProjektivitiU  129. 
Umwendachsen    einet    Strahlbascbelt 

248. 
Umwendung    eines   Strahlbüschels 
(Gleichwinkelinvolution)  239  ff.  —  Folge 
zweier  U.  e.  Str.  246  f 
Umwendung  einer  Punktreibe  204, 

252.  —  Zentrum  der  U.  e.  P.  26«. 
Uneigentliche     (zweifach    entartende) 
Projektivität  146, 196  f  —  U.  Involution 
163. 
Unendlich  ferner  Punkt  einer  Geraden 
3f   —  U.  ferne  Punkte  zweier  projek- 
tiven Puuktreihen  202 ff.,  sie  sind  ein- 
ander   zugeordnet:     Ähnlichkeitttrans- 
formation  in  der  Geraden  202  ff. 
Ungleichsinnig  ähnliche  Punktreihen 

204. 
Ungleichsinnig   kongruente  Ponkt- 

reihen  204. 
Vereint  liegen  41. 
Vereinungsgesetz  der  plMiimetrisehen 

Multiplikation  41. 
Versch  iebbarkeit  einet  Stabet  in  teiner 

eigenen  Linie  13. 
Verstellbarkeit  eines  Zahlfaktort 
in  dem  äußeren  Produkt  zweier  Punkte 
9,  in  dem  äußeren  Produkt  dreier  Punkte 
20,  in  dem  äußeren  Produkt  von  Punkt 
und  Stab  24  f.,  in  dem  regrettiven  Pro- 
dukt zweier  Stäbe  82,  in  dem  kombi- 
natorischen Produkt  [yi$%]  Ul. 
Vertausch  bare  Abbildungen  182  f..  — 
Begriff  zweier  vertauschbaien  Prc^ektivi- 
täten  816.  —  Eigenschaften  v.  Proj. 
821  f.  —  V.  Involutionen  814  ff.  —  In- 
volutionen, die  zugleich  harmonisch  nnd 
V.  sind,  816  ff. 
Vertauschung  der  Faktoren  einet 
äußerenProduktes  von  Punkten(8treckcn) 
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10,  12,  18,  20.  ~  V.  d.  F.  eines  äußeren  ' 
Produktes  von  Punkt  und  Stab  24.  —  V.  ; 
d.  F.  eines  regressiven  Produktes  zweier  1 
Stäbe  81  f.  I 

Vertauschung  zugeordneter  Punkte   | 
eines  harmonischen  Punktwurfes  54. 

Vertauschung  zugeordneter  Strah- 
len eines  harmonischen  Strahlwurfes  68. 

Vielfachensumme  von  Projektivi- 
taten  121  f. 

Vielfacher  Punkt  1. 

Vollständiges  Vi  er  eck  78,  seine  Ecken, 
Seiten,  Gegenseiten,  Nebenec^en,  Neben- 
seiten 78. 

Voll  8  tändiges  Vier  seit  81,  seineSeiten, 
Ecken,  Gegenecken,  Nebenseiten,  N'eben- 
ecken  81. 

Vormultiplizieren  11. 

Wechselseitiges  Entsprechen  der 
Punkte  einer  Projektivität :  Involution 
167. 

Zahlgleichung    zwischen   6  beliebigen   \ 
Punkten  oder  Stäben  einer  Ebene  46  f.   i 


Zahlgröfie  als  Projektivitätsbruch  122. 

Zentri»che  Schiebung  197 ff.,  260,  ihr 
Zielpunkt  (Zentrum)  201.  —  Die  St^- 
phanosschen  Bilder  der  zentrischen 
Schiebungen  311. 

Zentrum  (Zielpunkt)  einer  zentrischeu 
Schiebung  201. 

Zerfallende  Kurven  zweiter  Klasse  77, 
87  Anm.,  88.  —  Z.  K.  zweiter  Ordnung 
73,  84  Anm.  2,  85,  86  f 

Zerlegung  eines  Punktes  in  2  Kompo- 
nenten 43,  eines  Stabes  46.  —  Z.  eines 
Punktes  in  3  Komponenten  45  f.,  eines 
Stabes  46. 

Zielpunkt  (Zentrum)  einer  zentrischeu 
Schiebung  201. 

Zurückleitungeines  Punktes  41ff.,  eines 
Stabes  43  ff.  —  Ergänzende  Z.  48. 

Zweifach  entartende  (uneigentliche) 
Projektivität  146,  196  f. 

Zyklische  Vertauschung  der  Fak- 
toren eines  Folgeproduktes  von  Pro- 
jektivitäten  181  f. 
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